UBER DEN WERT DER INTEGRALFORMEL

m—1 n-m—1
fz =2—dz IN DEM FALL, IN DEM NACH

DER INTEGRATION Z = 1 GESETZT WIRD"

Leonhard Euler

§1 Hier ist mir vorgelegt, die zwei besonderen Theoreme, zu denen ich schon
langst aus der Betrachtung der Kreisbogen, die entweder denselben Sinus oder
Tangens haben, gefithrt worden war, aus den Prinzipien der Integralrechnung
zu beweisen; die zwei Theoreme verhalten sich aber so:

, Zm—l +Zn—m—1 e
’ 14 z" ~ nsin 2’

Zm—l _ Zn—m—l e
1L f 1—z" ~ ntang %’
&7n

wenn die Integration von der Grenze z = 0 bis hin zur Grenze z = 1 erstreckt
wird, wo 7t die Semiperipherie des Kreises bezeichnet, dessen Radius gleich 1
ist. Ich habe zwar diese Integralformeln schon integriert in ,,Calculi Integralis“
gegeben, dort aber die Hilfe der Integration, naturlich die Auflosung des
Nenners 1 +z", dann aber auch die Auflosung des Bruches in Partialbriiche aus
meiner ,Introductio” in Anspruch genommen; nun aber, damit es nicht notig
ist, die Stiitzen anders woher zu beschaffen, mochte ich bei der Integration alle
Prinzipien, auf die es gestutzt ist, kiirzer zusammenfassen; besonders erfordert
aber die Reduktion zu dem Fall, in dem nach der Integration z = 1 gesetzt wird,
spezielle Kunstgriffe bezuiglich der Summation der Reihen, die ich auch in den

*Originaltitel: ,De valore formulae integralis f(zm_1 + 2"~ 1)/(1 + 2")dz casu quo post inte-
grationem ponitur z = 1%, erstmals publiziert in ,,Novi Commentarii academiae scientiarum
Petropolitanae 19, 1775, pp. 3-29“, Nachdruck in ,,Opera Omnia: Series 1, Volume 17, pp. 358
- 383 “, Enestrom-Nummer E462, iibersetzt von: Alexander Aycock, Textsatz: Artur Diener,
im Rahmen des Projektes ,Euler-Kreis Mainz“



folgenden Paragraphen klar erortern werde; diese Betrachtung erscheint von
umso grofserer Bedeutung, weil die dhnliche Integration auch in den sich viel
weiter erstreckenden Formeln gliickt, von welcher Art

m—1 n—-m—1
f AL Y

1+2z"
sind, wenn der Exponent y ganze Zahlen bezeichnet, so wie ich genauer bei
anderer Gelegenheit zeigen werde.
PrROBLEM
§2 Das Problem ist, die Differentialform

zm-1dz

1+2z"

zu integrieren, wo natiirlich m < n sein muss.

Losuna

Hier muss daher der Nenner 1 + z" in seine einfachen Faktoren aufgelost
werden; dort ist aber vor allem zu bemerken, wenn 7 eine ungerade Zahl war,
dass ein Faktor 1 + z sein wird; fir die tibrigen imagindren Faktoren werden
zwei in dieser Form

pp —2pzcos@ +zz

enthalten sein, die 0 gesetzt
z = p(cos @ + V-1sin @)

liefert. In denselben Féallen muss der Nenner 1 + z” verschwinden. Weil daher
z=p(cosp + V-1sin Q)

ist, wird

2z = pp(cos 2¢ + V—1sin 2¢)
2% = p3(cos 3¢ £ V-1sin 3¢)

sein und

2" = p"(cos ng + V-1sinng);



nach Einsetzen dieser Werte anstelle von z" wird

L 1+z"=1+p"cosnp+p"V-1sinng =0
II. 1+z"=1+p"cosngp—p"V-1sinnp =20

sein, deren Summe die Gleichung
2+2p"cosngp =0,
liefert, die Differenz derselben aber
2p"V-1sinng = 0;
aus der letzteren folgt sinn¢ = 0, aus der ersten aber
1+p"cosnp =0,

was sich nicht rational machen lasst, aufler wenn p = 1 und cosng = -1 ist,
in welchen Fall sinng = 0 ist, wie es die Bedingung aus der letzten Formel
erfordert; aber alle Winkel, deren Kosinus gleich —1 ist, sind

n, 3mn, 5w, 7m, etc,
welchen der Winkel n¢ also gleich werden kann; daher erhalten wir fir ¢ die

folgenden Werte

n 3m 5m 7m
Dl > > - etC.,
n n n n

aus welchen so viele genommen werden miissen, bis schliefllich der Zahler
1 + z" herauskommt, so wie es leicht aus den einzelnen Fallen beurteilt wird:

I. Wenn n =1 ist, wird ¢ = 7t sein und daher

l+z=1+2z

II. Wenn n = 2 ist, wird ¢ = 90° sein und daher

1+zz=1+2zz

III. Wenn n = 3 ist, wird ¢ = 60° und = 180° sein und daher

1+2°=(1+2)(1 —z+22);



IV. Wenn n = 4 ist, wird ¢ = 45° und = 135° sein und daher

1+2% = (1-2V2+22)(1 +2V2 + z2);

V. Wenn n =5 ist, wird ¢ = 36° und = 108° und = 180° sein und daher

1+2°=(1+2)(1 +2cos72°+zz)(1 — 2z2c0s 36° + z2).

Weil daher im Allgemeinen ein doppelter Faktor des Zahlers 1 + z"
1-2zcosp+zz

ist, wenn wir dem Winkel ¢ den geforderten Wert zuteilen, involviert der
Bruch

Zm—l

1+2z"

den Partialbruch dieser Form

A+ Bz
1-2zcosq+zz’

wo die ganze Aufgabe zur Bestimmung der Koeffizienten A und B iibergeht.
Diese werden aber leicht gefunden, wenn wir die einfachen imaginaren Fakto-
ren betrachten, welche

I. z—cos@p - V-1sing,
II. z—cosp+ V-1sing
sind; dann aber involviert der vorgelegte Bruch solche Partialbriiche

a p

+ .
z—cos@p—V-1sing z-cosp+V-1sing

Fur das Finden des Koeffizienten a setze man

zm-1 o

= +R,
l+2z"  z_cosp-+V-1sing

wo R alle tibrigen Partialbriiche umfasst; es sei aber zur Kuirze also

cos<p+\/—_13in(p =f,



sodass wir haben .

A o
= +R
1+z" z—f

oder, indem man mit z— f multipliziert,

ZM _ fszl

S =a+RE-f),

und daher, indem man z = f nimmt, wir

ZM _fzm—l

a =
1+2z"

haben im Falle z = f. In diesem Falle verschwindet aber Zahler wie der Nenner;
es wird also
mz" 1l —(m—1)fz"2

nzn—l

a =

sein und wiederum fir z = f gesetzt

m—1
— f — lfm—n.

Confrlon

a

Weil daher f = cos @ + V-1sin g ist, wird
f = cos(m—n)p + V-1sin(m - n)e

sein und daher

1
a= o (cos(m —-n)p+ \/jsin(m - n)(p)
und )
B = - (cos(m — 1)@ — V—1sin(m — n)(p);
Nach dem Fund dieser Werte werden unsere Partialbriiche sein

a B

+ ,
z—cos@p—V-1sing z-cosp+V-1sing

die auf den Hauptnenner gebracht geben

(a+ﬂ)z—(a+/3)cos<p+(a—ﬂ)\/:sin(p

1-2zcosp+zz




oder, indem anstelle von @ und g die gefundenen Werte eingesetzt werden,

2z
n

2

cos(m—n)@ — = cos @ cos(m—n)p — %sin(psin(m —n)p.

)

1-2zcosp+zz
und durch diesen Partialbruch mit dem gegebenen

A+Bz
1-2zcosp+2zz

verglichen berechnen wir

A= —%cosqocos(m —-n)p— %sinqosin(m —-n)p = —%cos(m -n—1)g

und

2
B= " cos(m—n)@;

weil aber sinng = 0 ist und cos ngp = -1, wird cos(m —n)p = —cos m¢e sein und
sin(m —n)¢@ = —sinm¢ und daher

2 2
A:Ecos(m—l)(p und B:—Ecosm(p;

als logische Konsequenz entsteht aus diesem Partialbruch das Integral

A+B -
B1y1-2zcosq +zz+ .—COS(PAtangZ.Cﬂ
sin sing

wenn dort anstelle von A und B die Werte eingesetzt werden, wird das Integral

Z-COSQ -

2 1y1-2 g At
——cosm —2zcos@ +zz+—sinm an
n 14 4 n 4 & sing

sein, welche Konstante aus der Grenze z = 0 definiert dieses bestimmte Integral
liefert

2 2 zsin@
-— 1y1-2 +2zz+ —si Atang——
—cosm V zZCos@ +2z+ —sinm@ Atangr—-

os¢@’
wo es nur notig ist anstelle von ¢ seine geforderten Werte zu schreiben und
daher alle Partialintegrale vereint zu nehmen. Auflerdem muss aber in den
Féllen, in denen der Nenner 1+z" den Faktor 1+z hat, was passiert, wenn # eine
ungerade Zahl war, der daher zu entstehende Teil des Integrals hinzugefiigt
werden, welcher so gefunden wird. Man setze

zm-1 o

=—+R,
1+z" 14z




woher
Z"1 4 gm
1+2z"
wird, und fur z = —1 gesetzt geht

=a+R(1+2)

ZMm=1 4 om

0= ———
1+2z"

hervor; weil aber in diesem Fall der Zdhler wie der Nenner verschwindet,
werde anstelle von beiden ihr Differential gesetzt und es wird

(m—1)z""2 + mz"!

a= nzn—l

werden, wo der Zihler z~2(m — 1 + mz) fiir z = —1 gesetzt iibergeht in —(—1)"
—(=D"

und der Zahler in +n und daher sogar & = —;

ist; der Teil des Integrals,
der daher also entsteht, wird #1(1 + z) sein; in den Fillen also, wo m eine
gerade Zahl ist, wird dieses Integral —%1(1 +z) sein, wenn aber m eine ungerade
Zahl ist, entsteht +%1(1 +z). Wenn wir daher gleich anstelle von ¢ seine Werte

schreiben, wird das gesuchte Integral

z"-1dz 2 mm T 2 . mm zsinZ
=——cos— 1,/1-2zcos — +zz+ —sin — Atang————
1+2z" n n n n n I—zcos;
3
2 3ntm 31 2 . 3mm zsin =%
— —cos I4/1-=2zcos — +zz+ —sin Atang —————
n n n n n 1 —zcos =k
SO} 4
2 5mtm 57 2 . 5mm zsin 2%
— —cos 14/1—-2zcos — +zz+ —sin Atang——
n n n n n 1-2zcos 7"
etc.,

sein, welchem daruber hinaus, im Fall, in dem # eine ungerade Zahl ist,

~(-1)"

n

1(1 +z)

hinzugefiigt werden muss.



LEHRSATZ

§3 Damit es nicht notig ist, die Integration der Formel

J‘ (A + Bz)dz

1-2zcosp+2zz

anderswoher zu wiederholen, lose man den Zahler A+ Bz in diese Teile —Bcos ¢ + Bz
und A + Bcos @ auf, und aus dem ersten entsteht natiirlich das Integral

B1y1-2zzcos ¢ +zz;

wahrend fiir den einen Teil aber

dzsi .
zsing - Arctang zsin@
1-2zcosp+2zz 1-zcosg

ist, wird der andere Teil des Integrals

dz
1-2zcosp+2zz

(A+Bcosg0)J

zu
A+B i
. cos @ Arctang zsin@
sin @ 1-zcosg

werden und so verhalt sich die Integration der Formel so:

A+ Bz)d
(4 + Bz)dz =B1y1-2zcosp +zz+
1-2zcosp+zz sin @

A+ Bcowp Arctangl zsingo(pl
—2Cos

welches Integral schon fiir z = 0 gesetzt verschwindet, sodass man keine Addition
der Konstanten braucht.

PrROBLEM
§4 Das Problem ist, die Differentialformel

zMm-1dz
1—-2"

zu integrieren, wo natiirlich m < n sein muss.



Losuna

Hier ist zu beobachten, dass der Nenner immer den Faktor 1 —z hat; dann aber,
sooft n gerade war, auch der Faktor 1 + z enthalten ist, die brigen Faktoren
alle imaginar sind, von denen zwei einen solchen doppelten ergeben

pp —2pzcos @ + zz;
weil dieser entweder fur
z=p(cosp+ V-1sin¢g)

oder fir
z=p(cos @ — V-1sin @)

gesetzt verschwindet, verschwindet in denselben Fillen der Nenner 1 - z";
dann wird aber

" =p" (cos ng +V-1sin n(p)

sein und daher wird der Nenner
1-p" (cos ne + V-1 sinn(p)
werden; weil dieser verschwinden muss, muss

L. 1-p"cosnp =0 seinund
Il p"V-1sinng =0,
woraus wir schlieflen
sinnpg=0 und cosng ==1;

damit aber 1 — p" cos ng = 0 wird, muss cosng = +1 genommen werden und es
wird p =1 sein, sodass der doppelte Faktor

1-2zcosp+2zz

ist. Anstelle von n¢g konnen also alle Bogen genommen werden, deren Kosinus
gleich +1 sind, welche sind

O, 2w, 4w, 61, 8w, etc,
und die Werte des Winkels ¢ werden

Om 27 47 67 81
n’ n’ n’ n n



sein und die daher zu entstehenden einfachen Faktoren des Nenners werden
z—cos@+V-1lsing

sein. Wir wollen der Kiirze wegen f = cos@ + V—1sin ¢ setzen, sodass f die
beiden Werte involviert, und der einfache Faktor wird z — f sein; es werde also
der daher zu entstehende Bruch gleich % gesetzt und man setze

zm-1 a

1-z" z-f

und durch Multiplikation mit z — f wird

LM _ Zm—l
1f—zn =a+R(z-f)
sein, daher findet man furz=f

Zm_fzm—l
d=—"
1-2z"

Im Fall z = f aber verschwinden Nenner und Zahler gleichzeitig und daher
muss anstelle von jedem von beiden das Differential genommen werden und
man findet o = —%f’”_”; weil aber

f=cosp+V-1sing
ist, wird
f" " =cos(m—n)p £ V-1sin(m - n)e

sein oder wegen
sinnp =0, cosnp=1, cos(m—n)p=cosmep und sin(m—n)e =sinme

wird

f" " =cosme + V-1sinme

sein, aus welchem doppelten imaginaren Faktor diese zwei Partialbriiche ent-
stehen
1 cosmp+V-1sinme 1 cosmep—V-1sinme

n z—cosep—V-1lsing n z—cosq0+\/—lsingo’

die man zusammenzieht zu diesem

2 zCosme —cos @ cosmp —sin @ sinme

n 1-2zcosp+2zz

J

10



daher entsteht also der Teil des Integrals

n

7

2 (" zdzcosmqe —dzcos @ cosmep —dzsin @ sinme
1-2zcosp+zz

dessen Integral

2-COSQ -

2 2
—— 1Iy1-2 + 22+ —si Arct
_ cosmep N zcos @ +2z+ —sinme Arctang Sing

sein wird, oder nach Bestimmung der Konstante erreichen wir das bestimmte
Integral

zsing

2 2
—— 1{1-2 + 2z 4 —si Arct ;
_ cosme V 2C08@ +zz+ —sinme Arctangs—-—

im Fall also, in dem ¢ = 0 ist, wird das Integral gleich —% 1(1 — z) sein, von
welchem aber nur die Hélfte genommen werden muss, daher gleich —% 1(1-2);
in den Fallen aber, in denen 7 eine gerade Zahl ist und ¢ = 7 ist, ergibt sich
dieser Teil des Integrals

2
- cosmm 1V1 + 2z + zz,

von welchem wieder nur die Halfte, also
1
——cosmr 1(1 + z)
n

genommen werden muss, wo zu bemerken ist, wenn m eine gerade Zahl ist,
dass cosmm = +1 ist, aber wenn m eine ungerade Zahl ist, dass cosmm = -1
sein wird; als logische Konsequenz wird das gesuchte Integral auf folgende

Weise ausgedriickt
Z"1ldz 1
=—1(1-
J 1-—2z" n (1-2)

2mT zsin 2%

Atang—”
1-2zcos 27"

2mr zsin 47"
Atang—4
1 -zcos=F

s 6T

re zsin 2L
Atang—”

_ o7
1-2zcos -

1 2mm

2 2
l\/1—2zcos—n+zz+—sin
n n

4 2
1\/1—2zc0s—n+zz+—sin
n n

1 6mm

2
1\/1—22cos6—n+zz+—sin 6m
n n

etc.

11



PROBLEM

§5 Das Problem ist, das Integral der Differentialformel

m—1 pu—1
z +2Zz
——dz
1+z"

zu finden, wobei m + y = n ist, aber dennoch so, dass m wie y positive Zahlen sind.

Losuna

Hier ist also nichts anderes notig, aufler dass die Integralterme der Formel

zm-1dz
1+2z"

vereinigt werden, die man oben gefunden hat, wahrend man bei einer y anstelle

. . . . . . TC . .
von m schreibt; weil aber fiir die logarithmischen Terme % + ”7 = 77 ist, wird
um mrt 3um 3mm Sum Smm
C0S— = —COS —, COS—— = —COS , COS = —Cos , etc
n n n n n n

sein, woher klar ist, dass alle logarithmischen Terme sich gegenseitig aufheben.
Weil aber weiter fur die Kreisbogen
um mT . 3um . 3mm

sin — =sin—, sin —— =sin , etc.
n n n n

ist, werden diese Terme verdoppelt, sodass das gesuchte Integral hervorgehen
wird

. . 37—[
4  um zsin I 4  3um zsin 2%
Zsin? Atang — + —sin diadd Atang —
n n l—zcosy n n 1—zcos7"
ECY14
4 | Sum zsin 2%
+—sin 2K Atang—”5 + etc.,
n n 1 -zcos 3¢

von welchen Termen, wenn i eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet, die
allgemeine Form
4 | ium zsin &
Zsin -t Atang i
n n 1 -zcos o}

sein wird; es ist aber notig, diese Terme so fortzusetzen, solange die Zahl den
Exponenten n nicht Ubertrifft, sodass, wenn n eine ungerade Zahl war, der
letzte Term i = n enthalt, wenn aber n eine gerade Zahl war, der Wert des
entsprechenden i gleich i = n— 1 sein wird.

12



KoroLLAR

§6 Weil daher der Fall n = 1 ausgeschlossen wird, wird im Fall n = 2 das
Integral

2sin % Atang z
sein. Im Falle n = 3 wird das Integral

zV3

2—-2z

4
Zsin 1 Atang
3 3

sein und im Fall n = 4 wird das Integral

. 3mm
+ sin

Z
V2-z 4

. mmw
sin — Atang

1 Atang

Z
V2+z

sein.

PROBLEM

§7 Das Problem ist, das Integral der vorhergehenden Differentialformel zu bestim-
men im Fall, in dem z = 1 ist, weil ja das obere Integral so genommen wurde, dass
es fiir z = 0 verschwindet.

Losuna

Weil ein beliebiger Teil des gesuchten Integrals diese Form hat

s AT
ZSin P

. imTw
—sin Atang —,
n n 1 -zcos ™}

geht diese Form fiir z = 1 gesetzt iiber in diese

4 | imm sin £¢
—sin —— Atang —;
n n 1-cosZ
n
es ist aber ,
sin £* tin . (7( in)
—1 =cot— =tang| = — —
1 —cos 2n 82 "2
und daher ,
i .
sin — TC 17T
Atang———=— - —,

l-cos™ 2 2n

13



woher im Allgemeinen der Teil des Integrals

4 . imn(n in) 2 . imm 2im . imT
= i si

sein wird; das gesuchte Integral wird also durch die beiden folgenden Progres-
sionen ausgedriuckt

2 ( . mw . 3mm . Smmw . imTw
—[sin — +sin +sin + o+ 8in ——
n n n
27 . mw . 3mm . bmm .. 1mm
——|1sin— + 3sin + 5sin +-o4+isin——|;
nn n n

wenn wir dort zur Kiirze %7 = 0 schreiben, wird das Integral angenehmer so
ausgedruckt:

27 .
" (sinB +sin36 +sin560 + --- +sinib)
27 . . . C
—E(151n6+3sm36+5$1n56+---+1sm19),

wo, sooft n eine ungerade Zahl war, i = n sein wird, wenn aber n eine gerade
Zahl war, i = n—1 sein wird. Weil daher die ganze Aufgabe dahin iibergeht,
dass die zwei Reihen summiert werden, wollen wir

s=sinf +sin30 +sin50 +---+sinif

und
t=1sin6@ +3sin36 +5sin50 + ---+isiniO

setzen, sodass unser Integral

ist; weil fur die erste Reihe
2sinBsinif = cos(i — 1)0 —cos(i + 1)0
ist, wird

2ssinB = cos 00 — cos 20 — cos 460 —cos 66 —--- —cos(i + 1)0
+ 05260 +cos460 +cos60 + -+,
sein, sodass 2ssinf@ =1 —cos(i + 1)0 ist, also

. 1 cos(i+1)0
"~ 2sin0 2sin @

14



ist. Fur die andere Reihe aber wollen wir als erstes den Winkel 0 wie eine
Variable betrachten, und weil dcosif@ = —-idOsinif ist, wird

jid@sini@ =—cosif
sein, nach welcher Bemerkung man findet

Jtd@ =—-c0s0 —cos30 —cos50 —---—cosi0,

welche Reihe man mit 2sin 6 multipliziere, und weil
2sinBcosif = —sin(i —1)0 +sin(i + 1)0

ist, wird
2sin6ftd6 =—sin(i+1)0

sein, weshalb wir

_ sin(i+1)6
ftde__ 2sin6

haben und daher

(i+1)cos(i+1)0 . sin(i + 1)8 cos 6
2sin6 2(sing)2 ’

mit welchen gefundenen Werten unser Integral sich so verhalt

T mtcos(i+1)0 N 7(i+1)cos(i+1)0 B resin(i+1)0cos 6

J

nsin @ nsin @ nnsin@ nn(sin0)?

weil nun entweder i = n—1 oder i = n ist, je nachdem ob n eine gerade oder
ungerade Zahl war, wollen wir getrennt jeden von beiden Fallen entwickeln.

I. Wenn n eine gerade Zahl ist, wird i =n—1 und i+ 1 = n sein, und weil 6 =
2 ist, wird (i +1)0 = mt sein, daher sin(i + 1)0 = 0 und cos(i + 1)0 = +1;
7T

deshalb wird unsere Formel gleich .= sein, als logische Konsequenz

wird in diesem Fall das gesuchte Integral

TC
s MT
nsin =,

sein.

15



II. Aber wenn i = nist und daher i +1 =n+1, wird der Winkel
(i+1)0 :(n+1)m_71 —mre+ P v 0
n n
sein, woher
cos(i+1)8 =+cosf® und sin(i+1)0 =+sinb
wird, mit welchen Werte eingesetzt diese Formel

. _mcosO (n+1)rmcosO _ mcosO

. + . x . + .
nsin@ nsinf nnsin6 nnsin6
hervorgeht, welche man zusammenzieht zu dieser

T T
sin O nsin%'

Als logische Konsequenz, ob 1 eine gerade oder ungerade Zahl war, wird

zMm=1 4 zu-1 e
————dz= ——¢
1+2z" nsin ==
sein.

KoroLLAR 1

§8 Wenn also m + y = n war und nach der so aufgestellten Integration, dass
das Integral fiir z = 0 gesetzt verschwindet, z = 1 genommen wird, wird immer

zMm=1 4 zu-1 J e
z=—
1+ z" nsm%

werden.

KOROLLAR 2

§9 Weil durch die unendliche Reihe

1
1+2z"

R

16



ist, wird unser Integral im Allgemeinen sein

ZM ZM+n Zm+2n Zm+3n Zm+4n
+— = + - + —etc.
m m+n m+2n m+3n m+4n
P Sl ZH+21 ZH+31 ZH+4n
etc.,

?_y+n+y+2n_y+3n+y+4n_

woher fiir z=1 gesetzt man die folgende Summation der unendlichen Reihe

hat
1 1 1 1

— - + — + —etc.
i m_ men m+2n m+3n m+dn
nsin % ) 1 1 1 1 1
" +— - + - + —etc.
U o op+n pu+2n u+3n pu+4n
oder wegenn=m+pu
1 1 1 1
+— - + - + etc.
T | m 2m+p 3m+2p  4m+3p
in 2 ] 1 1
(m + pi)sin mtp +—- + - + etc.
u 2u+m 3u+2m  4u+3m
BEISPIELE
I. Wenn m =1 und p =1 ist, wird
1 1 1 1 1
+l-—4+-—--+—-—-—+etc
L 3'5 79 11
2 +1 1+1 1+1 1+etc
3 5 7 9 11
sein und daher
/4 1 1 1 1
Z:+1_§+§_7+§ H+etc
II. Wenn m =1 und p = 2 ist, wird m+ y = 3 und sinﬁ—&z‘/?gsein und daher
N 1+1 1 +l 1+ !
—+-—-—+——-— +etc
2 4 7 10 13 16
33 |1 1.1 1 1 1
t-——+ - —+————=+etc
27578 11 14 17 °°
oder
21 +1+1 1 1+1+1 1 1+1+t
—=+l+--=—= —+<--———-—+—+etc
33 2 4 5 7 8 10 11 13

17



III. Wenn m = 1 und y = 3 ist, wird p+ m = 4 sein und sin 2% = L und daher

m+p /2’
+1 1+1 1+1 1+etc
T 5°'9 13 17 21 '
22 |11 1 1 1 1
e+ ———+—— — tetc
377711 15 T19 23T
oder
o b1 1 1 Lo
— =+t -—-=—-= -t - etc.
22 3 5 7 9 11 13 15

Man fiige dem Beispiel die in I. gefundene Reihe hinzu und es geht hervor

2 2 2
E+L:+2

——t+=——+-——et
17 0s 779715 17 °F
oder
7Z+ T 1 1+1 1+1 1+t
—+—=4l-c+--—+-——-—+etc,
8 42 7 9 15 17 23

wo die positiven Terme in der Form 8a + 1, die negativen aber in der Form
8a — 1 enthalten sein werden.

PROBLEM
§10 Das Problem ist, die Integralformel
Zm=1 _ ypu=1
—dz
1-z"
zu integrieren, wobei m+ y = n ist.

Losuna

Weil daher von der Integralformel
zMm=-145
J. 1-—2z"
z'1dz
1-2z"

abgezogen werden muss, heben sich die Logarithmen gegenseitig auf; das

2um 2um
Zan_’_ ﬁ 2mn:COS i

die Formel

gilt wegen = 27t und daher wegen cos = == auch fir die

18



zweiten; fur die dritten passiert dasselbe, weil 4"’7” + 4’4771 = 47 ist und daher
weil cos ¥ = cos 4’4771; und auf diese Weise heben sich natiirlich alle Loga-

n
rithmen gegenseitig auf; die Kreisbogen aber, weil s1n%ﬂ

sin 4"771 = —sin 2”’7” ist, werden natiirlich alle verdoppelt; daher wird das ge-

suchte Integral lediglich durch Kreisbogen ausgedriickt und es wird

-1 -1
ZMm=1 —zH
—dz
1-2z"

4mr

= —sin =% und

4: . 2mTe Zsin 2771 4 . 4m7-( Zsin 477-(
= —sin Atang ————— + —sin Atang———
n l-zcos=t 1 n 1 —-zcos =k
4 . 6mm zsin 67" 4 . 8mm zsin 87”
+—sin Atang ————— + —sin Atang ————
n l-zcos2F 1 n 1 -zcos=F
etc.

sein, woher, wenn 7 eine beliebige gerade Zahl bezeichnet, die einzelnen Terme
in dieser allgemeinen Formel enthalten sind

4  imm zsin £*
—sin —— Arctang
n n

Man muss aber diese Formeln solange fortsetzen, solange i nicht den Expo-
nenten n ubertrifft; wenn daher n eine gerade Zahl war, wird der letzte Wert
i = n sein, wenn aber n ungerade war, wird der letzte Wert i = n—1 sein. Im
Ubrigen wird es férderlich sein bemerkt zu haben, dass das Integral fiir z =0
genommen verschwindet.

PROBLEM

§11 Das Problem ist, den Wert der vorangehenden Integralformel zu finden fiir
den Fall, in dem man z = 1 setzt.

Losuna
Weil in diesem Fall die allgemeine Formel aller Teile in diese tibergeht

4 . imm sin £*
—sin — Atang —,
n n 1 —costt

19



ist aber, wie wir schon vorher gesehen haben,

sin ¢ in TOIT
——— =cot— =tang|—-—-—|,
1 -costr n 2 2n

woher jeder Bogen 7 — 2 sein wird und daher die ganze Form

wir wollen zur Kiirze % = 0 setzen, sodass wir diese Formel haben

21t .. 2iT . .
—sinif — —sinio;
n nn

wenn wir daher anstelle von i sukzessive die Zahlen 2, 4, 6, 8, etc. bis hin zum
letzten i schreiben, welches entweder n oder n— 1 ist, wird der gesuchte Wert
des Integrals durch diese beiden Reihen ausgedruckt

2
%(sin29+sin49+sin69+---+sini9),
21 . . . C
—E(251n26+4sm46+6sm66+---+1sm19);

wir wollen daher wie oben

s=sin20 +sin460 +sin 66 + --- +sini0,
t=2sin20 +4sin40 + 6sin 60 +---+isinif

setzen, sodass der Wert, den wir suchen,

27 27

_s - —

n nn

sein wird. Wir wollen die erste Reihe gleich mit 2sin 6 multiplizieren, und
weil
2sinBsinif = cos(i —1)6 — cos(t + 1)0

ist, wird

25sin@ = cos O —cos 30 —cos 50 —cos760 —--- —cos(i +1)0
+c0s360 +cos50 +cos70 +---

sein oder
2sin@ = cosO —cos(i + 1)0,
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also
_cosO  cos(i+1)0

°T 2sin0  2sin0
Man multipliziere die andere Reihe mit d6, und weil

jid@sini@ =—cosif
ist, geht durch Integrieren
Jtd@ =—-c0s260 —cos40 —cos 60 —---—cosiO

hervor, welche wiederum mit 2sin 6 multipliziert wegen
2sinfcosif =sin(i + 1)0 —sin(i — 1)0
liefert
2sin9jtd9 =sinf —sin360 —sin50 —sin70 —--- —sin(i + 1)0
+sin 360 +sin560 +sin70 +---;

daher wird, indem man durch 2sin 6 teilt,

1 sin(i+1)0
Jtd9_+2_ 25in0

woher wir berechnen

(i+1)cos(i+1)0 . sin(i + 1)8 cos 6
2sin 0 2(sin )2

Nach dem Fund der Werte s und t wird also das gesuchte Integral

mcosf mtcos(i+1)0  m(i+1)cos(i+1)0 B mesin(i+ 1)0 cos O
nsin 6 nsin 6 nnsin@ nn(sin 0)?2

sein; weil nun 0 = % ist, bleibt es tibrig, zwei Fille zu entwickeln, einen,

indem 7 eine gerade Zahl ist und i = n, der andere aber, in welchem 7 eine
ungerade Zahl istund i =n—1.

I. Wenn i = n ist, wird

(i+1)6:mn+%:mn+9
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sein, woher wegen sinmm =0

cos(i+1)8 =cosmmcos@® und sin(i+1)0 = cosmmsin®

sein wird, wodurch wir nach Einsetzen gg?ﬁg haben; die ubrigen Glieder

heben sich gegenseitig auf, sodass der gesuchte Wert

7t Ccos O T

nsin®  ntang0
ist.
II. Wenn i =n—1 und daher i + 1 = n ist, wird
(i+1)0 =mm und cos(i+1)0 =cosmmn
sein, und dazu sin(i + 1)6 = 0, woher unsere Formel

17CCcos O

nsin O

werden wird, wo nattrlich die tbrigen Terme aufler diesem sich gegensei-
tig aufheben.

Daher ist klar, ob der Exponent gerade oder ungerade war, dass in jedem der
beiden Falle der Wert des gesuchten Integrals gleich

T
n tang 2%t

ist.

KoroLLAR 1

§12 Wenn also m + y = n war und nach der Integration so aufgestellt, dass
das Integral fur z = 0 gesetzt verschwindet, z = 1 genommen wird, wird immer

J'zm1 -z 7
_ N - mr
1-z ntang=,

sein.
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KOROLLAR 2

§13 Weil durch die unendliche Reihe

2n 4n

=1+2"+22"+ 23"+ 24 4+ 25" +etc.

1-2"
ist, wird das Integral unserer Formel im Allgemeinen

S M+ Zm+2n Zm+3n

Zm
—+ + + + etc.
m m+n m+2n m+3n

ZH  ghtn ZH+2n ZH+3n
- = - - —etc.
U pu+n u+2n pu+3n

sein, woher man fiir z = 1 gesetzt die folgende Summation der unendlichen
Reihe hat

1 1 1 1
—+ + + + + etc.
re m wm+n m+2n m+3n m+4n
t mc 1 1 1 1 1
7ang s, - = etc.,

2 ]4+n_y+2n_y+3n_y+4n_

welche Reihe sich von der oberen nur in Bezug auf die Zeichen unterscheidet;
oder weil n = m + p ist, wird

1 1 1 1
—+ + + +etc.
T m 2m+yu 3m+2u  4dm+3p e
mryc =
(m+p) tang ;o 1 1 1 etc
p 2u+m 3u+2m  4u+3m

sein.

Losuna

I. Weil diese beiden Reihen sich gegenseitig im Fall y = m aufheben, wird in

diesem Fall
b

2m tang%

II. Wir wollen m =1 und p = 2 setzen und man berechnet

1 1 1 1 1 1
+1+—-—4+-+—+-—+—+—+etc.

T 4 7 10 13 16 19

33 1 1 1 1 1 1 1

2 5 8 11 14 17 20
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oder
T 1+1 1+1 1+1 1+1 1+t
=l o —— — —— + — — — tetg
3\/5 2 4 5 7 8 10 11 13 14

wenn wir also diese Reihe mit 2 multiplizieren, haben wir

22 2222 2 2
274 57778 10

33 1

wir hatten aber oben (§9) gefunden

daher geht, wenn die eine Reihe von der anderen abgezogen wird, hervor

4o 3,3 1.1.3 3 1 1 3
T T2Ta 5 778 0 1113 14 ¢

welche man angemessen in Perioden einteilt

L1331
1727275
1 3 3 1
oo ———
0-]778710 11
1 3 3 1
—_— e — J’_ —_— e —
13 1416 17
etc.,
woher folgt, dass
R R U U N O t_3C 111 1 t)
57711713 17 719 ¢T3 18 T 10 12 )
LEHRSATZ

§14 Die Gleichheit dieser zwei Reihen ist um so bemerkenswerter, weil deren
Giiltigkeit sehr abstrus erscheint; wir wollen daher die Sache auf folgende Weise
versuchen. Wir wollen fiir s
2 25 . /A N . L1317 +ote
1 5 7 11 13 17 '
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setzen und durch Differentieren wird

ds 1-2z*%
o100 12 16 18 e = 3
dz 1-z

J(l—z‘*)dz
s= | ————
1-26

wird, in welchem Integral z = 1 gesetzt werden muss; durch diese mit dem letzten
Problem verglichene Form wird m =1, y =5 und n = 6 werden, sodass m+pu =n
ist; daher berechnet man also

sein, woher

Tt TC

= 6sin%  24/3

Fiir die andere Reihe wollen wir

ZZ 24 28 ZlO 214

f= - 2 2 2 et
2 178 1012

setzen, sodass fiir z =1 s = 3t werden muss; es wird also durch Differentieren

dt z-23
—:z—z3+z7—z9+z13—215+216—etc.: 3
dz 1-2z

J‘ (z-2%)dz
= | ——————
1-2%

wird, durch welche mit dem letzten Problem verglichene Gleichung wegen m = 2,
p=4,n=06und fiir z=1 gesetzt

sein, woher

oM T
- 6tang? /3

hervorgeht, weshalb
3t

_ 7T
23

wird und daher
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