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DE , ;
SERIERVM DETERMINATIONE.

SEV

NOVA METHODVS INVENIENDI TERMINOS
GENERALES SERIERVM.
\ AVCTORE
L. EVLERO.

§ 1.

Cam fex progreffionis, quam termini cuiusque feriei
tenent , in infinitum variare poffit , non {olum omnes
diverfae ferierum fpecies , féd etiam ne genera quidem,
quantumuis late extendantur , enumerari pofle videntur.
Hinc duae pluresque feries dantur, quae etiamfi tot,
quot quis voluerit , habeant terminos communes ,
tamen inter f¢ difcrepent , ac maxime diverfis legibus con-

tineantur. Qui amplifimum ferierum  campum vel obiter

infpexerit , facile intelliget, naturam feriei non deter-
minari , quotcunque -etiam ejus termini exhibeantur. Sic
fi quaeratur , qualis fit feries , quac ab his incipiat termi-
nis: 1, 8, 5,7, 9, 1L, 13, I5; queftio maxi-
me eft indeterminata ; et practer feriem numerorum im
pirium naturali ordine procedentium innumerabiles aliae
afignari poffunt feries, quae ab iisdem terminis incipi-
ant : neque ifte determinationis defectus ad certum termi-
porum  datorum  numeram  adftringitur , fed  quantufcun-

que is fuerit , infinitis feriebus communis effe poteft.
§. 2. Clarius autem hoc perfpicietur , fi naturam
ferieram ad Geometriam transferamus.  Quaclibet enim
’ feries
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@ries per lifeam curugm repracfentari pote(t , cuins ap-.
plicatie per ipfos feriei terminos exprimantur, dumf ab-
fciffic corum indices, feu numeros, qui ordinem cuius-
que termini defignant , referunt. Hoc modo quilibet fe-
riei terminus pun&um in linea curua delinit , quod datae
abfciffie refpondet. ~ Quare fi feries requiratur , quae tot,
quot libuerit , habeat terminos datos, quaeftio huc redit,
vt quaeratur linea curua , quac per totidem puncta dats
tranfeat.  Perfpicuum autem eft , quotcunque etiam data
fuerint punéta , femper innumerabiles lineas curuas afigna-
ti pofle , quac per fingula imul tranfeant.  Quod cum
wevroxvs de folis curuis parabolicis oftendiffet , fi non fo-
lum omnes curuae Algebraicac , fed etiam tranfcendentes
admittantur, dubium eft nullum , quin. NUMELUS curuarum

fatisfacientium infaper infinities fiat maior. ~
§. 3. Magis mimm videbitur, fi dixero, feriem
pondumy  determinari , etiamfy  innumeri eius  termink
dentur. Sic fi hanc ferem ¥ 42 -+ 3. -~ 4 - 5 -+
6 -4 etc . ita defimam , vt dicam , fo €a omues DUMELOR
integros . naturali ordine contineri , quis nom putet hanc
feriem penitus effe deterrninatam ¢ cum cuinis feriei loco
faus terminus fit affigmtes @ in loco' enim , qui & vnita-
tibus ab initio diftat , - erit terminus — ipfi numero
x, fen terminus, cuius index — X , ipfe quoque erit
—x. Quatenus autem illa feries it vt factum eft de=
fcribitur , plus inde non conftat , uifi indici x , fi foerit &,
numerus integer , refpondere terminum — x: fin autem
pro indice x affumatur numerus fratus, nulla adhuc
ratio adeft, qua euinceretur , terminum ifti indici x re-
fpondentem efle — x. Oftendam autem, i pro hac ferie
- E 3 termi-
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terminus indici # refpondens ponatur =y, infinitis mo--
dis fieri poffe , vt quoties x fit numerus integer , toties.
femper fiat y — x » etiamfi numeris fratis pro x {umen-
dis , valores ipfius y ab x difcrepent.  Hinc etfi ornnes
feriei termini , qui indicibus integris refpondent , fint de-
terminati, jntermedios tamen » qui indices habent fractos
infinitis variis modis definire licet, ita vt interpolatio
iftius feriei maneat indeterminata, :

§. 4. Quod, quo clarius perfpiciatur , ad arcus cit-
culares eft recurrendum : cum  enim pofita femicircumfe-
rentia circuli = 7 cuius radius fit — g ; fit finus arcus
T =0, quoties # eft numerus integer : manifeftum eft ,
fi_ponatur y — y - P fin. 7, denotante P , Vel quanti-
tatem conftantem , vel fan@ionem quamcunque ipfius & ;
ac pro x fucceffiue ponantur indices integri 1, 2, 3,
4, 5, etc: tum valores ipfius J futuros effe — 1 y 25
3, 4> 5, etc. perinde ac_fi effet P—=o0. Neque ta-
men termiai intermedii , qui_indicibus fractis refpondent ,
his ipfis indicibus erunt aequales.  Sit enim . Bl
A& €t ponatur ——: ob fin. !y — 1 , fiet terminus
indici ! refpondens — 1 - 3+ 1 = i Infinitae autem
aliae huiusmodi expreffiones excogitari  poffunt , quae ae-
que fatisfaciant , cuivsmodi fant : J=x~P fin. mp—- Q
fin. 2mx~+R fin. 3 7x—S fin. 47y etc. quibus inter-
polatio multo magis indeterminata redditur,

§ 5. Simile exemplum feriei » quae determinata vyi-
deri queat, iam ante aliquod tempus exhibuyj : inueneram
enim expreflionem , feu functionem ipfius x, quae i lo-
co x poteftas quaecunque ipfius 1o. ponatur , ipfi exponenti
huius poteftatis aequalis fiat , fiquidm hic exponens fit
numerus integer affirmatiuus,  Fun@io fcilicet illa ipfius x,

quam
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guam littera y indicabo, ita erat comparata, Vvt poito
x—1, fiat y—o ; et, fi ponatur ¥ — 10", exiftente #
numero integro: affirmativo , fit femper y—=n: vnde fe-
qui videbatur , fin@ionem p femper fore logarithmum
vulgarem ipfius ». Nihilo vero minus monftraui , {i pro
x non qua-piam denarii ~poteftas fubflituatur ,  valorem
ipfies » facpe numero non parum a logarithmo  numer
x diferepare.  Fa&ta ergo ferie , cuius fint
Indicess 1, 10", T0*, IO%, 10%*, 10°, 10°, etc.
terminic 0, ¥, 2, 3, 4, 5, 6, et
ad deferiptionem logarithmorum non  fufficic , fi quis di-
cat;, logarithmos effe terminos medios inferioris feriei ,
qui indicibus in fuperiori’ ferie affumtis’ refpondeant.

§. 6. Cum' igitur natura feriei non ex aliquot eius
terminis , etiamfi eorum numerus fit infinitus , determine«
tur ; propterea quod interpolatio nibilominus maneat inde-

et

?

-

terminata , infinitifque modis abfolui pofiit ; facile perfpi--

citur , quam incertae fint omnes illie interpolandi metho-
di, que negotivm ex folis' terminis integros indices ha-
bentibus perficere docent. Neque enim interpolatio pro
certa haberi poterit , nifi ipfa feriei natura {pectetur , eius-
que ratio in operatione habeatur. Perfedte autern na-
tura feriei cognoféitur , fi eius terminus generalis , feu for-
mula, que cuivis indici &, fie integro, five fracto , fiue
etiam (irdo, terminum  refpondentem exhibeat , fuerit cogni-
ta. Hoc enim modo non folum omnes feriei termini,

qui indicibus integris refpondent , determinantur , fed etiam
termini , qui indicibus: quibuscunque “mon  integris  conue-
niunt , fine ambiguitate definiuntur ; ficque - interpolationis
Begotium nulla amplius' incertitudine impeditur, -

§. 7.
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§. 4. Habentur autem praeter terminum  generalem
innumerabiles alii modi feries formandi: interim tamen
omnes ifti modi commeode ad tria gencra reuocari poflunt.
Ad primum genus fefero €os ferierum formandarum mo-
dos , quibus terminus quisque feriei per folum indicem
refpondentem  determinatur ; quod cum per certas opera-
tiones in hunc finem inftituendas efficiatur , formula iftas
operationes in genere complectens ipfe erit terminus ge-
neralis feriei , quo pado feriem abfolute ac: perfeétiflime
determinari jam notasi. Ad genus fecundum pertineant
ifti feries formandi modi, quibus terminus quiuis feriei
pet aliquot terminos antecedentes fecundum certam quan-
dam regulam determinatur , qui modus in feriebus impri-
mis recurrentibus adhiberi folet . Quando wvero ad termi-
pum quemuis feriei inueniendum  non folum terminorum
antecedentiam ratio eft habenda , fed etism ipfe index

-adhiberi debet , hinc tertium genus affirmationis ferierum

conftituo.

§. 8. Si quilibet feriei terminus ex folo indice de-
terminatur , tum fiue numerus integer, fiue fracus, pro in-
dice affumatur , terminus refpondens aeque definitur , fic-
que interpolatio feriei, neque quicquam chfficultatis , ne-~
que incertitudinis habet. Sin autem , wti in fecundo ge-
nere pofuimus , quilibet terminus ex praecedente vel ali-

quot antecedentibus determinatur , tum primo  vel aliquot

primoribus terminis pro lubita affumtis,. finguli quidem
termini , qui indicibus integris refpondent , inuenientur ,
terminos vero intermedios , indicibus fra@is conuenicntes
hinc definire non licet ; quod idem de tertio genere eft
tenendum. Quamquam autem hoc modo in fecundo et

tertio
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tertio genere non folum -omnes termini, qui indicibus in-
tegris refpondent , affignantur , fed etiam lex ' praefcribi-
tur inter terminum quemuis eiusque antecedentes , quac
ad terminos indicum fractorum aeque patet ; tamen ne
hoc quidem - modo feries: penitus  determinatur fed pro
qualibet ferie huivs generis infiniti termini generales €x-
hiberi poffunt , qui dum cosdem - terminos pro indicibus
integris praebent , tamen. pro fra&tis diffentiuat.

§. 9. Quod cum merito maxime paradoxon Vi-
deatur, operae pretium it , hunc determinationis defectum
in feriebus , quarum quisque terminus ex antecedentibus
definitur ,  diligentius ~perpendere. Sumamus €rgo ca-
fum fimplicifimum , feriemque ita definiri concipiamus ,
vt quilibet terminus aequalis fit antecedenti ipfi.  Quodfi
jam primus feriei terminus fatuatur — I , fecundus quo-
que erit = I, omnesque fequentes , qui indicibus integris
refpondent , Vnitati aequabuntur , - nafceturque haec feries :

Indic: X, 2, 3, 455> 6,47, 8,9, 10, e
Tetm: T, I, T, I, I, I, 1, ., 1, X3 et
atque manifetum eft, indici cuicunque integro refponde-
fe terminum — X. Quemadmodum autem termini in-
dicibus fiadtis refpondentes fe fint “habituri, hinc non de-
fnitur ; hoc tantam  conftat, fi terminus indici § refpon-
dens fuerit — 4 omnes quoque terminos , qui indicibus
“$,.8, %, 3 etc. conueniunt , fore — «.  Omnes enim
terminos, quorum indices vnitate , vel aliquot vnitatibus ,
differunt , per legem praefCriptam - inter. fe acquales efle
oportet : qnia antecedens quisque texminus intelligitur is ,
cuius index eft vnitate miaor.

Tom. III. Nov. Comment. Fi i §. 10.
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§. ro. Huec igitur feries ita definitur, vt, fiter-
minus.indici & refpondens pomatur =y, fequens vero
termings indici x —- x refpondens = y7 , habeatur 3’ =y ;
tum vern praeterea aflimitur , fi foerit ¥ = 1, fore quo-
qic ¥y = 1. Quare fi pro hac ferie terminus generalis
deflideretur , is einsmodi finio ipfius x effe debet, quae
fit —y, vt fi loco x ponmatirix -1 fun&ionis y va-
lor refultans y” aequalis fit fucurus ipfi ¥, atque vt fako
¥ = 1 fiat y — 1. Manifeftum aotem eft, fi generatim
ponatur y — x , huic conditioni fatisfieri , hocque cafi non
folum terminos , qui indicibus integris , fed etiam eos.,
qui fractis refpondeant, wnitati = acquales fore. At vero
his conditionibus infinitis quoque aliis modis fatisfieri pot-
eft: fi enim ponatur y — 1 —- « fin. 2 7 x, denotan-
te 7 {emicircumferentiam circuli, cuius radices — 1 , erit
Y =1-4afn2m(x—-41); at eft fin. 2 w(x41)
‘=fin. 2 m x , ideoque y’ =y, tum vero pofito ¥—1x
erit y = 1. Hoc vero cafi termini intermedii , feu qui
indicibus fractis refpondent, non amplius vnitati aequa-
buntur , pofito enim x — 3 erit y = 1 -+ a.

§. x1. Quoniam hic non folum « pro arbitrio af=
fumi poteft, fed etiam innumerabiles aliae eiusmodi for-
mulae excogitari poffunt , quae praefcriptas conditiones ad-
impleant , cuiusmodi funt y — 1 -4~ a fin. 2 7 x ~ & fin.
4 T x 1y fin. 6 wx —4~ etc. perlpicuum eft , interpolatio-
nem vel huius fimplicifimae feriei 1 ~ I ~- 1 -~ etc.
quatenus aliter non: definitur , nifi quod quilibet - terminus
antecedenti aequalic effe , primus vero vnitate exprimi dica-
tur, interpolationem maxime effe indeterminatam : cum ter-
mini intermedii indices habentes fiakos, quibuscunque mu-

mexts
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meris dequales effe queant. Interim tamen etiamfi innumera-
biles termini generales pro hac ferie exhiberi queant, tamen ii

omnes in lege quadam generali continentur, atque {ine dinina-

tione per analyfin inueniri poffunt. Methodus {cilicet la-
tifime patens tradi poteft , cuius ope omnium ferierum,

m termini per antecedentes , fiue fine indice , fiue
cum indice , definiuntur , terminos generales vniverfalifime
inueniri licet ¢+ quam methodum, cum non folum plenio-

rem ferierum cognitionem fuppeditet, fed etiam non con=

temnenda analyfeos augmenta comple&atur , hic diligen=
tivs euoluere conftitui : quem in finem fequentia proble-
mata pertractabo.
Problema.
§. 12. Inuenire terminum generalem feriei, cuius quili-

bet terminus aequalis fit antecedenti , terminus Vero. pris

mus — .
| Selutio.

Sit terminus generalis, feu is, qui indici x refpone
det — y, ac ponatur termious fequens , ( cuius index
— x -t 1) = debebitque efle 3’ =y ; ac pofito %
— 1, fieri debet y—=1. Cum iam fit y quaepiam
funétio ipfius x , per naturam calculi differentialis , fi lo-
co x ponatur x — 1, fiet:

gl d dd as d

Y=y Bt S B S et

fumto differentiali 4 x conftante. Quocirca effe debet

_ Y., _dby d’y ¥y
—= 1.dX +y.zd§’+x.z.xdxs""",,._.,mdxo —— eftc.

Haecque acquatio omnes ommnino fatisfacientes valores
ipfius y continet , dummodo integratio ita temperetur, vt
pofito. # = 1 fiat|y =1, feu quod codem redit , vt

F 2 pofito
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pofito ¥ —o fiat y == 1. Queftio itaque perducta
eft ad reflutionem iftius aequationis differentialis, quae
non folum  infinito terminorum numero conftat , fed et-
jam . omnes differentialium < gradus in fe complectitur.
Quia vero variabilis y vbique plus:¥na dimenfione non
habet , et alterius variabilis x non nifi differentiale 4 x ,
quod conftans eft, affumtum , occurrit , haec aequatio eo
modo tralari poteft, quem in Mifeell. Berol. Tomo.
VIL. expofui. = Formetur igitar ponendo z loco 25
2 loco 3 et generatim 2" loto 92 aequatio Algebraica :

4

0 = 4 X4 2o oy, + o ,
que fumto ¢ pro numero cuius logarithmus hyperbolicus
— 1, trmofit in hanc formam finitam o —e® — .
Huius iam aequationis omnes radices, quarum numerus eft.
infinitus ,  inueftigari , feu omnes factores formule £*-x
affignari oportet. Eft vero e = ( 1 -7 )", pofito#
numero infinito , qui valor , fi fubftituatur , habebitur haec
formula refoluenda (1 —+ %)™ — 1, cuius quidem vnus
factor fimplex ef =% feu z: quem aequatio ' infinita
flatim monftrat.  Ad reliquos inueniendos in fubfidium
vocari debet Theorema , quo demonftmatur formulae bino-

mize 2™ — 4™ facorem cﬁ'e:aa—-zabcof. ’k—”—-l——bb;

denotante k numerum quemuis integrum. Praefenti ergo

cafii et 2 — 1 -+ 2 et b — 1, vnde formule propofi-

tae ¢* — 1 omnes facores continentur in hac forma
generali.

2 2 ~ kT J
1 Em—e (14-5) cof T A [
k g ,
fen 2 (1 -t 7 ) fin. Wt am o vnde hunc fattorem ' pet
quan-
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gnantitatem conftantem 2 fin. *™ dividendo erit factor gene-
T2

T Cum iam » fit nome-
o upfin. =2

ralis — 14 % -
s infinitus erit cof. 3%" ‘— g — et finv, sk __ 2Rk
quo valore fubftituto, erit factor formulae e® — 1 gene
125 = 3 =} St ey, €8 loco K fucce(fiue omnes nu-
meros. integros I , 2, 3, 4, CtC fubftituendo orientur
omnes omnino factores formulae ¢% — 1. At primus
fidor z dat integralis partem conftantem , guae fit

— C: reliqui vero factores, qui ad hanc formam re-
ducuntur

skkmm 82422,
G cum forma faGormum, quos in ante allegata differtatio-

ne euolui, fi— 2fzcol P22 comparentur , erit

f—2kmn ctcoﬁd):—-—kf', et fin. § — 1 ob » nume-

‘um infinitum , quo cafu et cof. ® = o. Pars ergo in-

tegralis hinc oriunda erit
— 2kkwm —2RkTETE x

P

, 5 :
we *  fin. ckwx+Ye " cof. 2kmx;fenobn=ce
afin. 2kmx—+ Y coft 2kmx. Subftitutis ergo pro k fuc-
ceffive omnibus numeris integris ¥, 2, 3, 4> etc. pro-
ueniet integrale aequationis inuentac.

__dy_, ddy dsy dty

O—a x+ 1.2d%2 —+ G dxs i ;.:.;ndx‘ —+ etc,

fequenti forma expreffum :
y—=C—-afin. 2 mx—-9f cof. 2ma—+ 8 fin, 47x+D cof. 4ma-+

v fin. 6nx—+§ cof. 6 mx -+ etc.
Iam conftans C ita definiatur vt pofito ¥=0 fiat y—1
reperieturque terminus generalis feriei propofitae :
F 3 y =
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J=1-tafin 2wy Y (cof 2 ma-1)4=
—+Bfin. 4 wx - P(cof. g wx -1 )+
+yfinerr—+ €(cof 6 ma—1)—+
i €etc.
Quicunque ergo valores locoa, &, v/, 3, etc. Yx,B,¢E,D,etc.
fubftitvantur , femper prodibit formula, quae terminum
generalem feriei propofitae exhibet. Q E. L

Coroll, T1.

§. x3. Si terminus primus, cui omnes reliqui, ha-
bentes exponentes integros , funt aequales , non debeat eflg
vnitas , fed quantitas quaecunque , terminus generalis feriei
J» feu terminus, qui indici x refpondet , reperitur :
J=a-+-afin.2 mx—-8fin. 4 - fin. 6 mr—-3fin. § e

+Ycol.2ma+-Beol.gmr+ Ceof 6 mx+Qcol 8w
eritque terminus quilibet indicem habens numerum in-
tegrum — 2+ Y+ B+ € 4+ D - ete.

Coroll. o.

§ 14. Quia finus et cofinus arcuum 4mx, 67X,
8mx etc. per poteftates ipforum fin. 2 wx cof. 2 7 x ex-
primi poflint ; atque vicifim omnes fanctiones rationales ,
fen quae ambiguas fignificationes non habent , per hu-
iusmodi feries, qualem pro y inuenimus s €xhiberi poffint :
terminum generalem » ita definire poterimus , vt dicamus ,
J.¢ffe funttionem quamcunque ipforum fin. 2 7wz et cof.
2 mx: dummodo non occurrant  huiusmodi  formulae
V(14 cof. 2mx), aliseque fimiles , quae involuunt
finus vel cofinus angulorum fubmultiplorum ipfius 2 ma.

Coroll.
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Coroll. 3.

§. 5. His igitar cafibus exclufis, fi ponamus fin.
emx—=p et col. 2mt=g, erit y acqualis fanctioni cui-
cunque ipfirum p et ¢: vnde ifta acquatio differentialis
infinita

o= Az 4 A2 4 A e el
in genere ita integrabitur, vt fity funétio quaecunque ipfarum

? et g.

Coroll. 4.

§. 16. Sin autem vocemus fin. mx—r et cof,
mr=—ys, erit p=—27rs et g=S55-rr ; ct funétiones ipfa=
rum p et ¢ erunt fanctiones parium dimenfionum  ipfa-
wum 7 et 5. Quare ex illa aequatione differentiali infi-
nita valor ipfius ¥ in genere aequabitur fonétioni cuicun-
que parium dimenfionum ipfarum 7 et s, Vbi notandum
- ob finum totum — 1 cffeé rr--s5—1.

Coroll. 5.

§. 1. Ponatur £ loco x, vt habeatur ifta- aequatio
__ady , alidy , a¥dSy _, _atd%y
— ;7%_*- 1.2 dx* 1a,3dx% Yoreger A% ¥ + etc.
Si jam ponamus fin. 5 =7 et cof. T® — s, integrale iftius
gequationis ita defcribetur, ve fit y = funtioni cuicunque

parium dimenfionum ipfirum 7 et s

Coroll. 6.

§. 18. Gemina ergo formula pro valore huius in-
tegralis exhiberi poteft, quarum altera eft :

_ A4-BrTeCrs-DS—-Ert - Pr 3G r?s? 4 HrsS4-15¢ 4 efc.

e e ct—

J = GRS S T A ST sy T STt A elo.
altera vero forma ent :

J==
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Ar—4-Bsd=Cr31-Dr2s4-Ers? 4-Fs34-Cri—4= ofc.
J o G Y S Bt st i €16

Coroll. 7.

§. 19. Quicunque ergo huiusmodi valor pro j in
acquatione :

o= WS T D ot
fubftituatur , aequatlo prodibit identica : feu feries proue-
niet infirita , cuius fumma erit — 0. Pto dlﬁ'erenuatlo-
nibus autem continuis tenendum eft effe g s m=Tet e o= =
ideoque per fubftitutionem differentialia 4 » fe mutuo vbi-
que tollent.

Scholion 1.
§. 20. Notari etiam merentur f1€tores , in quos ex-
4 s

preffio Algebraica infinita : ¥—- e e e
—)- etc. fupra eft refoluta, Cum enim primus fator fim-
plex fit = z, et rellqm trinomiales in hac forma ge-
nerali contineantur : x—l— 2+ ey fi loco k fucceffiue
ponantur numeri I, 2, 3, 4, etc. Ponamus breuitatis
gratia :

T 83 %3 24

Z s—= §+ Is 2 + Ts 2a 3+||:2)304
eritque per factores infinitos ;

2 2% % 2% 2z 2% 2
Z=2z(145-F+ 4—','77}\(1—*'7‘; +Tsm)(x+;+ 33 m)(l"l‘n' 5gm)etc'

quorum factorum , €xcepto primo, numerus eft infinitus atque
= in. Sit igitor ;n=—m feun::zm, ac ponatur 2=—29

230? 2p?

!cu'
erit 2222 04 2 - et

20(x-4+5 +,,m)(x+,,,+ mw)(l'l'm )(I+%.+;§%u) etc.
ideoque
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jdeoque fequens productum infinitorum factorum , quorIM
pumerns eft — m, ‘erit : ' '
v RN P VY » Ul
(1 S EHEE B2 it ) 6
e T T TR B e 2t - etc.
Quodfi iam illud productum actu cuoluatur , quia facto-
rum pomerus et = # , exiftente . numero- infinito ,
proueniet : e 5 '
mim=1) B, VY g 4y .
X ok B R (et vheete)
m(m=-1)m=2) v 3 (m-1 o
“~ a3 a8 'm__é+ mmmT (I+%+_!o+;5+;§ —= CtC.)
Le gtey- Lt e
qui termini cum ferie iam inuenta comparati dabunt
—_— il T 1 1 ¢ e T
— 2 ot e A (xpi e e ete) = s
¥
o (1 g ) = s
Vnde vtrinque habetur : :

1 it Tt ete = ST T

i 1t

quac eft. eadem fommatio , quam iam ante complures an~

nos primus inveneram ; pluribusque demonfirationibus con-
frmaveram.  Ceterum hine  perfpicuum  eft etiamfi fit
in his factoribus m numerus infinitus ; tamen alterum ter-
minum ~ omitti non licgre : cum in euolutione ob re-
plicationem infinitam ex _terminis infinite parais a termis
ni finiti exfurgant. Quando autem’ quilibet factor feor=
fim confiderator , vt in formatione integralis fecimus ,
tam finel errore hos términos infinite paruos prﬂetetmit-,_

tere licuit, ey <
% a5 -2 beholion o) v -
. §. 21. Altiores quoque poteftates terminorum feriei
Tom. I1I. Nov. Comment. G I~}
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I~-i-t-;- etc. ex hac fonte fammare licet , eaedem-
que exprefliones prodlbunt quas iam olim erveram. Ne
autem calculus nimis fiat prolixus , (équenu modo facile
expediri potent Ponatur

V —I + Ie z+|.203 + l:?;:-_.'-l-r!‘{'s + etc.
ev’-1 4V 2¢”

erit V.=— : 5 quae reducitur ad

dV s
hanc formam commodiorem :=—— V

20 & Vdo -1

do— _6;7: )
R +, ,—I-‘,T;—l—,‘, e + etc.
; i D5 )7
Z "’x?zut_‘*lozs-ts +l?-.7 +etc
dv ;+'"+'! . 3 4+12-.v-6+etc
ﬁt"—— —I—‘D P —
Vd‘v e +l 2.3+ !-"93.4.5+ 1.3;,.,7 + etc-
av o +,,,”” =iy e et
Vido, xric —l-,,,—k—.,..... —l—,f’,’,;-}% ,Hete.

feng - —x =t
Ponafur T _1'—-}_—910—250 +C-D q)’-,—{—@v - etc.

e

s ita vt

S

Sl

Qr‘lt %l—— 1.13
11k 23 124, 5
@—' 1B _:%_ 3.6 oyl ) - il
1. 2« 3 1s2e .5 lattee 7 »
0L TR VR (- IS (11 (00 ) Iy 1 DI
@A——ﬂ ._-z._s. oy, '~""""5;ﬁ'_""‘",‘7f;i" xo?...g

etc. oy
His v;gkmbus inyentis confideretur al;cra forma quanntatm
V per factores expreffa, haec : y _

V=14 5+ rmwldrrmtomma e - %—I“f:w) etc.
| 0 ex
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ex qua per differentiationem: elicitur :

1 2 t 2 pL 0
d___V—7—ﬂ+17r'ﬂ' mtiwa 5+s“"' - =} etcC.

VU . ‘DD

'U'U+
Vdo I'+m'+xvm +m++m LR Y
Generahter vero eft

3 =4
) o B _"L_ +>""’" T T ‘IJ°"*’-""’)"""’T *
+'Iﬁ-r- AT "l"“—s— =3 |‘ J CtC.
=T P

— e J
Cum autem fit 7 numerus infinitus , ipfique factorum nu-
merus aequalis , excepto primo termino , reliqui per 7
divifi fine errore practermitti poterunt , ita Vt fit

5t xmw ’
mTl— Awme P K 2n% L
=S = _'Jl")\zmr sEas -t )&n‘ — AtmS -+ etc.

1+m+ AT
fubftitutis ergo pro A fucceffiue numeris quadratis I, 4,

9, 16 etc. hisque feriebus, quarum: numerus et m in
vnam: fummam- coniedtis ,  reperietur :

Vi Z’,( T i db Bk Aerel) - T
T (X ALl et ke - etcl)

I ls bt %st fs = €tc.).

I +44“\"94+ soeaz4 ——€LC. )

etc.
Quodfi iam haec ferie cum prlmmuent‘l comparetur habebxtur.
r - D B etel = 1 Ymiss i
oyt M, Ian 450 eplh! Lin O ipaTsis o
X —=Sa et dat etc,__2@7r = ,“r}r A
I ’+‘z4+§4+ ;5;—*— CtC. __ED'TI .,__5;;137? “i‘; _'fﬂ.,

G2

/\,-\/-\

etc.
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Hocque modo fummationes 2 me iam olim exhibitae ma-
gis confirmantur , cum non nullis principium , quo tum
vius fueram -, lubricum eflet vifum.

Problema. 1L

§. 22. Inuenire terminum generalem feriei, cuius
quilibet terminus excedat praccedentem data quantitate , et
cuius términus .primus fit datus. :

“Solutio.

Sit terminus primus — 4, et excefliis cuiusque termini
fupra praccedentem — g, erunt vtique termini indicibus
integris refpondentes hi : )

I -2 <8 4k 5 6 i

a, a +g; a-+2g8;a -+ 38;a-+48;a-+58;a+6g; etc.
ita vt indici integro x conueniat terminus y = @—-(¥-1)g-
- At exiftente & numero quocunque infinitae aliae formulae
pro y locum inueninat. - Sit enim y/ terminus indici
x -+ 1 refpondens , erit:"

) e dy ddy _ay dty '
J -“.},—I__ d}+i;za..at—’ = Te2.34%3 - Teaege 4002 % + etc.

Cum iam per, hypothefin eflé debeat y/ —y - g, erit
8= Bt inda— mste s - €c
Quamuis huivsmodi  aequationum , vbi practer terminos ,
qui differentialia ipGius y continent , adeft terminus, vel
conftans , vel functio. quaecunque ipfius &, refolutionem an-
te aliquod tempus tradiderim , tamen expediet per fub-
ftitutionem y — -~ g & -4 % hunc terminum g tollere , erit
enim dy—gdx—+du,ddy=ddu,d’y=d “u, etc.

ob dx conftans. ~ Fiet ergo

o=
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e ey o dw o, 4B
o — m—‘“;—.z_d_;""‘::—-m’—‘_l-:-mdx‘ - etc.

Quae aequatio cum conueniat cum €a , quam in proble-
mate praecedente inuenimus: {i ponamus fin. max—7r et
cof. mx — s erit # funtio quaecunque parium dimenfio-
num ipfarum 7 et 5, cuiusmodi §. X VIIL. exhibuimus ;
hacque inuenta erit terminus generalis quaefitus y = A
g x —+u, dummodo conftans A ita definiatur , vt

pofito ¥ — @ fiat y =4 Q E. L
Problema. IIL

§. 23. Inuenire terminum generalem feriei, cuius
quilibet terminus prodeat, fi praccedens per datum nume-
yum 2 multiplicetur , et cuius terminus primus fit — &.

Solutio.

Termini ergo huius feriei , qui indices habent in-
tegros , fequentem progeffionem Geometricam  confli-
tuent :

1 2 BT ey WRCHIS O
a, may,m*ay; m*a;m*a; m’a; et
ita vt indici integro x refpondeat terminus & . Sit
igitar  generatim y terminus indici x, et y’/ terminus
indici % - 1 conueniens : eritque 3/ = my. At eft
d¥y

Y=y B B e e =my,
Ad hanc aequationem refoluendam , ponatur fecundum
praccepta data I Pro y; 2 pro dy. 2° pro G : etc. vt
prodeat fequens aequatio Algebraica : -

z 4

M1 e B s e
4 G 3 cuius

¢
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cuius radices fingulas inveftigari oportet.  Erit autem
m —¢e*, at fit logarithmus hyperbolicus ipfius m — i,
vt fit m = e, ideoque & — % — o. Quia vero fum-

. . g L Z\n
to 7 numero iofinito eft &> — (1 4 3‘7 )" et e® :(I—l—-,,) ’

habebitur ifta aequatio , cuius radices funt inuefti-

gandae :
A 2 p—,

(Remtsim)) "o (2 507 =04
cuivs quidem ftatim vna radix 2 - A — o conftat , vnde
pars integralis obtinetur y — a e — am* ob > = m.
Reliquae radices funt imaginariae et continentur in hoc
factore trinomio :

A AL km : Z

(r+5) =2 (142 )(r+Bcof. 27y (1-4-%)
exiftente k£ numero quocunque integro : quae forma tranfit
“in hanc: |

2\ Y kr AN
245 —2(1 4 3) cof. 5 - 22

2% 23 A akw %%

+ % — 5 (145 )cof 5T 22
Verim ob # numerum infinitum eft cof T — X =

n

Multiplicata ergo illa forma per zn , erit factor generalis
=z2n(n— A)(1-cof. ’?’)-—r—)\?\—i—znz(x—co(i ’—f}')
—2AZ cof, X7 =2 = AN+ g kb o4 BT Az422;

n

negle&is terminis euanefcentibus :- quo: refpectu etiam ter-:

minus. “*27" omitti poteft, ita vt faor generalis it .

AN—t-gkknmm—2A24-232
horumgque factorum numerus .. fi pro k fuaceffive ' putneri

I,2,3, 4, etc. fubflitvantur , erit — *  Hyee:: aus

— g

tem forma- cum generali in differtatione .mea Tom. VI
Mifeell.. tradita, ff~2 [ % coll’ P22 dabity— V M\ 4kkmm)
’ ’ et
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et cof. (I) = W—f)-\—;??w_rr'f’ hincque fin. o= ‘ﬁm
Vnde nafcitur haec integralis y pars,
9= (afin. 2k a9 cof. 2kmx).
Subflitatis igitur pro & fucceffive valoribus, ob eN—m re-
perietur :

st %C—-l—-a fin. 2mx—-8 fin. 4mv—+y fin. 6mr—- etc.g
V=" 9 cof 2w+ col. 4mr—+§ col. 6ma+-etc.
Quare cum pofito x—1 fieri debeat y—a , erit
a=—m(CH+WY+PB+C 4D+ etc.) Vnde conftans
C definitur. Seu fi pofitis fin. mwx=—r et cof. mx=s, fit
Q fun@io quaecunque parium dimenfionum ipfarum 7 et s ,
erit terminus. generalis quaefitus y —m*Q. Q. E. L.

Coroll. 1.

§. 24. In progreflione ergo Geometrica , quatenus
ita tantum defCribitur , vt quisque terminus ad  praece-
dentem rationem conftantem habere - dicatur , interpolatio
non eft determinata , cum termini intermedii infinitis di-
verfis modis exprimi, imo quemuis valorem recipere

queant. : |
Coroll. 2.

§- 25. Huius ergo aequationis differentialis infinitae

v sy 5 Tdidins dsy d*y -
(m'h_ T )]"" x—az—l—_.x.zdx'_—l—uz 3. dx’ + l.z.;-q,dx_z + -€tc.

integrale completum generaliter exprimi poteft.  Pofitis
enim fin. mx—r et col. mx—s, fi Q denotet functio~
nem quamcunque ipfacum 7 et § erit y —m*Q: ideoque
m—*y fun&ioni cuicunque parium dimenfionum ipfrom
r et § acquater.- i . :

Coroll.
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Coroll. 3.

§. 26. Si pro x fcribatur 3 prodibit haec aequatio :

__edy aaddy a3¥dSy atd*y , 5
(m—l )J"" x—dx"'l— 12 due? 5t te25da¥ +I-?.'.'-+dx1' -} etc.

. mx ___ (7 63l
Ad quam integrandam ponatur fin. 3 =7 et cof 5 =4

fignificetque Q functionem quamcunque parium  dimenfio-
num ipfarum 7 et s, ita vt Q eundem valorem retineat,
etiamfi pro » et s feribantur — # et —§.  Quo facto , erit
J = mx:aQ

Coroll. 4.

§. 2. Et huoius problematis folutio reduci poterat
ad folutionem problematis primi. Cum enim effe debeat
y’=my , erit Iy’=ly—Im. Ponar ly—w, vt fit
ly’=w’, fiatque Jm=Mn , oportebit effe v/—v—n, V-

e dov ddv dév
de fit ob v/—ov4 -+ aEt oo T CtC

S5dv ddv dsv d+v .
A——- 1.dx+ ,‘zd;i +' |.3.;d£3+l.2n!wdx‘ + CtC.

et pofito v=—=u—-Ax habebitur ;

__.du ddu dSu d*u
0= ax—t l.:dx’+ l.:-’sdx’—l_ Tetsutdxt -t etc.

quae eft aequatio , ad quam in primo problemate perue-
nimus. Quod(i ergo ponatur fin. mx=retcol. Tr—1ys,
atque Q denotet fun&ionem parium dimenfionum ipfarum
y et s enit #= Q, hincque v =Ax - Q=/y=alm—+ Q.
Numeris itaque fumendis habetur y—m*e®, vbi cum %
fit quoque funétio parium dimenfionum ipfarum 7 et s,
fi pro ea fcribatur Q , erit vt ante inuenimws y —m*Q.

Scholion.
§. 28 Quoniam aequationis Algebraicae :

2

s ] Z% z$ &
M1~ S et e i CfC

omnes
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omnes _tadices; inuenimus , poterimus inde huius expreffio-

pis infinitae :
ot B %% z¥ W e :
Z'—- 1 + ll u.) + ltl(!—nl) + l;r'.‘ol( K—m) + l."-!ﬂ(‘-m).“etc.

omnes factores exhibere.  Pofito enim /m =M\ primus

fadtor: implex erit: 1— & : et reliqui ﬁ&orcs.uinomiales
in hac forma gederali continebuntu 3
b g)\z—}-zz_’_
X = TR T AAAmahTTE

quae cransformatur in hanc :
% i T\Xfa;'_ -X’?-J—Z‘%_«
I "i"'_'?i T nlAAA-sRETT) 55 M—{_—,k{qﬁ)_ : »
fi loco k fuccefhue (Ubftituantdr’ nameri T, 2, 8, 4
etc. et n eft numerus infinite magous , cuius ferniffis 5 ex~
hibet ipim faftorum nomerum. Sit breuitatis gratia

AN+ 4 kkm =@ ; eritjue
: ANz 3&_*_:5_5)

Z=(r= P+ g " a0
ybi pofterior faftor locum teneat omnium infinitoram , qui
ex varatione quantitatis @ ex eo. nafcuntur. Sumtis €xgo
logirithmis , iisque differentiatis , obtinebitur,

= s v i
dZ 1 A:‘_.th_-@_&_gf

2T iy O R T e B R
: - -oete
Hisque terminis infinitas refolutis

a2 v K sz zf z4 %5 '
A= —k— m Xt T AT XsT AT etc.
1 AN 2 yAS22 16At23 zaNSz¥ 6N

n -~ ¢ =rgr TTr T s =8
6AZZ NS AT 24 455 .
: t 96XE ete.

AN 2z -
—e oot ~+ e+ gs

— 22 225 oAzt s
@ =g gr, T 0
i \ %8
- Pt

.+ Tom IIT. Nov. Comment. S H ponﬁ-
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ponatut 77z ~ At Bzoie Ca*ips Da' - Ea'-Fz'~t- etel.
et cum fit PN\~ 4kkmm, vbi fucceffive pro k£ omnes,
numeri I, 2, 3, 4, €. vsque ad. {7 fubftituti-conci~-
piendii funt-: eritque. ' ,
(= {2 K ot - W g - o6
1 )1l } ) Rl

Vel| fi. brevitatis gratia’ ftacuacur:::
oS ey 5 8 Ve PR p A
i+ o b e et = By
ot~ oo ot + et = €
W~ (o~ e o = D
etc..
enit : A—1—f— 23l
B— 5% -2 P4 X
C=i55 +6ABD-8AC!
D—-55 — 216N E 16N D)
E=-5% —10AE 440X D-320° €
Py 428360 D o N € =647 F
_Tete.
erit Z—= et e‘?—-‘e"-. t-'d MLl vade:
— 1-m 16" e P T ‘

dz - &% ) § X
THi= AP e rome
dZ 1
mz® met

3 2 e— MmB% ]
zdz” I-.-m—hm" Tz-_+—|:;;,— l.z.llkl '—I-' etc.

0o

Tim::
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Jam ob zg; _..A-}—Bz—l—Cz -+-sz = +Fz + ete:
fiet ATTRRIE i
s =(1-m)A+(1- m)Bz+(x-m)Cz -Hx myDz +(: m)Ez‘—!—etc.

- mA - mBa- mC = mD

—~imA —imB 4 imC.

‘ S-imA + mB

\ : 1 ﬁm A
wnde fequentes prodibunt de'termi-natione; 5
o
R
B = —mA _ —m
—x—m " (¥ “m)
—mB=-imA  mn e
S — I—In -—-(1 _m)8+ 2(1-—”})‘ i
—mC-{—MnB oA —m" mm "
= a—m (x-rm) i _(I—m)' 6(1-m)'
. -—mD+'mC—;de—:,mA m*  am . ymm ”
= = e ek s
(x-m)*" 2(r-m) = x2{1-m) 34_\;_,;,7

e a—in
‘Sequentes -ergo -orientur. fesiernm 3, B, €, D, «e.

fummationes :
I -l —1 -R 21%{ &u g[ ‘_x (== zn QMI-‘—;-"I) |

,_m =
11 (,_m). =—3x +ﬁ%l—w525— “‘x— P Xc—m) -
: Yndc | % === m Dy T D x-m)'
1L J_‘_T:a; -} a(u—m.)’ -3 +6?\%—87\3€: Vo )Ti zl’(l-m)
+ g - €
" He - Ergo
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Ergo@ =3 — ik et e — o T

Sicque fequentes ferierum propoﬁtarum fummae ® , &,

stc. muementur. SCl(m-
3 C01 oll ..
§ 29 Gurny 1gatur fit m,...e)‘ erit :

) S PN X , x 4
M+4.7_t.7r+}\7\+167m+ AA—+-36TT AT 4 A
I . . 2na .. ' :
20\ 2Aaa—2Y) R, e e e
s | i [2) &b b t

a(a: —‘.bzm LI Crren . b e T ~+€LC- = me T Samaz
4
T amal =) ideoque per - multlphcando habebxtar :
™
+bb+ aa+.bb+ 35+ef° -—‘aab ’a“+kb( 2T b___l)

quam, fummam, iam alibi ex alio fonte. dedu&am exhibui.

“Coroll. 2.
6. 30. Si ergo flatatur § =1, habetur haec
fumma ‘ e

33 e A Saf .'- 3 L) S PRI S, 4
- | s _.‘ :—‘— etc ._._‘_“_: ’i. 1 be b4
Mx+0“+$+ Q-9 e 5 el ’“+d(e‘““-¥l)

ac fi ponatur, practerea @=0 ,; V prodeat  haec feries :
S N e T huius ﬁlm[m ob terminos in infi-
nitum  excrefcentes , ita €x fnrmnh der1mb1tur~ Concxpla-
tur ¢ infinite pamum erit e”’“ = 14 omu—f-ammaa—t-ina’

I
"
ideoque fumma et = i m-—l— 2qa— 2T 3T

—
——
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ma-mmaa i a - TAATAAAY | 4 e
ftat eft fumma feriei 1 —-%-+ 35— —i ctC.
Coroll. 3.

§. g1. Si in ferie ante inuenta :

N i e . SRR SN TR S
ey e Ty e —-etC. = 3a ~ “"“+ab(e="“”’—1)
quantitas @ Vvt variabilis tractetur , et differentiatio - infti-
toatur _prodibit fumma. feriel Y, ficque porro per con-
tinuam differentiationem ex ferie 9f rcperientur fummae
ferierum fequentiom B, €, 9, ¢, cc

, Coroll. 4.
§. 32. Summa huius firiei commodius ita exprimi
+aa—+-gob + etc. — .%1:1 +

X by b 1
POteﬂ 'a.;+bb+ Qll—4=+bb :
m([,qwa:b+ I\ g w&c,vra:b__“e-—'rra:b)

m:b_e—m:b)'

Ex qua forma

2aoe™°—1) 2aa 24a0(€
facile colligitur valor. feriei fi & fit numerus imaginarius,

fic. enim A== y=5 erit:

—r ﬂ(‘,“lf.?'-l_‘__e-_-ﬂr’;!-_-j) -V—I

] X - ¥ L p——r
Pl = + Zo—gw - etC. = Zas zac(e"l%:'-—oﬂ—c";
Al e A i e ‘ ‘
At et ¢ + ¢ =2cof.T2 atque
V= =

¢ — 2 :2V—I.ﬁn."2i"

vynile fit: ;
; 7t cof. ma:e

v ¥ ¥ - =1
g p— ~ aa—gce - etc. == g mjmaae
H 3 Coroll.

BB—.?»'C ;




