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ﬁﬂ)é cln‘mt mobile amtour d'un axe fixe.

:(Pllaecedentls commentiationis redactio altera et omnino posterior.)

“a matlére que je me-suis proposé d'éclaircir ici, appartient a une partie de la Mécanique

& presque ‘tout-a-fait inconnue; icar I 1’y a qd'environ dix ou douze ans, que MM.
'nt commencé & traiter -quelques problémes de cette mature, el je crois quaprés eux,
&t“ N0i;-nous sommes encore Jes seuls-qui aient travaillé sur cette mati¢re. Mais, pour
§ _lplus nette tant. de la nouveauté -que des difficultés de cette nouvelle partie de la
i jaque" oti-n ‘auraiqu'a faire attention au mouvement des corps sur des plans inclinés ou sur d’autres
TS i ‘ldetermment le chemin que les corps doivent prendre, quoique la direction des forces

mandé une route tout-A-fait différente, Un corps poussé par la seule pesanteur,

tomber dans une ligne perpendiculaire & I'horizon; un tel corps ne -manquera pas
"blrectlon dun plan incliné sur lequel il serait pose, I'impénétrabilité de ce plan

;..p X “du”corps dlmmue, et qu’ elle §g'évanouit tout-a-fait, quand le plan est devenu
arce’ qu'en ce cas, rien ne résiste plus & action de la gravité.

Jresswn que le corps exerce sur le plan incliné, se détermine sans aucune difficulté,
) Jours au poids entier du corps comme le sinus de Finclinaison est au sinus total;

é corps serait poussé par plusieurs forces -quelconques, il est toujours aisé de

13 d‘(‘é’-”lé’"’q’t’i'e”'le ‘célabre M B'e"rnj'ou'lh a tiré son premier probleme sur cette matiére,.

emande le mouvement d'un corps ‘qui.descend sur' un plan incliné mobile, ou qui

sur le momrement des corps enfermeés dans un_

réssion que je' plan ou -la |su1fa-ce sur laquellc le corps s,appme, en souﬂ’re, la



plOfOHdLS dans les
‘solutions ot il s'es’ servi prmcnp‘llement de “deux methodes dlﬂlrentcs, lune, tirée--des. premi

 la justesse- de chacune:: - Mais’ la--considération’;de ce probléme a bientdt produit. .d’antres questlo
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peut glisser sur une surface horizontale. Car, parce que le corps presse continuellement le

incliné, on complend d'abord, que le plan étant mobile, il doit obélr A cette pression, et gli

selon I'horizon. Mals aussitdt que le plan incliné commence & se mouveir, la pressmn du of

pression diverse sur le' plan, laquelle produira tant dans ]e plan in¢liné, que dans le corps méme co
puellement de nouvelles variations gu’en ne saurait déterminer 4 moins qu'on ne fasse réflexion

changements qui arrivent & chaque instant et dans la situation et dans la vitesse tant du cony

que.du plai incliné.
30§38, -M:. Bérnoulli,. le pére, --3.-donné' de..ce probléme, quelques solutxons aussi. . belles

Mcmmrcs (lL lAcadmue de Petersboura et dans le recue:l de tous ses ouvrag‘

principes de la Mccanlque “Par’1s “hoyen desquels on “trodve § ch'lque jnstant, le changemg

tant de-la vitesse que -de-- la dnect;lon——-cause—palzwles—forces—solhutantes#L autre-»methode_o,

formes du’ cellt’remdte‘-:;gramﬁeef;selon;'-'lihomzon,- rces ‘principes; étant- déja un résultat des _pnpmp
primitifs :appliqués au- cas. proposé,. ne: laissent’ pas de rendre-la. solution bien plus courte .et '
efabariissée.  Mais la ipremiére: méthode, Bien qulelle :soit. beaueoup: plus difficile que l'autre, st rp
pourtant: &tre -plus ‘naturelle, jparce qu’ ‘elle monire:a - chague instant,; non: seulement 1'état. du moqv
m«eni;,‘ “mais: euconel-.les.--v.entahles, catises ‘de tous-les: ‘changements qui arrivent successivement

pliisysTa »premidre: ‘méthode; est toujours suffisante. pour résoudre.toutes les questions,. et quo
Faxécation surpassé’ souventides forces:du -caleul, selle: fournit, pourtant toujours. autant :d’écﬁuat

qize’ Lavsolution-. exige; ; au-liey que Tautre méthode,. qui--ge fonde sur les deux principes dé

fenticnnés sei-dessus; -commes elle: ne..ddnie - qué: déux:équations, -elle - ;e peut.aussi-btre empl,
giie:; Yorsqhe doux:: tquations suffisent, - pour Ta. résolution. . Par ces raisons, la premiére méth
qumque .souyent trés embarassante; l'emporte beaucoup: sur Fautre. . ° - e

¢ § 4 2 Pour résoudre: Ja- questlon de M. Bernoulli, dans laquelle deux ‘choses se. tro ent
détéiminer, ‘savoir le: mouvementi du corps -et eusuite, -le mouvement du plan- incliné, la meh
fondeées sur les:;deux’ principes: alléguésipeut &tre employée: avec beaucoup de_sucets,. et le:p rfa
accord qui se trouve entre cefte: solution ebicelle ique; fournit-la- premitre, peat servir A démont

Yien: plus ' difficiles’, dorsquion: change::le mouvement . horizontal en un mouvement qui. se fait, al;tﬂ
dun dxe fixe.. Dans &e cas, e -principe: de: la ‘conservation. des forces vives retient .som; mérl
mais. celui :dusmouvement unifor me di.centre de gravité devient tout- a-fait inutile; et quaig
déeouvert an-auire principe qu'on: peut:substituer & celui- I, et-que je nomme la conservation,di
monient-+du: mouvernent- rotatoire,::malgré cela; on n'en peut yenir & bout que lorsqu’il nly 2.4
deus: mouvements:: A -déteriiner, . C'est done _pour faire: voir fa nécessité de remonter. aus, premigh
principes igénéraux de.lai Mécanique; ..que.; nOUs: NOUS sommes- Proposeé , Jdes. questions ou il faut del
miner-le nidwvement..de:trojs ou:de; plusieurs corps, avani qu'on. puisse .donuer une solution, parfal

Cette recherche étant par cllesméme extrémement d}fﬁhle,,,ll ¢tait convenable d’en..séparer toutes
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mfohslances lqui 'pourralent embrouiller l¢ caleul, “ufin:que} spar ce! moyen, Japplication: dés
a Mccamquu dexfml. plus -aisée. et pius ipropre .4 éclairer:une nouvelle partie de cette

b e L |

O 5 ":5i‘ :..!“'15 N Pt % : W - "!‘;z'.‘:'. R -,“»!. . '-.

: gimdemeurani 'e'nfumes dans 1 tube, ¢n suiveént partout lé mouvemen, pendanl, quiils “se meu-

) long du tu])e selon que les forces solllcnantes l’emgemu Ce tu])e sera suppose mo]nle

vemeut d‘e ce tube se fera toujours dans un plem “herizontal.

"lgour ecarter Ies eﬂlts de 1a glawté et _“pal‘l.ant “tout changemen‘t qm arn ivera dans fe

"Nous avons ‘choisi ‘celte

andra umqucmeut ‘et des pressions que les corps
Mzus “avant que ~dé déterminer

Dans cet état, le mouvement tant’ du corps que
la 1ongueur du tube OF f et

onire ce mouvement commun avec le tube un mouvement parhcuher

B CR%Y ot

direction- du tube. Soit donc Ve la vntcsse que e corps a regue, au commenccment dans

i
(A%

/g
7 Btlo A’F ) outre la vxtesse a; qui lui est commune avec Ie tube_ Composani mamtenant

Moy emen s .comme 2 lordinaire, on ama le mouvement vrai du corps; done la vﬂesse sera

{ladirection fera avgc--A‘E un-angle dent la tangente sera == ;:—:g,. supposant, ce
urs, le sinus:total égal & Punitd, - w0 o T e T e
+-on-tyoit Sisément: -quéces-deux mouvenents “dcivent “stre Hientst troublés , car
SeTOIgllant du pomt 0, acqueri‘a’ un plus grand motvement - rotatoire, et’ (_:e'ti‘;e

ufrd" faire ‘qu aux ‘dépens du’ mouvem’e‘nt'-du tube; - de “sorte qu'un ‘changemert

ssau‘ement arfiver: - Supposons ‘Gu'apres quelque, temps, 16 "l;ube soit parvenu dans
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corps, dans la direction du tube PS, =7p. 1l est évident, que quand nous aurons détermin
trois inconnues u, « et p, le probléme sera parfaitement résoln. ;
S 8. Pour résoudre ce probléme, il faul prlnmpalement avoir egard a la halson qUI subs

le tube dévrait conserver pour toujours le méme mouvement rotatoire qui lui a été impf
commencement:—De-la—on--concoit—aisément;—quesi-cesdeux-mouvements n’'étaient— point—con
3 la liaison entre les deux corps, chacun serait continué a linfini, sans se troubler l'un lautreL
partant, qu'il n'arrivera aucun changement, quen fant que ces deux mouvements ne son
d'accord avee la liaison qui régne entre eux. Car, -dans ce cas, lun ne pouvant continuer §

troubler lautre il en resultera une presswn par laquelle chacun tendra & entrainer l'autre ave

i

que dans le corps,’ et si ceite pression était connue, on en pourralt déterminer les chang me
mémes par les lois de la Mécanique. Ainsi, tout revrent 4 trouver la grandeur de cette pre

qui sera déterminée par son effet méme; or, Ieﬂ’et doit remettre un parfalt accord entre I'un

ces deax corps, c'est & dire, que 51 le corps, en poursmvant son mouvement Venalt A secarte

I i

par laquelle le “co

]

par une force égale, mais selon la direction opposée.
étant en P, presse le tube dans la direction perpendiculaire PM, et le corps sera repoussé dans
direction opposée PNV par la méme force P. Mais pour déterminer les effets de cetie pressi

faut prmmpaiement regarder la masse ou l'inertie des corps, par laquelle se détermine 'offe

Soit donc P la force,

‘toutes les forces mouvantes. Ces deux choses étant counues, je nommerai la masse oun la:
d'inertie du corps enfermé dans le tube = 4, et celle du tube == M; mais, parce quil s'ag

déterminer le mouvement rotatoire du tube, il ne suffit pas d'en savoir la masse, il faut en
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its“dans une somme qui pourra &ire gxprimée par-la masse entiére, multipliée
‘ligne.. Soit donc le moment d'inertie ‘du tube OF, par rapport a Yaxe 0,
dépend tant de la Jongueur du tube que de son épaisseur et

& cesprodu
4 d'uneé certaine
ik, sou k- marque: ane. ligne qui

.,pesanteur spemﬁque par toute son ¢tendue. -

}Un €oTpS, - dont -la masse == 4, dtant poussé par une force P, l'accélération ou la retar-

en est produite, sexprlme par la fraction 7 dont Ia valeur est LouJours un pombre
i lom” DeSUre la force P par un poids, et pareillement la mass¢ 4 par le poids qu’ une
gale auralt étant mise 3 la surface de la terre. Or, l'effet de cette accélération se mani-
""" tatlon de Ia vitesse du corps; de sorte que, si-la vitesse du corps est——"‘l/v,

av rP ) . . '
'que le corps paucount I'espace ds, ou aura ‘I.OLIJOIII‘S S ==, powrvu que la direction du
'"‘we';ﬁ"]e ‘et de 14 force soit la méme. Une telle force accélératrice ferait donc que le corps
plus ‘grand: espace quil p'aurait parcouru dans le méme temps. Pour déterminer ce
v,vlespace Jarcouru, dans un temps donné que je suppose infiniment petit, on n'a qua

au_mouvement egalement accéléré, et I'on verra aisément que pendant qu’un espace ds

.

outre I'espace qu’il devrait achever dans le méme temps, en vertn de son

ment actuel. De Ia il est clair que, réciproquement aussi, si ce . surcroit de I'espace qu'un

de®

- P. r
ourt. dans un temps donné, est R T alors son accélération sera — Z; d’ot I'on

, pour déterminer le mouvement accéléré de ce corps. Dans ces calculs, il faut bien
arrées des hauteurs desquelles un corps

rquer que Jexprlme tou_]ours les vitesses par les racines ¢

16t . 16s mémes vitesses.
Considérons maintenant, de combien le mouvement rotatoire du tube OS doit étre accé-

la. 'presswn P qui le pousse selon la direction PM. Comme la vitesse du point § est
1 I'are. FS déja . parcourn ==s, oce. point S décrira, dans un femps infiniment petit -dr,

ds
e*—sorte»—qu—on~~aura~~dt ——T*—Malsdaccdémtlon.dq‘m.wmsuliegde_.la pmsswn.P fera.que’

oint § parcourra un plus grand espace que ds, soit = Ss. Pour déterminer cette accélération,

'prendre-le moment  de la. pression P qui sera = Pz, lequel multiplié par la distance
t ,d1v1se par le moment d'inertie du tube — MKk, donnera l'accélération du point S, qui

r' consequent —-;'IZC—Z Voild pourquoi, dans ce méme temps dé dans lequel le point § décri-
Vu, il en parcourra un plus grand, sur-

Pfrds*.
» de sorte que nous aurons Ss=ds Saby ot et comme

0 mouvement umforme I'espace ds avec la vitesse
Pfz ds?
M 4u

Pfx . , . :
— ZI%, nous aurons ausm, pour déterminer le mouvement du tube,

»'i:élui-‘lé He la quantité

Mihk

. Pfo. -3 Pfxds,
=225 ou bien du="—--3
ds Muo’ b U= "k

cette c,quahon pe nous donne GDCOI‘L aucun

12
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dernier mouvement seul sera troublé et retardé. Par cette raison, le méme temps di, dans leqy

I'espace ds est parcourn avec la vitesse Vi, est mécessaire pour que le corps, en vertu deig

. \ s sV . .
premier mouvement, achéve 'espace Pr— 1/: » lequel étant ==dx, nous aurons cette équationiuz

ds-
. Yu Vp L
Le corps étant donc parvenu en m, I'autre mouvement, s'il n'était pas retardé par la pres'

_.dt

lui ferait parcourir I'espace -7 dans la direction mp ‘perpendiculaire a "0S; mais la retar

4
et par conséquenh dans Vinstant di e corps sera transportc

. p xds P 4
cette force P étant — - I'espace sera dmnnue de la parucule T de sorte que lesp:;)a
ads Pds""' -
- hdu
en p, et ce point p doit &tre situé dans le tube 03; d’'ott nous pourrons tirer une équatié

parcouru sera mwp —

proportion OS : Ss, =0x  :mp
. . Pf‘a:ds dsv'p. xds  Pds®
cest & dire: f ds—+ 4Mlku = Xt Vu f T dw

Pfewds®  ds®¥p __ Pfis® -
4 MMl - = ';/u T %du

—~ 4 AMERY pu
f(dzz -+ M)’
presse le tube dans la direction PN, et qu'il en est repoussé dans la-direction PM.

et celle-ci donnera P =— ce qui marque que la pression est négative, ou que le -, €0F,

§ 13. Le corps étant parvenu en p, sera éloigné du point fixe O de D'intervalle 0p, att
que, sans le mouvement rotatoire, sa distance serait = Om. Mais il est clair que Op étant l’h}lp
ténuse du triangle Omp, rectangle en =, elle sera plus grande que Om, et il y aara’ S

Op =V (0n®~+ mp?), ‘ 0

et parce que mp est infiniment petit par rapport & Om, nous aurons Op — On —+

p? o
507" %48 bien

_'p2 _ ads®

i

. : %
ce qui nous marque l'espace que le corps parcourl; dans le tube, outre l'espace Prm=— ‘:Z—f;;q‘;‘
2 2 '

. s § o
parcourrait en vertu de son mouvement. Divisons donc cet espace ar —> et nous obi

or P
drons accélération requise pour ce surcroil de l'espace parcouru, laguelle sera :%- Dot il:st
ur, aq r O 1

que, pendant que le corps parcourt dans le tube l'espace Px= dx avec sa vitesse V), son_ mg

R " 4] Dz
vement sera accéléré en sorte, quil y aura dg: T Mais ayant déterminé la pression P nous
agrons aussi pour Iaccclu ation du tube ou plutdt pour sa retardatlon cette equahon .
- : : -—-4Aa:ds1/pn ' ‘ »

du =

Azx 4 Mk



,"‘:" TR L Lot i "/u " 1/?) S 3 : ‘I DT

-1"9 éme pnoposeh Sl pous voulons mtwdmre la cinquiéme inconnue f, pour marquer le femps

dz
equatton dt = 1/ — ou dif = 72 et nous .pourrons, par la résolution de ces quatre équa-

chaque ‘instant dé‘termmer 1. la situation du tul)e ‘ou Tarc FS§==¢; 2. sa vilesse rotatoire

pomt‘ dutube ot se trouvera le corps enfermé, ou Il'espace OP ==, et k. enfin, la

L _AAMIEY pu, et
" fCAwo - ) P ar-

)

15 Tout revient done.a la resolutwn des troxs équatlons différentielles que nous venons de

[EE TSI

er Maxs 11 se trouve dans chacune pluswurs varla])les, il faut donc ticher d'en réduire le

"‘{I;f.v( T

nfdm‘bl% deux sétlemen Or dans le cas propose,

t ou’ den former une equatlon qul soﬂ; mLegrable

n—-— i B LT DU [ A

PR
—-4Au:z:dw ou lnen du = 4Axdr
; wa-—:— Mkk Ty ol ATp == Ml

{3 Han i.».

t-dts-le-commencement =g ¢t @ =14, cetle colstante sera g(Aaa—*—Mkk)‘z et” par consé-

! R & Lo
FERR B

S* cetter equatlon qul u;przme Icflapport éntre et x

g1 (dag—+ M I»'fﬂ)’a
L (Am+ﬂ1ﬁlc)2 A . |

fe pmportlon CVui Vg = Aaa —+ Mkl ;4:)::12 <+ Mkk.:

F e L ddumds e R g
16 Lequatxon dlﬁ'(,rentlelle dif == 2 Jilivrée des fractions, donnera
: . Amx—i-MMg .

Azcacdu—l— Mkkdu — ll/lu;cdm = 0 _ | : o S

KSRV TR TIC s

._giff;dw se chanoe en Lelle ~ci: Aﬁ'dp—QAuwdw__O laquelle ebcmL

"‘) - iareers

..f[ Lla.-:iriu A it 13

A4 lfdp —+ Mhkdu -, Amacdu A QAu:rdw = (

SRR GBI

T

‘intégrale est 7
. A fip 4= Mk - Am:nu = Const.

Quzde
Lodp==3= o 0 e
— 4 dzdsV pu
L de= e

assigner Jes i.wls autrus, ce que demande la solut10n~

pendant que Ie tube est parveuu de sa premitre place OF en S, nous aurons aussi une

”-*'long- du tu])e qm est- :*j/p“' Outl (o cela‘—' yant “trouvé ces quatre choses; 'nous’

o - B ' tio

ln - Zl(Aazaz — MKkk) =1 Const., ou u(Aocw - {Wclg)ﬂ_— Const hl\_.fla}i,s; 3 c\levqj

sl meerpTIATE SUTOroB mi OGIINIIST DD SITD URLIO .o Taols Bheo URan wupgee
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Or cette équation rapporlée a l'état que nous avons supposé au commencement, ol l'on avait. N
@=a et u=g, donnera la valeur de la constante = 4ffx -+ Mkkg-+Aaag, de sorte que nous: aL

Affp - (Mkk -+ Axx) u= Affe -+~ (Mkk 4~ Aaa) g. ’1

g(dea—-NTik)*

Gz nous oltiendrons

Mais ayant trouvé u =
g (Aag— Mk} (zz — ag) | ‘
I (dzz—- MEE) ’ v

‘i--)

e (daa—-MIE)g {daa - MIE)2 g 611 bien p o= & —i-
pP= T Aff(Aza— M) p=

de sorte que nous avons déja exprimé les deux vitesses Vu et Vp par la seule variable OP,_

§ 17. Maintenant il sera aisé de déterminer aussi les autres varables s et ¢ par la mér
dz deVu
Car, ayant par Ja premiére équation” T_.— Va7 ou-ds= 7o) 0 mettant pour Vu et ]/J

valeurs trouvées, mous aurons I'équation suivante

e e Cggan M) fdTVy - —
V{(Adax - MLk ) (aff(Awz—i- MEE) g ! { g — aa) (daa -+ Mlclr))

ds =

d'ott V'arc FS=s pourra étre déterminé par &, moyennant la quadrature d’'une courbe, et de
construction on pourra réciproquement tirer la valear de @, celle de s étant connue. Pour ¢
concerne le temps ¢, pendant lequel le tube est parvenu de OF en OS, ou le déduira de leq
di — dx di ds i d :

f=—7—» ou al=—7> qul onne “.f!

Vo
db — fdzV (Awz—-NIk) :
T V{(aff(Aww—-AEE) - (wo —aa) (4 aa—:—MIJ»)) '

Si I'on demande la nature de la courbe AP que le corps décrit par son mouvement vrai, e

exprimée par I'équation trouvée entre et s qui est

ds " (dag - MRE) dzVy .
N2 = V(daw 4+ MIE) (eff (Azs -+ MK -+ g (#2 — aa) (daa -+ Mkk)) ‘ ;.;

car i;u est Délément de langle 40P, de sorte que nous avons une équation entre la d
OP =x et l'angle AOP:»F- t

§ 18. Avant que de passer outre, remarquons daps cette solution les deux principes do_g
avons fait mention au commencement, savoir, la conservation des forces vives et celle du 1

du mouvement rotatoire. Ces deux principes sont contenus dans les deux équations init

trouvées aux §§ 15 et 165 car la premiére u(Azcw—i—Mkk) — Const. montre que ceite exp
AzzVu MV u zVu

———f——l-——c-— demeure toujours la méme. Mais —— marque la vitesse rotatoire du corp§
d’ou il s'ensuit que sera son mouvement rotatoire qui, multiplié par x a la mauitre d

Az Par u

prend les moments, donnera le moment du mouvement rotatoire da corps =

MY
est le woment du mouvement rotatoire du tube,

blable raisonnement, on verra que
conséqucnt, on doit accorder que la somme de ces deux moments demeure tOUJours la mune.

lement, Dautre ¢quation intégrale trouvée, étant réduite & cette forme

A xzr Mk
Ap o+ 228 “— — Const.
I T T '
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quﬁ Ja conservation des forces vives. Car le corps 4 ayant en P un double mouvement dont
.’/’M

s dlrecuons sont perpendiculaires entre elles, la vitesse de lun etant —~“|/p et de l'autre = —
XU

ia véritable- vitesse du corps sera =7V(p —Tl , et partant le carré de sa vitesse = p-i——;;f qui,

Axxw
2 masse du corps 4, donnera sa force vive —-—Ap—|—T- Ensuite,

ﬁmhlplle par, ] exprin_ne

la' ‘force vive du tube, d’ou il suit que, pour la somme des forces vives, il revient toujours la

- mLme quantlte. .
§ 19 La verlte de ces deux principes étant démontrée, au moins dans le cas dont il s'agit

Yerra' atsement que~lasolution~du" probléme -proposé¢ aurait- été- abrégée--de-heaucoup;- si-nous

s & ons' sorvis de ces deux principes dés le commencement, car clest ordinairement le choix et
-gmi)l'{)l de parells principes déricatifs, qui rend les solutions des problémes, d'ailleurs les plus dif-
s1 courLes et si élégantes. Mais ce méme choix demande aussi une trés grande adresse et

connmssance de la matiére en question, afin quon me se précipite pas en se servant

es qm ne peuvent pas avoir lieu dans le cas proposé. Mais supposons, qu'on ait eu des

raisons asscz convamcantes pour s'assurer de la vérité des deunx prmcupes mentionnés, il est évident

deja mtegrues, savoir:

AaxVu  MEEVu Adaa¥ T IEY
Tt =C doaVy , MEVY

—+ t, —
r 7 ons 7 7
Azzw Mk Adaag Mikg
Ap +—— = Const. = Jo -+ 4=
L T T’

les uelles etant combmecs avec I'équation dt__ s qui su1t immédiatement de la considération
¢ q ,/ % v 1

méme du mouvement auraient d’abord donné la solutlon trouvée avec assez d'embarras.

-Q 20. Pour mieux éclaircir la. solution que nous avons trouvée, et pour en prouver la justesse,

dus.l’apl)llquerons & deux cas part:cuhers. Dans P'un de ces cas, pous supposerons la masse du
corps. enfermé nulle, et dans 'auire, celle du tube. Soit donc, pour développer le premier cas,

u

'0 et lequatlou trouvée au § 15 se changera en celle- 01 U= g, qut fait voir, que le mou-

am’_*E—O avec.un mouvement uniforme. Mais le mouvcment du corps A, quoique évanouissant, n’est

S FPEIN Gy ’s . T3 — A .
aise 3 prévoir. L’équation du § 16 donpera pour ce cas p:w+g( ); ensuite on aura

fdzVg, . fdzv'g

ds = V(aff-+-glzz —aa)) T VY(eff —gaa -f—gm;).

22 v . 1
—2=hh, selon que ?ﬂ" surpasse aa, ou quiil en soit surpassé, et nous aurons
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P . .
K £ %

N S N : e . - e LT

Ao Hewmeroas <hisol ng Y nn faen W8Sy aildBnl v aaviv aeviyd uel)
Lo T }/(m_i hh)

U SOTTR TS U BN TR PRI P 5 '

e par 1o moyen des logarlthmes sera v

T _
. .

doit. Imt gf le prise

’”“, B L L A \\ S e ‘i Inniiine iy ( g 1\( - borireer ey _3; PP r
T :
‘L s a:+1/(mm+lch)
(o d L wet . —--—“l —_—
CRTISTIoas N b : fl/ S SR St
: ey : -
nyo 1 o i Lo Ay sorrged gl ! T B iy

cn ajoutant ane constante qui rende x ==a, Iorsque § == 0 o L

-§21. On pourra donc, a Ialde des logamhmes houver s, par w,,mals comme ]arc .i‘

decrlt dun mouvement umfmme 1l convrendra mleut de dttermmer « par s. A cet eﬁet

i "t
iy

le nemhre .qui, ait, lumte pour son Iogantbme hyperhohque et I'on awra en p'lssant aux nombres

"{B-l—'l/( a:—"hh)— a+f1/-—)e e qm denme: w..-~1 (a-—:~fV )e g T (a-——fl/—)

o v P
; R ";

aprés av01r resmuc a la place de +hh sa valeur ; ﬁ”— aa. Gette e‘ipreqswn se constrmt alsem
splrale Iooanthmlque decr:te autour du pole 0 et coupée par les rayons sous langle de

Mt

par un
drmt Cette consuuctlon donnera en meme tcmps le chemm A'P que le corps parcourt de

iré Ie rayon mﬁmment proche 030 nous aurons Vu._fu—dz et ds: f___ d z, ce qux domje
AN {11 i

az as 8 — 51 f
zaT,f lz_7e?enﬁuz ﬁ___OV

_— NN

Si de l'autre cété du pomt F, nous prenous FT= FS nous aurons OW = fe=*7; puis, portant 0

N _"Y_

la vnleur sm vante

AT [

a: a(a“’f—l—e‘*’f)—l— fV (e*‘f—-e‘”)

L0+ V_—-VY

. .. a
dOll 110113 tirons cette CXPI(‘SSIOH Xr'=- ?

| N . ' :. o i

Prenanl: done: OP = ——--OY - F'VY le ponm, P sera dans la courhe chcrchee AP. Si Ia vi
Ve était =0, la. courbo sor’nt perpendiculaire 4 OF aun point 4, et sa constr uction devundra'rt ﬁ
simple,.-car, on. n'aursit qua tirer, par 4 uue droite, parallc a FY, et elle couperait le rayoﬁ,
aw; point cllelghg, P ' o

0§ 220 Passons & ‘présent A l'autre casy:et. supposons que la masse du tube s’évanouisse,. de sof
que, Mk soit == 0.-Dans ce cas, il est d'abord clair que, parce que le tube n'a aucune forg
opposer au mouvement du corps enf(,rmc il lui obdira sans la moindre rés’isl;ance‘ et par ;:o'nsléquc'ﬂ
le corps se mouvia, tout comme sl était Il].)le cust i dire, il marchera dans une ligne dr

gardnnt t0uj4)urs sa plell’lll!IL vntesse. CeLLe consequen(,c qumquu d’elie-méme trés clam_, ne

M =0, nous aurons : v



I SRR o Yu __aa . aaf(zw—aq)
' =i’ ou Ve wn’ et p—=o-i — ’
RIS
: . aafdzy . .
; - et ensuite ds ==— raz¥ = Ss (Fig. 143.)

aV{a f[fzz - aay (ww — da))

aada:'l/g X = pm _ aa"/g, i
e (e o -+ aag (@n —aa) et parlant o T Vg — g — tang pPrm
. le pP or4 vy t s l'on tir o ¢ P,
3% sinus de l,anv e pfw ou sera F——Wl—aaj), et si I'on tire une tangente aun pom

aay g
T T V(aff-aag)
=onstante marque que la ligne AP est droite. = De plus, la vitesse réelle du corps étant

ilifire abalssee -du-point- O -sur -cette -tangente sera = lJaquelle ayant_une va-

- - aaly, .
(p_|_"”f; , clle deviendra, dans ce cas ci, = V(2 —{TJ . et par conséquent aussi constante,

i"n'e“ nous ‘venons d’avancer.

_§'23 J‘al développé tout au long la solution de ce probléme, pour metire dans son plein jour
rmmpes "dont je ‘me suis servi et que jemploirai ‘dans la résolution du probléme suivant. Ce
me—ma-- différera du premier qu 'en ce que je SllppOS(‘l‘al plusieurs corps enfermés dans le tube.
comme le probléme précédent demandait deux equatlons 3 résoudre, sans compler celles que la
idération du mouvement fournit immédiatement; ainsi deux corps enfermés dans le tube dtman—

trois corps, quatre équations, et ainsi de suite. De li il est clair que, quon—

,qu' on pmsse ici egaiement employer les deux principes déerits ci-dessus, pourtant ils ne seront pas

'“%"Yquii'i Wi serons obligés de nous servir d'une méthode tout & fait différente, pour tirer des

i$14 .{= : ;.
é‘q ; ﬂon(s'“que”’nous obtiendrons, une solution parfaite, laquelle étant presque en tout nouvelle, pourra

Tyensyn

iRt i
'nalyse., Je borperai le probléme & trois corps; mais on verra d'abord que la méme méthode

"'gi‘and avantage dans dautres questions semblables, et méme étendre les forces de

réuss:ra pour tout nomhre plus grand quelconque. .

Probléme EE. Déterminer le moucement de trozs corps en;ﬁermes dans un tube mobile autour
* dun. axe fize vertical, aprés’ avoir. impriné des moucements quelconques lant aw tube

I git'aua corps enfermés en dedans.

T Ge 1; a9,
asses . ol mprt]es de ces trois corps Sont la masse du tube, comme auparavant = [, et son

Jlmment dmcrtle = MKk, pris par rapport & Taxe O autour duquel ce tube est mobile. Ensuite, je
les distances 04 —=a, OB=10b et OC=c et la 101’1gu¢,ur du tube OF ={f. Soit la

' bVyg
esse rotatom. du po:ut F=7Vyg, et celle du pomt A sera :a 7 du point B:—}—; et du pomt
_..‘.I.!t:;- -3

7 Ouire ces vitesses qui sont communes aux corps ainsi qu au tube C]J'IGIJD a recu un

Orps B="5, et celle du corps €= i/y Toutes: ecs quantiiés sont connues, parce qu'elles

De motu. corporum in lubo mobdli circa avem fizum. 95

sufﬁsants pour résoudre la question, par la raison qu’ils ne fournissent que deux équations. Cest

Vement ‘particulier dans la drrectmn du tube OF Soit donc fa vntesse du cor ps 4= '[/w, celle_ )
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déterminent I'état ot le tube avee les trois' corps s'est trouvé au commencement du mouvemen
pour résoudre parfaitement la question, il faudra, au moyen de ces doonées, déterminer, pour chg

moment voulu, tant la situation du.iube avec les corps, que leurs mouvements.

§ 25. Supposons qu'aprés un temps écoulé quelconque #, le tube soit parvenu en OS,

décrit par son bout F I'arc FS=s, et soit maintenant la vitesse du.point §=Vu, de sorte

"y .y d 0! . ] .
I'¢élément du temps di soit exprimé par 1/:L- Que les trois corps enfermés se trouvent 4 présen
points P, Q, R, et désignons les distances OP par @, O par y et OR par z; nous en ¢ ‘

d’abord les vitesses rotatoires, car. celle du corps en P sera =m;u, en :WT“’ et en R=

Enfin, soient les vitesses propres a chaque corps dans le tube

celle du premier corps en P="Vp
du second en Q=7q
s g troisitbme ™ T R=VY R T T

La considération du mouvement nous fournit & présent d’abord les équations suivantes

_ U= — % =%,
dt_’l/p’ dt—]/q, dt—'l/'r

. - ds , . :
Or, ci-dessus nous avons irouvé dt=—-—, de sorte que nous avons de_]a quatre equations. Cepen

le nombre des quantités inconnues ou variables: ¢, 5, u, @, y, 2, p, ¢, r se monte a neuf, i i

faut en conséquence, encoré quatre équations pour la solutlon du probléeme.

sions avec lesquelles les corps poussen!; le tube, et en sont egalement repoussés, il faut avant.t
choses, déterminer ces pressions. Désignons. les. par.les mémes. letires qui, dans la figure marq

leurs lieux respectifs, cest & dire, soit .

la pression du corps en P =P 5
celle du corps en @ =0
et celle du corps en R =R

et concevons que, par I'effet de ces pressions, le tube est repoussé ou retardé, et que partani
mouvement rotatoire de chaque corps est accéléré. En tant que ces pressions agissent sur le ¥

il en faut considérer le moment qui sera = Pz~ (y -+ Rz, d'ou résulte la retardation du ub
(Px -+ Qy—+ Rz) f
T M

tardation sera esprimée par cette équalion

yoint S — et par conséquent, pendant que le point S parcourt l'espace ds s
] I q P que l¢ p I P r %

- (Pz =+ Qy -+ Rz) fds
du = MEk '

Or, le point S qui, sans ceife retardation, aurait parcouru, de son mouvement uniforme Vu,.k

pace ds, parcourra a présent un espace moindre

Sg — ds___f(Pa;—:-Qy—e-Rz) ds*

hry]

MEk 41



[
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L jnstant dtﬁ%, le tube parviendra de OS en Os. Par cette raison, les trois corps

ans 'ce
ot se trouver, au méme instant, dans la ligne Os, et cette considération nous conduira

Jiesi devro
'la détermmatlon de

.

Ia quantlte des pressions P, @, R

§ 97. Les pressions ne changeant point les mouvements des corps dans la direction du tube,
ds1/ q

Jé corps A parcourra dans Je tube Yespace Pyr—%—« le corps B Tespace Qf = — et le corps

"-.:.lfe'space Ro =7~
cor_ps ql]l se fait dans la direction perpendiculaire a celle du tube OS, qui sera accéléré par les

zd
Ams;, le corps A en P, qm devrait, selon cette direction, faire lespace = 5’;, en fera

d
v r, tous dans le temps infliniment petit di = /—s" C'est donc le mouvement des

xds P as? .
pIus grand mp = — ~~ ainsi que nous l'avons vu dans la solution précédente. Pareille-
yds_ Q

1 . ds?
ment le corps B sera transporté de & en ¢, de sorte que £q= T et le corps C parcourra

xd R as® . ,
== —+  Mainlenant les points p, g, r, ou les trois corps sont transportés, de-

ds? (Px - Qy -+ Rz) ds‘;/p zds  Pds®
" ds—! =
f § . 4 Mhkw -+ Vu f - 4 A
. fds® (Pz -+ Qy—+~R) . dsVg yds = Qds*
f:ds 4 Mk =Yt f ™
. fds? (P.:n 4+ Qy—+RY) dsVr zds Rds?
f:ds AWMk =FA oA f Y

AT 1. Pz - Qy —4- Rz . . . .
Supposons.,- pour abréger, L—M%-—-—)z 7., ¢t nous obtiendrons les équations suivantes
. . X {2 .

Pf __Vp Vax
4A1c_1/u 4u

i of _ V¢ Ty
e 4By T Vu o 4w

Rf __7/7' Vz
4 Cu —Vu 415

44V u ATz 4BVqe  BYy 40Vru. CVz
= Q=" — e R=—m— e

P =

r r r f

M . , Pz 4~ Qy - Rz MEL , . . s
.‘I_«‘r‘iis_::_ayant supposé V= 1{ g-f—ﬂf;’k—), nous aurons Pz -~ Qy —- Rz=- ;:V, équation qui, si

Sll]gstxtuons pour P, Q, R, les valeurs trouvées, nous donne

44xVpn  4ByVeu  4C3Y
fp —+ yf £ fm

MEF

l;— (4o -+~ Byy -+ Czz) = T;, .

ou Lon tire T Ve 4 (Am/p_ - ByVq 4 C2Vr) Ve
’ i Axx - Byy =~ Czz -~ MEk

D. Buleri Op. posthuma, T, IL 1 3

b

i
it
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Cette valeur substituée dans les équations trouvées ci-dessus, nous fournira les. valeurs des. v

pfessiods P, Q et R. . Reprenons donc |'équation trouvée la-haut

f(Pz —+ Qy~+ Ra)ds

duy=—— , ou bien celle-ci du=—— Vds;
MI‘]: :

en remettant pour 7 sa vaIeur trouvec nous aurons cette equatlon "

N

dy 4 (Am/p—r—Bﬂ/q - Cn/r) dsVu
T - T T dgw = Byy += Cax ++ MIE

Or les équations trouvees an § 25 donnent

ds Vp —da:]/u ds ‘l/q —-dv Vu clsfl/r: dz Vu,

Wit s

par le moyen desquelles la valeur"'d_e_._;dursf_qxprimera ainsi qu’il suik

eI N zgu(a_mdm A= Bydy A= C5dz)

Ay = -—

Azz -+ Byy + Cas —- MEk

_dont 1 mtewrale sera: | u (dxx - Byy + Czz+ ﬂfkkj2= Const.

Or cette constante doit dtre déterminée par I'état du commencement ol u se change en g, x el

y end, et z en ¢, de sorte que nous aurons cctie équation

u (Axx - —|—- Byy + €z - Mklc)2 =g (daa ~+ Bbb =+~ Cec + Mkk)

qui renferme Ia conservation du=moment du mouvement rotatoire, ainsi que nous l'avons fait’
< A ¥ . R
ci- dessus (§ 18).

§ 29, _Sil n'y avait pas de mouvement rotatoire, les corps A, B, C parviendraient, dans
stant df, aux points w, £ et ¢; mais a __pres.er_lt__,”,a_gaus_gu_(l_u”mog__v_emenb rotatoire, ils se_trous
aux points p, q et r qui sont plus éloignés d' O que les autres, et par cette raison, le mouven
des corps dans le tube recevra quelque accroissement. Ainsi, le surcroit de I'espace que le ¢

y 2 . zds? . Y
A parcourt daps le tube, sera =0p—-0n_57, ce qui donne =7 Mais ce surcroit di

2
par —— * donnera l'accélération du corps 4 dans la direction du tube, qui sera _% La vﬂJ :

Yuzds

. De la méme maniére on Lrouvera, ]

Quzd
et dr= i%-z- Rassemblons mamﬁe

Vp sera donc augmentée, de sorte quon aura dp =
2uydy

leg' détix autres corps, les acceleratlons suivantes dg =

toutes les équations que nous venons de irouver, et nous aurons les sept équations sunvantcs

da:__ ds ; @FE ] d_‘,_,.ﬁ ____Quwdm Dy dy ._._" 1
I. ﬁ——ﬁ: H. Vq_'l/uj ]II. ,]/T———Vu: IV dp-— T H] V dg T ’ VI dl

VII. (dzx -+ Byy -+ Czz ~+ ME) Vu = (daa + Bbb —+- Cec + Mkk) Vg,

o

qui seront suffisantes pour déterminer le rapport entre les huit quantités variables s, u, z, p,
z, r qui y entrent.

§ 30. Comme toutes ces équations, excepté la dernidre, sont dilférentielles, on compre!

aisément, qu'il doit étre extrémement difficile de parvenir & une équation qui ne contienne g



N
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Ft -quand méme on pourrait surmonter toutes les difficultés, quon rencontre dans ce cas
05 cofps, en snivant les régles ordinaires de I'élimination, on sera pourtant obligé d’avouer
I)areille..,-bi)ératiOD doit devenir tout & fait impossible, si le nombre des corps était plus grand.
g ééi)gﬁdant, qu'on peut lrouver encore une équation intégrale qui comprenne Ia conser-
" des Ifof;';-es vives et quon obliendra de la manitre suivante. L’équation dillérentielle, d’ott

Egﬂﬁ-i'a*v‘(;r;si ‘,ti;é“ _Ia valeur de u, sc réduit & cette forme

B Azazdu -~ Byydu =+ Czzdu —~ Mldedu <+ b Auvzdr 4~ % Buydy + ,l" Cuzdz = 0;
‘“aiis. 1cs éqﬁations IV, V et VI donnent

&Aﬁ"dp —2uxde =0, Bffdg—2Buydy =0, Cffdr—2Cuzdz=

étant ajoutées & celle la, produiront cette somme

ﬁ'dp +Bﬁ"dq —+ Cfdr -+ dxxdu—- Byy du—+ Czzdu—-Mikkdu-+2duxde—+2Buy dy + 2Cuzdz = 0

‘dont intégrale appliquée au ecas proposé sera

ﬂ’pqa—Bﬂ'q—n— C m+ Azau-+-Byyu-i- Czzu—Mkku= Affo—Bff 8-+ Cffy—+Aaag+—Bbbg-+-Cecg-+-Mikg

laquelle, étant divisée par ff, montre &videmment la conservation des forces vives. Mais de cette
équation,.. quoique intégrale, mous ne tirerons presque aucun avantage; car quand méme nous vou-
~ drions, par le moyen de ces deux équations intégrales, éliminer deux variables, le calcul deviendrait
SRl o

. gy o o . . . .
si embrouillé et si pénible que personme ne pourrait le développer ni le subir.

§ 81. Il nous faudra done chercher un chemin qui ne soit troublé ni par d'inextricables calculs,
."‘ﬁi_'mévme par un plus grand nombre de corps contenus dans le tube. A cet effet, des six équations

'_}Sx’j'iéiﬁivéiieé-"jé‘ joindrai ensemble deux & deux, savoir Ia I et IV, Ja Il et V, la Il et VI, et par

v da?

ds?

Foobory o, e e o . . ?
Gette “combinaison, je pourrai éliminer les quantités p, g, r. La premitre équation donne p = >

‘,,,;‘é‘l sl
d'oti, "en

supposant 1'éfément ds constant, nous tirerons

dax? du Qudrddr

dp=—5 +—333
- . . Quzdz N . ' . .
~quatritme équation doune dp = "ﬂr ; par conséquent, nous en obtiendrons 1'équation suivante

Quz _ dudz = Zuddz ou bien celle-ci x _ ddz " dudz \
T s TR g r ds? 2 ds?

'Palj‘;'la méme méthode, nous réduirons les équations I et V, en éliminant la lettre g, & celleci

Y ddy du dy
b —_—
T ds? Buds?

¢ los deux ¢équations III et VI donneront

z ddz dudsz

o i _]Ti_’d? + Qnd32_-

V‘ -’ . r . 1 . . . . s s .y
?‘1? done les six équations réduites A trois qui, conjointement avec la septitme, renferment la
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solution du probléme proposé: car a prése

z, u, § & détermioer.

nt nous m'avons plus que cing quantités inconnues: @

soient différenticlles du secor
st principalement 2 remarqis
ouvrira un chelm

¢ trouver,

équations que nous venons d
que trois variables, et ce qui ¢

etle méme ressemblance nous
trois équations différentiel

§ 32. Quoique ces trois
degré, pourtant chacune ne conticnt
olles sont tout-a-fait semblables entre elles, ¢t ¢

3 la solution que nous cherchons. En considérant les

pour parvenir
du second degré qui sont:
z ddz dudsz

ddx dndo , y . ddy dudy
L= e A g , === 5
? I r ds* -+ Q'udsz, 1 r ds? Quds?"

L L=
CF T as? Quds?
e l'une, nous ne mangquerions pas de connaii

si nous avions la résolution d
et 'on verra sans aueu

ue la valeur de x nous soit connue,
uations en prenant y et z.ou ¢g
z — nax, la seconde et la troisié

il est dabord clair, que
les deux autres. Car supposons {

difficulte, qu'on satisfera aux deux autres ¢q
e . Car posant y =m® et

ales & @, ouw en U
raison constante i la mém me équatio
se réduiront & la premiére.

§ 33. Supposons donc v = mx et z="N%x, el nous aurons

udz? _ mmudz® ¢ re— nnudz® .
p=rr 9= mmp et r=-—j3z— = P

n dun cas particulier du probléme proposé.
ommencement du mouvement,

ce qui nous donne la solutio Car ces relations deval
subsister toujours, nous aurons, pour le ¢

b=ima, C=na, 8 =mme et y=nio

—mVe et ]/ y:.:m/a, cette solution se rapportera au cas ou les vitesses pro

V3 et Vy, sont proportionelles aux distances 04=a, 0B "
CR que les corps décrivent, sont égalemen
donc dés le commencement, de pareils mouvements 0N et
ujours, et par conséquent, les lignes AP, BQ,

se changera en celle-ci

Or, parce que V3
més dans le tube, Ve,

des corps enfer
& les chemins 4P, BQ,

et OC==c, cest a dire, 0
a direction du tube OF. Si
le méme rapport subsistera t0
ans ce cas, 1équation VII

clinés a 1
imprimés aux corps,
seront semblables entrelles. Mais d

an G - MKK) V= (daa un Baa -+ nnCaa -+ MEE) Vg,

(A -+ mun Brw —-

o . MY g -+ aa (4 B -+ nnC
d'ott T'on tire 1/ _ mikYg a (4 -+~ mm n )Vg’
Mk —+ o (A - mmB -+ nnC)
ot dilférentiant les logarithmes dy _ —2adn (4 mnB nnC)
9u Mk A~ az (44 mmB - nnl)

4 +-mmB-a-nnC=D, et la valeur

Soit, pour abréger,
dat — 2Dxdzx . , . z ddz dudz
== uhstituée dans 'équation  — T
substitu I'éque T Grad’

9u Mk - Dzx
z ds? 9 Dz dx?
Mk + Doz

donnera
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Pour résoudre cette équation, dans laquelle I'élément ds est supposé constant, metions

e i A
- Ces valeurs pour ds

ot nous.aurons dds= ¢ddz —-dedz =0, et partant ddz=

- substituées, fourniront cette équation diflérentielle du premier degré
jp g I . -l .

h m‘,z;i; dv 4 2Drdr 0 ou dy 4 2 Dxdr zdr 0
B IR T e A o M Dyt

dv ' 9 Dedw —axdx

o3 (M I -+ Dxx)? - (M Ik - Dxz)302 [ (Mkk—+- Daz)? :

1 T
O vE (M + Dam)? 3 Df (MK - Doz)

Const, —

. y .
a valeur au commencement sera :V_Z3 nous aurons donc pour la -

a . i
3¢ (MW Daay® © 3D (MW —+ Daa)’

JEN I Const. =

S ds .
u‘antpour ¢ sa valeur -, mous obtenons: .

a i dz® 1
. g (MK Daa)* Dﬁ" (MEE Daa) T ds? (M- D:m:)2 Dff (MIk ~+ Dxa)’

udx? %
y’ i ma’,", = n.a_",7 P :-d?z VT,

_ on(MEE—+ Dxx)2, (MK~ Drz)? w (M Kk —- Dza)
T g (M —+Daa)* ~ Dff(MIk -~ Daa) nr

g (M Ik —+ Daa)?
(Mzm + me)2 ’

et puis, nous avons ¢ = iump et r=nnp; de sorte que ce cas du pro-

[ e

__9 (DThE: -4~ Daa)-
(M - Da':a:)2

ch

ur de’p' sera exprimée ainsi qu'il suit

dz 1y

- ' g (zz — aa) (M Ik -+ Daa)
Vp

P = & T+ Daw)

et partant ds =

“évident que le mouvement du tube ‘renfermant trois ou plusieurs corps, auxquels on a im-
-Commencement, des vitesses proportionelles & leurs distances du point O, que ce mouvement,
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~

dis-je, 'sera le méme que sl 0’y avait denfermé. dans, le. tube qu'un_ seul corps a la dis
04 —=a, et dont la masse fit b

Dby Cee

D= A-+mmB-+nnC, cest & dire D=4+~

difficile, lorsque les vitesses Ve, V8, V7, imprimées aux corps dés le commencement, ne suivd
pas la proportion des distances a, b, c; car alors, remontant aux trois éciuations différentio-diffé
tielles du § 32, nous ne pourrons plus supposer que les valeurs de y et z soient proportionelles:
celle de x. Car, quoique cefte supposition satisfasse A ces équations, elle ne renferme pourty
qu'un cas particulier de la solution, et il est ais¢ de comprendre, de la nature des équations ;d'1;
rentielles du second degré, quil y a encore d'autres rapports entre les variables , ¥ et z, (i}

peuvent convenir aux équations frouvées.

§ 36. Pour trouver une solution générale, je suppbse, comme auparavant, que la' valeur de;
quil tient de l'équation ' e

ddz + dude
ds* Qds?

@
7 l
nous soit déja connue, et je dis qu'on pourra déduire de 1a les valeurs de y et z, dans toute

stendue sans aucune restriction. A cet effet, je pose y = Ta, et I'on aura

dy = Tdx +xdT et
ddy = Tdde <+ 2dTda +xddT;

r

ces valeurs substituées dans l'équation S ' .

ady dudy
T dst - Quds?

SN

produiront celle-ci

Tz Tddm+ 247 dx e a;dd:l’_l_ Tdxdu zd Tdu
r - ds? ds® ds? Quds? ™+ Quas .
Mais la premiére équation étant multipliée par T donne

Te _ Tddw  Tduwdz 5

T a2 ¥ Suds? P
laquelle retranchée de celle-la laissera

2dTdz 2ddT ad T du
0 = 2 -1~ o = b
: . ds ds? Qud s2

ou bien 0:=budTdz + 2uedd T —+ xdTdu;

de sorte que nous aurons

. N OzddT 2dx du

i s T

dont l'intégrale est o Adds =zxd T Vu,
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1

e quantité constante que les conditions du probléme détermineront. Ainsi nous aurons

- : das
dT_-mm]/u’
ds
T—m —I—Af vons
Frodi A T

5 B
tme m

VP _ dzVu _Vq _ dyVu et Vr :m

a4 ds as
AY ‘ N
oy __,_bdm/u_l“)u ,uda:‘l/uf ds
T . 9= ads z ds oz Vu
_V‘_cd:z:]/u » vdmVu p ds ‘ )
r= ads m+ ds zzVu

mmencement du mouvement nous avons

dr_ﬁ Vi—=Vyg, "|/p=—"l/a, Ve=V8, Vr=Vy & [2.=0,

ous tirons les déterminalions suivantes

b

V8=

a a

e 4+ et u=a¥VB—bVe,

o . 4
Vy=g~1a+% et v=aVy—cVo,

a

conséquent:les constantes ‘zz et » nous sont connues.

EIP .t ds
8. Supposons, pour nous débarasser du signe intégral, fm: S, et nous aurons

as e s
=48, dou .1011 tire Vu=—

dw . —%2dr . dd§
—_—— e———

e Bw z as



104 I. EULERI OPERA POSTHUMA.  Mooha

- . ey - - oy . d
parce -que nous avons supposé I'élément ds constant. Mettons cette valeur a la place de ﬁ-

Iéquation -~ — ddz | dudz ot nous aurons
q ! Ir ds? Quds ud st
* ddz 2dwx? drdd S . ads dz 2 dz™ do as
2 = —"—F————, ou bicn =g, e —d . —
T ds xds? asads> r ds zds @S ds

stante. Par cette raison, changeant d’hypothése, mettons & présent la différentielle dS constaf

ce qui nous donnera
xds ddo dzxdds Qdx? o dxdds xds dd © 2dx?
T ds ds® wds i T T Tas T wds

équation qui, bien qu'il ne s’y trouve que deux variables @ et ds, en renferme pourtant trois, pa
que la différenticlle d'une troisitme dS est supposec constante, ce qu il faut bien remarquer,
sans cela, la derniére équation serait déja p propre 4 nous fournir une solution parfaite, et n

n'aurions qu'a nous y arrdter et a en chercher lI'intégrale.
§ 39. Mais n'ayant pas encore pris en considération la septidme équation
(dzx -+ Byy + Czz -+ Mik) Vi = (Aaa + Bbb + Cec +- MEE) Vg,

nous ne devons point nous étonner de ce que nous me soyons pas encore arrivés i notre but. S

. S ; . ds _
stituons donc dans cette équation les valeurs trouvées de y et z et ]/u:ma et nous aurons:

Mikds

o = (daa -+ Bbb ~+ Ccc -+~ MkE) Vg,

ﬂs— Bds( —+uS)? -I—Cis Y ¥ S§)? -

~d’ot nous tirerons la valeur de ds

ds (daa + Bbb —+ Cec <+~ MIE) Vg

a8 T Mk Bbb c Bb ¢ e
— A -2 ( i .w) S—-(Bu24-Cv?) S8

Soit pour abréger

AaVa-i—BbV,@—f—-Cch:Eng, _ -
Aaa —~ Bbb + Cec = Dff, o
A+ BB+ Cy =Ty,
nous aurons A B0 e DIy puis

aa aq aa

a
B!ﬂ—i— Cr:= Faay— 2Eaf‘V«xg —+ Dﬁw - Lt

Substituant ces valeurs, nous obtiendrons

ds . DV
as Ml D 2
—t _m/f_,_ _;f (EaV'g — DfV @) S—+(Dffn —2 EayV ag—-Faag) SS o

3
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ada'zz DDjfyds? -

— i ’
| . - D '
e J':m éf = (Ea 1/9 . DfVa) S - (D/fa-—QJ:afVag—n-raag) .ss) .

S Ceci étant trouvé “on aura ds et par consequent s. De li on déduira la vitesse
P les valeurs de 1.5 P q et r, a1n51 que la solution du probleme ]ex1ge
4188,

s dde  dude . dad dud z  ddz  dudz
il n L= IR 1 :

‘_/}Tz' d?ml_ Suds?’ 7/‘" - qg +2uds2’ )—?‘_—— Tis? Qu,dsz AT

Of;ddr;édéﬂ_du'i Oy
—dr v 2

dS ; TS ds,- o Beelg s
= ) f—— = ——
y mo-—s—,uf fu T et z nv—i—w‘w V“,
HERY Y IS

—“' dozt étre’ puse de la sorte qu elle s'évanouisse dans le cas §=0, et supposous

)ds -
01/u o

as’ ) Hﬁ-'.‘.l/r:: ds. 7
oo _V . zdf:‘l/m—in_'ﬂ ildu'}f@c‘f AR {._‘ \n e _’ J
. o P= ds sy @ ds vp]/u R S
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. ; N : . . . \ : . Lt IR
Supposons maintenant, que dans le cas de s=="0, il soit -~ =0, comme nous avons supposé

rieurement que, dans le méme cas ¢ soit =, car I'équation différentio-différentielle

v ddv dudv e
-— ._I_ —
/]" dsz 2uds®

mencement ot § = 0 et nous aurons

'

‘_ "Voaz%a Let'pa'rtantt Z::f'l/a,

seront exprimées ainsi qu'il suit ..

fo-l/“ fﬂ'l/'l.lr +fv-’/ﬁ fV'l/‘lt z_—’”‘-fv -1/7 fuj/‘ll :

\

ou ¢ doit &ire determme a laide de cette’ equatlon

v __ ddv - dudy ' i
F dst . 2nds?

. . @
en sorte que supposant s =0, il devienne d—::() et v =1

§ 2. Supposons a présent f Va = ”f}/ ). et DOUS aurons

s dt ) rds¥g : .
wYu Vg et Vu= pedt 7 @l

or, ds étant constant, il s'en suit = . . C . : N

du de ddt
Q. o at’

cette valeur substituée ci-dessus donnera

¢ dde  2dv®  dvddt ou bien vds d- dv 2dv? dvd dat
At vds deas’ . T as eds  dt ds {

Changeons & présent de constante, et supposons que I'élément d¢ soit constant, et nous aurons,

ods _ dibT 9% Tt
T s vas

w__a_v_!_tm/a __Eg_l__tv'l/ﬁ L +tuVy
=T e YT e T T TG

les vitesses' Vp, Vg et Vr obtiendront. & leur tour les valeiirs suivantes

Vp.=£ﬁ+w: Vq_ o [ OV otV V;~=m+w.;:ﬁ

¢ vpdt vodt v vodt .

I
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onfin. la septitme équation. du § 29 qui est

.’/
g, se change en celle-cl

ansidérns,
Jf)fmm'»;—— Byy 4~Czz - Mkk) ’]/u e (4aa 4 Bbb 4= Ccc L ﬂ!kk) Vg
l[ r,—,’,.‘( ¥ ;i\'.:' L ""\L'—‘ T RIS IS 4o il

zq,im f 'Bm; - Gz ot Mkk = (Xaa - b + Coe -+ - Ml ;:l
13 Ghi ies +- r o
€;1135t1tuant p0ur x, y, z lears valeurs respectwes, A
Mkk-—lm '_(.411 __I_QAczﬁ/a ‘ _‘E“_ﬁ) SURRA
CEATIRR gt n 2..&?){"/58::_ Bﬁ,tl e Ly i 7 .
+7}"(Bbb—'—T e g_)
Bty

ur-abréger .comme auparavant

i

Aam-ﬂ—, Bbb ot ~Ccc =Dff -

o MV Bb;

do 4+ BB —+ Cg/ -—Fg

équatlon prendra la forme suivante

VB CoVfy =EFVg. e

2 Etyy Fitop 1'5'::'9 at M ko dt
MEE -~ Dop —+ —+ =
Bl s TR T T T s
SRTTIN I ) B ¢ Y oy
ds — (Dff -5 DIEEY vo df " e

T Mk - (Df+2Eft+ Ftt).

(D}ﬁ- i

T R D D Ef R

— fd ?udd j o :igdz-»w '-V» ‘.
de — fqu et ddv—= ,f,z,.qa’_*__f::, )
9 - ¢ .9
ddv  —ddg - 2dg? a0 9dgt
=TT T gy T2
v P @ ' v @ )
ds* _ ddv 2de? _ —ddp
‘EJ."‘,‘%‘ -——-T VEL e ”2:‘_—‘( ¢" s
esuliera cette équation finale i \ '

Yoo AR

DI+ Mm)z a2 o

{

? | (Mkk;oy)-—!—-Dﬁ"—l- 2 Eft -i- Ftt)2

=0 "

2

“contenant que deux varlables 90 6"t ot/ Tun, des éléments, df, étant supposé constant,

=i
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exprime le rapport entre ¢ et i Mais ayant déterminé ¢, et par conséquent v‘:;{ par.
sera aussi donné par ¢, et finalement, on aura les valeurs de x, y, z, Vp, Vg, Vr ‘s
Vu="5Y9, \outes déterminées par la seule variable #. Le probléme proposé sera, par econséy

oo dt

résolu. e ‘ ' : o
§ %k Ne voyant pas encore, comment I'équation derniérement lrouvée puisse étre résolue, J.—
pliquerai la solution~a un cas dlgne de consndératlon, en supposant Tinertie du tube évanouissyy

Soit donc M =0, et nous aurons

i

ddzp DD e
7 © (OF+2Eft+Fu) 0

- o d
Pour trouver l'intégrale de cette équation, supposons go:ef #%, et nous aurons

—~_d7,y+1,m,bdt

pppat
dyy y’y{dt,"— D+ 2Eft4- Fti)2 ™ 0
d'ou il est clair que, si cette équation admet l'intégration; la valeur de o aura la forme suivar

_ -+t |
Y= Df+2Eft+Fit

Supposant donc cette forme, nous aurons

__ Dfpdt— 2Ef§dt—52F§t&t+Fyﬂdt EEdE - QEqtdt -+ ppttd
v dy = Or+2Ef+Fag ’W’dt O+ 2Bft =+ e

et partant il doit y avoir .
{0 +Dlfy—2Ef{ +DDff =0, (y—FL=0, gm— Fp=0;
d'ou nous tirons, pour satisfaire aux deux derniéres égalités, 7=F, et de la premicre
| ¢ = Ef - fy/(EE— DF— DD)
ce qui nous donne pour wdt cette expression

== {dt V(EE ~ DF — DD) < Efdt+ Ftdt
 Dff+2Eft+ Ftt

wdi =

. ' , ) fatV(EE — DF—DD)
donc [wdt=1.V(Dff+2Eft+ Fu) =+ e

§ &5. Mais I'équation qui exprime la valeur de ds nous domne

. Dy
ds = D~ Bft + Fit

ou DF étant > EE, comme il est bien facile de sé convaincre, ll’intégrale sera

— Df on. L V(DF— EE) _ y
= Vor-Tm) Arc tang Df+ Bt alo



s

4 oGS Gt — gin Gs ot Df-!—l?l ' T COS-@-
— = WBT VD@f+2Ef-Tw) O Df 1/D @25+ D
. Gs . . . ) )
S0t nnnied Dfsii— . ’ Ll S
f ' D, GrvD
= ot V(Dff 2Bt Fi) = — AL
- 'S e A . . AT .
: G—-Etﬂngﬁ GcosD—f —-—Est——r' Gcosb?—EsmITr

7

Parce que DT>L'E ilest clair que V/(EE —DF— .DD). est une quantité imaginaire,
o T4V (EE— — DF—DD)

Dfoatfis e MM les- logarithmes imaginaires, la-

; ourqum ll faut chel‘chcr Iin tégrale

[ ¢ V(DD+GG)Z 1"t—|—-.Ef’-—Gf1/~—i
26 Ft-—;—Ef+Gf‘l/——

V(DD G6)

g=d =T (n:E,«+ o7 5 2€ V(Dff-+ 2Efi+ Fi).

fdtV(EE—DF—DD) __ ds'lf(EE—DF—DD)
Df-+-2Eft—w-Fgt - .. Df e

sant ';/ (DF EE + DD) = V(GG - DD) = H; nous aurons

»l ‘V(Dﬁ—t—2Eft4 Fif) ~- By~ o7 i, et part".é}nt lg,?:—.ef —Je Df V(fo—i- 2Eft+Ftt)

ress s vegiet Yoavey e l\!t’

ddgo DDA 0

+ o~ 2k Ftt)"

— Hs‘]/.—...

90 e V(Dﬁ"—!— ‘)L‘ft—(— F tt)

deux intégrales partlcuheres, en les aJoutant ensemble, nous obuendrons I'intégrale com-

HS'I/-- —H .ﬂ/—
' —(Je Df f+ Ke or . )V(Dﬁ"—l— 2Eﬁf+ Fit) '
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i eI N

pourvu que l'on dohne aux constantes J et K des valeurs Propres pour eela.» Soit J = §+’}

et K=1{-— 7; 1/-— 1, et lexpressmn

W ere s B e da g ¢ O O N T b a8
BV -1 — BV ~1 '
Je b7 -+ KeDr — se changera en celle-ci 27 cos

—|—277 sin &

Df Df

Substituons mamtenanl; aussi a la p]ace de ‘V(Dﬂ'—l— 2Eft—x—Ftt) sa Valeur trouvee en. s,

‘\‘z \

aurons, erm changeant ]a forme des constantes encore arbltralres R

:

MCOSB -I—'VSIDES— X Coey T GcosG——-—L‘smGs - o3

AT Df Df M3 e paII'c oy wan ‘pf Lo Dp f .

9? o GGos g__ﬂsmGs 2. T B T MCOSBS vsm s, " . . N
Df Df vy ooohbnop P of t Df

LRI

des conditions. reqmses au S 41, en vertu desqu
i

Les constantes o et » se détermingmnt pars

posant s=0, il doit &tre ¢ ="7, et‘ — O-'—Supposant"dorrc—s_ 0;-nous " aurons f= =5 e
¢ = G. Ensuite, en prenant:les; dlfferentlelles et omettant les sinus fui, pour s="0 §'évanouis
on aura ey
- SRRV Yoo i G Hs [ v
—(uE — — _
2 (#EG —v GH) cost cost
ds = D(
,ucost -i—vstf)
[EEEIAPREE GRS B B TS [EE T U

dont la valeur devant étre =0, pour s== 0, nous aurons ‘LLEG-FVGH-——-O ou ¥ = 7@:

et par conséquent il y aura Afe o AR e *
Gs-
- R GH 05 — — ER sn] -
BT A gt I I D Df
GH’ — — .
cO08 Df EGstf

Gs e - s | Gs
G 0§ — — Hsin— Co b —
v Df “or m , Dfsmpr H
Creres Lt ‘,4-—|v._‘l - .- Hs: i H&-'E:‘L ! T £ T P
SA f Hc’os‘—'s—-E'sin; ) i f Hcosgﬁ-—-rsmlf N

Df bf ~ Df Df

fht NH R

et ces expressnons servxront a determlner ae, y et z. Pour trouver d'abord la valeur de Vau,

aurons
(Gcosg——EsmGs ) : (HGOSI_ZS s Hs)‘~’
as _ U Py o T ERy)
i oL e, 66 vode "~ By ’ iy
et de l4 nous itrouvons
Lo : s
’ Ecos'———-—Esm— -
2 _l/u s /]‘d,n/g_ ( Dr ) Vg

Cotee o oede -7 2 oo v et



G . /
za cos N Eg sin ﬂ—n—-»nﬁ % gin &

o X oF or T Vg U of
G Ecosﬂs & Hs ?
N B )'_ ‘B'ln ﬁ

111

BRI

Gs’ 6s  DfYp
6b c0S — — Eb sin — in 25
_E cos Df sin Df+ _'/g s111 Df
= ¢ B'cosH Esnns ’
of — U bf
%";? 2L TSR P A UL RS o L PO | - “ PSRRI S RSN G ;!\.A;lf.if_tr'
Gs Df'l’?....Gs U T
G — — ity St PLES A LA H S A P PO
. = ccost Ecsan Va Df
2=
. - G . Hs Hs .
b ™ ve -'Hcos—‘—-.l}sm— bt
= : ‘o 1ng Df . Ly
ulsque Py =2 =55 00US’ aurons W BN
S iy P w—-.l‘_‘('m/a “DEa g\ Sm 65 -.-n'ﬂs-" R LU
VP * COS pr 05 pp & ¢ar ) S0 5 o o7 +
by v--'
. EYa GG+ EE)aVyg, . Gs Hs BE 4- HR m/ s Hs
__.__(—»al—g) — CO0S - — ¢ ) g) cos 7~ sin 7
G DGf . Dr — Df } DHf nr
et B s B meelnle S N
 Hs HYB .. DEbYg, o Gs . Hs . :
J/q__"l/ﬁcos cosD—T—l_— 5 GBf) "Ffsmﬁ—'_ 5 :
'-‘_(EV{J (GG+EE)b1/g) sin & cosE- (B EVp (L‘E—i—-HH)b'l/g) cos, & sin 2
‘ Def Df P TENTg T T TDEE DfF > Df
L PRTEE »,w 4 - ‘ 1\
s mvy pmve . 6. m
pe=" —_ e e (Ll —
V = Vy cos 7 ©% 57 ( GHf) wa ° sin Tt
(GG-»-EE)u/g Gs Hs EVy, (EE+HH) c‘l/g Gs Hs
..... DG ~) sin o7 COS 57 — (& D7 cos fsm o
: tempsétant. - D oo el B P L
ds HHds
A T Ve e o ™ 9, : .
(EcosITf——-L‘sm -—-) P q
H‘-Eési' aby TS FONT PSRN S TSR S TR "‘2"&*“‘ RS Cevie i LT
DF . ‘.‘Hs{' RS Y S
Ve or Ot '
s .
. k; . ;;;i';a! L HCOS-‘%;:—-——-.DSIH b}\‘nl - -‘ ) ,\;"‘ woronis

W

'

- ‘em'p‘s'dans lequel le tube, \depuis e commencement est parvenu, en OF,

[T ! :-4*‘"!«1(

T ed 1.‘.( . Pton F == ]

ef

PatiTe

wh et
‘;, L

par.
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Supplément,

e

La solution du second probléme peut s'opérer encore plus aisément de la maniére suiv

Ayant trouvé dans le § 29 les ‘équations que voici

dz ds . II .y d_s 1L dz as

L = L 7= v =
V. ffdp =2uxdz, V. ffdg=2uydy, - VL ffdr=2uzds, .

VIIL. (A'wa:lhl- Byy -+ Czz =+~ Mkk) Vu = (Aaa —+ Bbb ~+- Ccc -+ MEE) Vg

[ =

sapposons I'élément du temps = di, "nous aurons

ds __dw __ay __ dz a

— == et partant

Vu Vp Vg Vr p :
___ds? _'__da;"" __ ay? t r_dzz
b=3gp> P=gg> 1= ¢ T

Supposons maintenant df constant, et nous obtiendrons
flddx = xds?, ﬁdd&:ydsg, 1‘]"r:ldz=zval<s2
et pour Ia septitme équation nous aurons‘ celle-ci |
(dzx -+ Byy + Czz —+=MkK) ds==(Adaa—+ Bbb ~ Cec + Mkk)di V/g.
Mais la eonservation des forces vives a donné au § 30

ff (4dz* + Bdy*—+ Cdz®) +ds® (dxx -+ Byy ~ Czz -+ Mkk) =
ffdi (de -+ BB -+ Cy) -+ gdt? (daa -+~ Bbb + Ccec —+ MEk)

mais Adx*-1- Avddz -+ Bdy*-+- Byddy —+ Cdz?~+- Czddz étant la moitié de la différentio- diffé

fielle de Axwx -+~ Byy -+ Czz -+ Mkk =2 dt;/‘q: nous aurons
DfVy dt  MIEds? M
o dd - — -+ 7 = (Dg + Fyg —F—wﬂﬁ) de.

. de e
Soit ds = —, pour avoir

Dffdde 42200 =2 (D+ F+21) de V.



De motu corporum in lubo mobili circa axem fixum. 113

dydp

it dt = pde, et on aura ddp = — ;» et par conséquent nous obtiendrens cette équation:

s

—Dffdp  2Mkkppde Mk .
s T vy =2 (D —+ —|——) ppdeVg, ou bien

—Dffdp  Mikde X Mk :
- s 4
5l T (D~ F 7 Yde Vg,

”'jé'quelle étant intégrable, donnera

]l}" _ Mk (D P M kk) 0 _l/g oA

pp MYy
o [}" M E A= (D - T - MIR).g v - Affo. Vg

PP vy

" par congéquent :
e o TV D Vo)
¥ = V(M- A e Vg - (MIk—- Dff 4~ Ff) gve) .

) r frav ¥ (Do Vg) .
=/ V(M -~ 4 frv Vg -+ (MK DI~ Fff) gov)

frde V(D Vg) )
. J v vupm-.-A/fu1/g+(z|11m+1),7+ FfT) gov)

: . . ds 1 .
r, nous avions au commencement du mouvement dt,:;/—g et t: 0, partant v = g mais

Azz - Byy 4 Cxz —+ MEk done dv Q Andx —+— 2 Bydy ~+ 2Czdz
¢ Rl - —_—— .
¢ DfVy ’ at Dt vy
N . dz @ 1 2E ¥
mmencement ily axz=a, d—t‘z‘l/cz “ete. done Fria - =D—f, et par conséquent

4EE 2 Mk

 Mais lorsque o=, il doit y avoir £=10 et s=0, par quoi les —intégrations étant définies, on
IS 1/9 . .

moment ¢, déterminer la situation du tube s. Ensuite, les places des corps

équations:
a:ds2 ‘ zdt
ffd- ="
- & : :
@
)
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