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Litterae ad cel. Lagrange datae. . 555
C. Oectodecim litterae ad Cel. Lagrange datae annis 1755 ad 1775.
].0

. Vir praestaniissime atque Excellentissime.

Perlectis tuis posiremis litteris, quibus theoriam maximorum ac minimorum ad snmmum fere perfectionis
fastigium erexisse videris, eximiam ingenii {ui sagacitalem satis admirari non possum. Cum enim non solum
in tractalu meo de hoc argumento methodum mere analylicam desideravissem, qua regulae ibi traditae erui pos-
sent, sed etiam deinceps non parum studii in hujusmodi methodo detegenda consumpsissem, maximo sane gaundio
me affecisti, quod tuos profundissimas aeque ac solidissimas medilationes super his rebus mecum benevole com-
municare voluisti, gnamobrem tibi me maxime obstrictnm agnosco. Statim -auiem perspisi analysin tuam, quae
meas hujusmodi problematum soluliones per sola analyseos praecepia elicuisti, multo Jatius patere mea methodo
ideis geomefricis innixa. [n universa enim serie valorum ipsius y, qui singulis valoribus ipsius @ respondent,
donec « dato valori a aequetur, ego unicum valorem ipsius y data quadam particula dy augeri concepi, indeque
incrementum in formula integrali /zdz ortum investigavi, dum tu, Vir clarissime, singulos valores ipsius y in-
crementa 8y capere assumis, quam ob causam, non dubifo quin tua analysis, si penitus excolalur, ad mullo
profundiora mox sit perductura. Cujus quidem praestantiae jam eximia exempla a te feliciter confecta circa
lineas citissimi appulsus ad datam Jineam, quin eliam de methodo maximorum ad superficies applicata commemo-
ras, quae omnia ut accuratius persequaris etiam atque etiam te rogo. Mea quidem methodo usus, plures hujusmodi
quaestiones circa superficies pertracfavi in scientia navali, quae duobus voluminibus in 4 Petropoli pluribus
abhine annis prodiit. Quod autem ad {uam methodum, qua singulis applicatis y incremenla Jy {ribuis, atlinet,
antequam hoc ipsum, quod non aperte indicas, animadverti, de consensu tuarum formularum cum meis dubita-

veram. UL enim /‘zdw fiat maximum existente:

dz = Ndy + Pd’y+ Qd®y . ....

.

(ubi quidem pro Sz unitatem pomis, non pro z, ufi forte lapsu calami notas), necesse est, ut tuo signandi

more sit
0/%dx, seu [Ozdx=0.

At vero invenis, ponendo tecum 1 pro dx:

8/5=/ (N~ dP--d*Q} —d°R etc.) 8y~ (P — dQ—-d*R) 0y <+ (Q — dR) diy elc.

unde concludis esse debere

N—dP 4-d*Q —d*R=0.
Cum lamen natura maximorum tanium postulet, ut sit:
SN — dP + &*Q—d°R ele.) dy=—0.
Vernm perspecta amplitudine . ...... si unicae applicatae y incremen....... SN —dP4d*Q —) Oy alius

val ....... paries (P—dQ--d*R)Sy—4-(Q ....... o=ngc referuniur evanescere, ....... sensus depre-

hendatur,

Vehementer eiiam te rogo, Vir clarissime, ut mihi ignoscas, quod ad {fuos priores litieras m......com-
mercium nostrae urbis cum Italia ....... ut nisi per mercatores promoveatur, non ....... possit. Quare
cum mihi jam mercalorem tuum indicaveris, has litteras ad eum per mercatorem mittens rogo, ad quem etiam

tuam responsionem, qua forie me honorare volueris, per tunm mercatorem mittere vellem.
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Bernoullio commercio reperies.  Vale et salve‘

Dabam Berolini d. 6 Sept. 1755.

T N R A R R s,

s g e YD clarissime ..at_que:,.aculissi!il,e,; B
Do » : .
Bmas tuas eplslolas, a]leram c1rca ﬁnem anni elapm, a][eram vero nuper, ad me datas, summa um vo-

e FUERS A1
luptale perleul summamque .muenu tul persplmclam mamme sum admlratus. Non solum enim methodum il

LRish

Iam mammorum et mlmmorum, cu3us eqmdem prxma quas: eIementa exposueram ex veris iisque subt)hsmm's

Subuhssmnae aulem hlc occurrunt quaesllones, quae non solum omnem mgenu so]ertlam sed eilam mammam

-H'i

mrcumspectmnem in ra‘uocmando poslul:mt quandoqmdem haec methodus nolns objecta pllmrms plerumqu.e c

L

dum natura max1m1 mlmmwe postu]at di b'to an aequat'ones dL-—O d~L—0 seu L—-‘

0 'quae sc1llcel lndlcat traclu curvae, paulu]um 1mmulalo varlaixonem mde orlam evanescere

ad eundem sub aliis mrcumstanms perducere queant Neque etlam transformaho {'olmulae

Lon m L61—dL o etc.
J Loy /Oy — L/ %y

novas determinationes mihi quidem suppedltare v1detur sed tanlum 1ndlcare si sit L=20, fore etiam L—*

quod utiqie verum est, sed conclusio ‘inversa Tocum’ non habet. ‘Nam nisi sit’' L==0, ralic’ maximi VLI'»"mm
non amplius versalnr; sed fortasse hujusmodi positiones aIiis pmb]ematis solvendis inservire poterunt. Qﬁé&‘_a
tem brachystochronas per tria plurave puncta data u'anseuntes atinet, crediderim eas non esse curvas commua ;
sed a quovis puncio ad proximum sequens arcum cycloidis duci oportere, quo’ tempus ‘translationis ab ‘altero
ad alterum fiat- minimum: i enim corpus celerrime singlas has portiones percurral; lolam curvam sine dubio”
tempore brevissimo conficiet. - I

Deinde si non inter omnes curvas, sed eas tantum, quae sub certo guodam genere conlmentur, quaeratur a,
quae maximi minimive proprietate gaudeat, tua qmdem methodus, ad hujusmodi quabstlones aequo cum 8u
cessu adhiberi polest, dum mea nullius est usus, sed evolutio caleuli saepenumerc maximis obnoxia est diffi-
cultatibus; velut si (Fig. 76) super semiase horizontali dato AC infiniti describantur quadrantes elliptici AD AQ, qui

ratione semiaxis: conjugati CD, CQ, differant, inter eosque quaeratur is AD, super quo corpus. in. vacuo desce,.

sum-ex A incipiens, citissime ad rectam CQ perveniat, aequatio infinita pro specie hujus ellipsis invenitur, lmd‘f':*“
non nisi appropinquando valor semiaxis conjugali CD definiri potest. Adhibitis autem appropinquationibus.: re=l"

peris esse debere::i i .o Lo L T : e TR

8CD* = 34C* sen CD= ACJ/%

L]

")-Omnes litterae & Berolino. datae propria Euleri manu conscriplae suni, e
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3 ergo velim, an baec sit vera solutio? el s sit vera, an ea non directe ope methodi cujusdam cerlae ob-

ri queal.
Litteras (uas tam profundis meditationibus referlas cum illustrissimo praeside nostro commumicavi, qui sum-

a luam sagacitatem mecum plurimum est admiratus, simulque tibi pro suscepto principii minimae aclionis

-ocinio, maximas agil gralias: {uogue nomine mumersm socior
uod munus ul tibi conferatur prima oblata occasione curabit. De eo guoque mecum est allo-

um academiae nostrae haud mediocriter illustra-

¢ iri censel, q
16, ul ex te sciscilarer, an non sedem, qua Taurini frueris, cum alia in Germania sub auspiciis regis nostri

nificentissimi, cui te commendare vellel, permutare cupias; qua de re ul me cerliorem facias, enixe rogo;

i enim certe nibil evoptatius exenire polest, quam si {ecum coram communicare, tuague consuetndine frui
ret. Vale el salve, Vir praestantissime

Berolini d. 25 Aprilis 1756. Tibi deditissimo L. Eulero.

3-

Vir clarissime ac praestantissime ,
Ad lilteras tuas mibi quidem jucundissimas prius respondere nolui, guam senientiam tuam cum illustri

\eside nostro nunc in Gallia degenle communicavissem, qui uti tuum praestantissimum ingenium mecum maxme

niratur, ita mihi mandavit, ut quantocius

Jroram adseribi curarem. Quod cum summo applausu hodie sit expeditum,
ipsit, se post reditum suum apud regem nositrum omnem

te Academiae nostrae commendarem, et in numerum sociorum
consuelum diploma cum his litte-

accipies. Caeterum ill. praescs nosier mibi perser
pram esse adhibiturum, nt tuis meritis dignam slationem ohtineat.
, &i ad ipsum lilteras dare volueris, quas ita inscibere poteris: ad M. de Maupertuis,

Cum is tam propenso in te sit animo,

ad abs re fore arbitror
oyale des sciences et belles- lettres de Prusse, & St.-Malo, quo loco hyemem commorari de-

isident de 'académic v
cum desiderio expectat, quibus in

svit. Interim Academia nosira profundissimas tuas medilaliones summo
slerum nosiri c_ommentarii exornentur. Vale, Vir clarissime,
faveque ingenii tui sagacissimi admiratori candidissimo

Berolini d. 2 Sept. 1756. L. Eulero.

4.

Vir clarissime ac praestantissime

Inter {of el tam atroces tumultus bellicos, quibus hic undequaque premimur, taniis curis equidem sam

ram negligere sim coaclus, ex quo imprimis te, Vir clarissime,

strictus, ut fere omne commercium litlera
ibendo vitio vertere velis. Quanquam autem Miscel-

fam atque ctiam rogo, ut ne mibi meam negligentiam in scr
um exemplar mihi benevole destinasti, nondum accepi, nec fortasse fam

quin tibi pro hoc testimonio amicitiae gratias agam maximas, simulque
s investigatio-

nea philosophico-mathematica, quor

to expectare possum, famen non potui,

cam laetitiam et admirationem declarem, quod tam felici successu fam sublimes ac profundissima

<
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cipere posses. ‘Nunc quid tibi scribam nescio? 'Fama est locim praesidis Alembertio cum maximi

mentis destinari, quo casu an tuum excellentissimum. opus huc mitti consultum sit, “ipse judicaveris.. Q)
tius operam da, ut quam primum prelo conimitlatur; hic enim' his turbulentis temporibus vix quisqua:

pold suam. operam essel praeslaturus. Genevae pulem hujusmodi opus commodissime excudi posse, -Vel:.'Lausanﬁsaej

ubi quidem summo otio fruuntur. Lubens cognovi.tibi meam solutionem cordae vibrantis probari,::quany. Al ey

bertus variis cavillationibus infirmare est conatus, idque:-ob-eam solam rationem, quod non ab ipso :eéset ipros
fecta. Minalus est se gravem refutationem esse publicaturum, quod an faceret nescio, putat.se per.‘eloquentiagy

semidoctis fucum esse facturam; dubilo an-serio rem gerat, nisi forte amore proprio sit penitvs occoecatus, Vo-

Init nostris commentariis non demonstrationem, sed nudam declarationem inseri meam solutionem maxrme esse
vitiossam, ego vero opposui novam demonsiralionem omnisrigore adornatam, sed praeses noster bealae memo-

3 ‘s . 3 - i
riae noluil ipsi nostram Academiam tanquam palaestram concedere, unde etiam meam conﬁrmatmnem lube

suppressi. Ex quo judicabis, quantas turbas, si praesidio dccoretur, sit aturus, equidem omnia lranqmllus
expecto, nihil ‘negolii cum illo mixturus. i R

Analytica tua solulio problemalis isoperimelrici continet, ut video, quicquid iil hac quaestione dés'ide::an
potest, et ego ‘maxime gaudeo, hoc argumenlum quod fere solus ost primos conatus quasi post Ilmmes tracta-
veram, a {e potissimum ad summum perfcctloms fastigium esse avectum, Re dlgmtas me excitavit, ut tms lu~

minibis adjulus, ipse solutionem analyticam conscripserim, quam autem celare statui, donec ipse ‘tuas ‘medi:

tiones pub]:m JUF]S feceus ‘ne u]]am pariem glorxae hbl dehltae praer:plam.

inveniendi ex daia differentialium vel prnm vel alhorum graduum relatlonq ; unde prout funchones ‘sini vel‘u

vel duarum pluriumve - variabilium; totum opus- in duos- libros le]Sl, ubi: quidem pro¢ posterlorl—-vm—-qt

est cultum, - Eo perlinent scilicel quaestiones de cordls vibrantibas, ubi” pro dato tempore ? et ‘Gordae pum:'

cujus situs variabilis, denolelur ejus celeritas et ...... determinari debet : quaeritur enim functio quaedam (

S I : ; d*r ar
binarum varjabilium 7 et s ex data relatione formularum: Sz el o0 et hujusmodi formulis universa Hydrodyna~

mica innititur. Utilissimum ergo erit bane partem calculi mterrralls adhue fere intactam accuratius- evo]vx, cn]us

equidem prima fundamenfa jam jecisse videor. Incipiendum autem erat a differentialibus primi gradus, ut funcllo
d o
r binarum variabilium # et s definiatur ex data quacunque relalione inter r et has formnulas &I et — per dif:

ferentiationem inde derivatas. Ex quo perspicuum est fere omnia, quae adbue de integrandi melhodo sunt. pro-.
lata, efiamsi binarum variabilivm mentio fiaf, ad primam tamen partem referri debere, quia altera ut: funclm

alterius (ractatur. Alio forte tempore plura de his commemorare continget. Vale ac fave

Berolini de 2 Oct. 1759. N
Tibi addictissimo
L. Eulero.

s

arrnopere opto.
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3
Monsieur,

Ayant recu FPexcellent présent que vous avez en la bonlé de m'envoyer, je 'ai d'abord parcouru avec la
plus grande avidité, el je n'ai pu assez admirer I'adresse avec laquelle vous maniez les équations Jes plus
difficiles, pour délerminer le mouvement des cordes et la propagation du son. Je vous suis infiniment obligé
d’avoir mis ma solution & I'abri de toute chicane et ¢’est d'aprés vos profonds calculs, que tout le monde doit
reconnoilre A présent l'usage des fonciions irréguliéres et discontinues pour la solution de ces sorles de pro-

blémes. En cffel, Ja chose me paroit & présent si claire, qu'il n'y sauroit rester le moindre doule. Svpposons

dr,

. . . . , ., ar . ..
qu'il faille chercher une fonction » des deux variables 7 el « telle, qu'on ait #: =;» et il est évident que

toute fonctions de £ 4~ z, tant irrégulitre que réguliére peut élre mise pour »: par exemp!e', ayant tracé a plaisir
(Tig. 77} une ligne quelconque AM, si 'on prend I'abeisse AP =1+ x, 'appliquée PM fournira une valeur pour 7,
et il en est de méme du probléme des cordes. A celle occasion j'ai observé, que ma solution n'est pas assez générale;
car pour gu'on puisse donner 4 la corde au commencement une figure quelconque AMB (Fig. 78), ma solution
exige que dans cet élat, il n'y ait pas de mouvement; mais je puis résoudre A présent le probléme Jorsqu’on
a donné d'abord & la corde non seulement une figure quelconque AMB, mais qu'ouire cela on aif imprimé 4
chaque point B une vilesse quelconque Mm. Je vois que vous avez iraité le cas ol Ja corde au commence-
ment est fendue en ligne droite 4B, mais je ne sais pas bien si votre solution s'étend aussi au cas ot l'on
suppose A la corde oulre, le mouvement donné, une figure quelconque. Je passe 4 la propagation du son dont
je n'ai jamais pu venir 4 boul, quelques efforts que j'aie fails pour cela, car ce que j'en ai domné dans ma jeu-
nesse es! fondé sur quelque idée illusoire pour metire d’accord la théorie avee l'expérience sur la vitesse du
son. Jai donc Iu voire mémoire sur celte mitiére avec la plus vive sdlisfaction, el je me puis assez admirer
volre sagacité en surmonlant fous les obslacles. A présent je vois bien qu'on pourraif tirer la méme solution
d*r

d?r s . : o . .
de la formule E o en faisait usage des fonctions discontinues; mais alors M. D’Alembert me ferait

les mémes objections que contre le mouvement des cordes. Ce n'est qu'aprés vos recherches que je pourrai
faire valoir celte méthode. Jai résolu par 13 le cas ot 1'on suppose au commencemeni non seulement un dé-
placement quelconque a autant de molécules d'air qu'on veut, mais o Fon donne oufre cela & chacune un mou-
vement comme dans les cordes; mais en ne considérant qu'une lighe physigue d’air, ou bien un {uyau mince
¢t droit rempli d’air, comme vous I'avez fait. Cetle généralisation me parait d'autant plus utile qu’elle nous
découvre plus clairement le mouvement dont {outes les particules d'air sont guccessivement éhranlées. On peut
aussi par 13 résoudre un douie bien important qui m’a longlemps tourmenté; c'est qu’un éhranlement excilé en 4
(Fig. 79) se répand également des deux cOiés du point A. Mais élant parvenu en X, il ne se répand que vers E: on
demande donc quelle différence il y a entre un ébranlement primitif en 4 et un dérivatif en X, pour que celui-
13 se répande vers D et E et celui-ci uniquement vers E. Ce doute est levé par la solulion générale doni nous
venons de parler, et gui fail voir que le déplacement primitif des particules en 4, avec le mouvemenl imprimé
A chacune pourrait élre tel que la propagalion ne se fit que dans le sens de I; et on s'apercevra ensuvite que
celle circonstance a toujours lien dans les ébranlemens dérivés. 1l est bien remarquable que la propagation du
son se fait actuellement plus vite que le caleul ne Vindigue, et je renonce A présent & la pensée que jeus
autrefois que les ébranlemens suivans pourraient accélérer la propagation des précédens, de sorie que plus un
son serait aigu, plus la vitesse serait grande, comme vous Yavez peut élre vu dans nos derniers mémoires.
Il m'esl aussi venu dans I'esprit d'examiner, si la grandeur des ébranlemens n'y pourrait causer quelqu’accé-

Iération, puisque dans le calcul on les a supposés infiniment petils: et il est évideni que leur grandeur chan-
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gerait le calenl et Je rendrait intraitable. Mais avfant que je puis I'entrevoir, il me semble que celte’ circon-
stance diminuerait plutdt Ia vitesse. C'est dommage que ce méme probléme ne puisse pas étre résolu en don-
i nant & I'air trois dimensions ou seulement deux; car on a lien de douler que Ja propagation fut alors la méme;
au moins est il certain que les ébranlemens seraient dans ce cas plus faibles, plus ils s’écarteraient de. I'ori- -

i . gine. J’ai hien trouvé les formules fondamentales pour le cas ot I'étendue de I'air n’a que deux dimensions,

iy ou est contenue enire deux plans. Soit (Fig. 80) ¥ une particale d'air dans I'état d’équilibre, qui aprés quel-
qu'agitation ait été transporté en y; posons AX—=0X, X¥V=1¥, Xo=Yu=gx el wy==y. Cela posé, tant
@ que y seront certaines fonctions de X, ¥ et du temps ¢ et partant de trois variables. Je trouve pour leur

.détermination les deux équations suivantes:

e o o -+ —azy t
ar i T %y ©
¥y o d%y . d*x
a? T %ot gy

de 13, si je suppose que I'ébranlement primitif se passe en 4 (Fig. 81) el qu'il se répande de 1A en ondes

circulaires, de sorle qu'une de ces ondes ZV, dans I'état d'équilibre, ait été, aprés I'agitation, 1ranspgﬂée”én———~m‘

zv; posant AZ=2Z27 el Zz ==z la quantité r sera une fonction des deux variables ¢ et z pour la délermination

i de laquelle je trouve celle équation .
) : dz'r__ ar a dr ar

e T (L — —_——
2 ar* d:* 5 dz %2

En rejetant les deux derniers termes, il reste la méme équation qui convient au cas o I'air est étendu seu-
lement en ligne droite 4E. Or par cetle équation il ne parait pas que la propagation se fassé avec ]la méme
vitesse dans les denx cas. Il serait donc fort & soithaiter que Y'analyse fut portée au point de pouvoir résoudre
ces sortes d'équations; et j'espére que celte gloire vous est réservée. Ce que vous dites des échos est aussi

important dans l'analyse que dans la physique. Tout le monde doit convenir que ce premier volume de vos

travaux est un vrai chef-d’oeuvre et renferme bien plus de profondeur que fant d’autres volumes des acadé-

mies établies; jamais société particuliére n'a mieux mérité d'dtre soutenue par son souverain.

Quant anx sons de musique, je suis parfaitement de votre avis, Monsieur, que les sons consonnans, que --
M. Rameau prétend entendre d'une méme corde, viennent des autres corps ébranlés: et je ne vois pas pour- ‘
quoi ce phénomene doil éire regardé comme le principe de la musique, plutot que les proportions vérilables
qui en sont le fondement. Je crois encore avoir bien déterminé le degré d'agrément avec lequel on entend ' -
deux sons donnés, et de 1d deux sons dans la raison de 8:9 s'apercoivent plus aisément que s'ils étaient “
dans la raison de 7 :8. Mais je crois qu'ici il faut avoir égard & un préjugé par lequel on suppose d'avance

la proportion des sons, et alors une aberralion est insnpposable; comme celui qui accorde un violon, si deux

- cordes se trouvent dans I'intervalle d'une sexte, les juge fausses, parce qu'il prétend que leur intervalle soit
une quinte. Ainsi, pour I'intervalle 7 : 8, il sera fort difficile de Je prendre tel qu'il est, on s'imaginera tous A
jours qu'il devrait étre celui de 8: 9, celui-ci étant mal accordé: il me s'agit que de prévenir ce préjugeé, pour
melire en usage inlervalle 7 :8; mais il faudrait aussi pour ccla des régles particulitres de composilion.

Je viens d’achever le III° volume de ma Mécanique qui roule sur le mouvement des corps solides in-

flexibles, J'y ai découvert des principes tout 4 fait nouveaux el dé la derniére importance, Pour qu'un tel corps
tourne librement autour d'un axe, il ne suffit pas que cel axe passe par le cenire de gravité (ou plntot par:le
centre d'inertie du corps), mais il faut, outre cela, que toules les forces cenlrifuges se détruisent. Il est bien .
évident que dans fous les corps, toutes les lignes qui passent par le centre d'inertie n'ont pas celle propriété: ..
Or jai démontré que dans tous les corps quelquirréguliers qu'il soient, il y a toujours trois lignes perpendi=

culaires entr'elles qui remplissent ces conditions; je les nomme les trois axes principaux du corps, par rappork
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aux quels je délermine ensuite les momens d'inertie. Cetle considération m'a mis en étal de résoudre quantité
de problémes qui auparavant m'avaient paru insolubles, iels que celui-ci: ayant imprimé a un corps quelconque
un mouvement quelcongue, déterminer la confinuation de ce mouvement, en fesani absiraction de touie force
qui pourrail agir sur le corps. )

Yespére que vous aurez regu ma dernitre letire; pour celle-ci, je la fais passer par la main d’'un ami a
Genéve, M. Bertrand qui s'est appliqué aux mathématiques avec un trés grand succés.

Yai I'honneur d'étre

Monsieur
‘ Votre trés humble et irés obéissant serviteur
Berlin ce 27 oct. 1759. L. Euler.
6.

Monsieur,

Depuis ma derniére letire j'ai réussi 4 ramener au calenl la propagation du son, en supposant 4 T'air toufes
lés trois dimensions, quoique je ne doute pas que vous n'y soyez parvenu plus heureusement, je ne crois ce-
pendant pouvoir mieux {émoigner mon attachement .envers volre illusire sociélé qu'en Ini présentani mes recher'ches
sur le méme sujet,

Recherches sur' la propagation des ébranlemens dans un miliew  élastique.

- Ces recherches commencant' par ces mots:
" «En considérant le milien dans I'état d’equilibre, soit etc. et finissant par ceux-ci:

«D'ou 'en peut justement juger de l'affoiblissement du son par de grandes distances.» .

Se tronvent imprimées dans le III¢ volume des Mélanges de la Sociélé de Turin. _

Voild mes recherches que vous: pouvez insérer, Monsieur, dans voire second volume, si vous le jugez a
propos. Je les ai abrégées autant qu'il m'a été possible: et si vous y vouliez ajouler vos remarques, ou quelques
éclaircissemens, je vous en serai infiniment obligé. .

1l y a Tongtemps. que j'ai examiné le son des Cordes qui ne sont pas. egalement épa:s':es et, je v1ens de

lire & notre académie quelques mémoires sur le son des cloches et des tambours ou tymbales, fondis sur la
méme théorie, des fonctions discontinues.
Faites bien mes complimens les plus empressés & toute votre illusire sociélé, et soyez assuré que je suis

avec le plus parfail attachement

- Monsieur
- VYolre trés humble et trés obéissant servileur
Berlin ce 1 Janvier 1760. © - ) : L Euler.
: ' ¢ 1) +
‘ ' 7. ' oL N <y

. Monsieur,

Je suis trés ﬂalté de lapprobatlon dont volre 1Iluslre acadenue el vous en paruculzer avez bien vou]u ho-

norer mon  essai sur les ebranlemens dans un mlheu e]asthue. Lhonneur de ces profondes recherches est

R PSR R R
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m'a fournies: Vous y avez ouvert wie cardiére toute nouvalls ot toiis’ Jes geometres it

trouveroiit ‘abondamment ‘de “quoi exercer et ddressél: ely A mesure qu'ils'y réussiroiit]

\«,,‘

en phy

dcs developpemens trés consxd(,rab]es. La matiére méme est sans doute la p]us 1mp0rtant
'd(, la lumiére suil Jes mémes lois on n'a gi'a substituer-1éther au heu de T'air et lest ebranlemens \
répandus, nous donneront la propagalion de Ja lumiére. Tl serait 4 souhaiter qu'on put'dé
tions que Jes ébranlemens excités dans un milieu, souflrent, lorsqu'ils passent dans un
densité et 1'élaslicité sont différentes. Jé me sais pas si I'on peut espérer la solation de
suis convaincu qu'on y découvrirait infailliblement, non seulement les véritables lois de la: ‘
I'explication la plus compléte de la réflexion dont la réfraction est foujours accompagnoe. On’ verralt q

impossible que les rayons passent d'un milieu dans un autre sans qu'une partie rebrousse chemin. Peiu

particuliéres. -Mais ‘'on” renconirera- ici—une—nouvelle-difficul 1é+- comme--al--fauLeshmer tant.,lavdens

cité des autres milieux trausparms, du verre par exemple la densité étant si grande par rapport

plis d'un éther pur par lequel se ferait la propaﬂratxon, il semble que la matlere du verre. ny &

pour rien, ce qul est pourtant faox. De.ld ]L conelurais yolontiers qu'il faut: tenir . compte des.; par

traversent le verre avec une aussi prodlgwuse “vitesse,  que 51 1a” densité était d
qu ‘elle n'est effectivement. Cet[e pensée me semble conduire & l’exphcatwn de oet ,ebranve phenmm

pour ‘déterminer la. propagation .des: ebranlemens finis - wprouvent moontestahlement qu ‘aucuine: acealmiv
saurait résulter, comme je I'avais soupconné: il faut done que celte accélération iactuelle:gue: 1fexper
dicouvre dans la propagation dw son, provienne d'une: avtre™ cause. Ne:pourrait=eni:donc. dire,: e’

pas un milieu parfaitement liquide dans les moindres parlicules, mais qu'il renferme: des.. parhmu]esuswl‘
rigides, qui étant frappées d'un coté communiquent I'impulsion dans un instant 3 I'autre coté, et que ]

pagation. successive sur Ja quelle. est:ifondé le caleul, n'a pas lieu dans -ces particules SOIIdLS"’ )
ar d‘autnes;

cette explication pourrait éire vérifiée par quantité d’ expériences ou le son est transml”'_

I'sir. Nous savons que le son pénéire par tous les corps, pourvu qu 'ils ne soient pas trop bpais: ‘o €
pacler A travers des murailles, et on ne saurait dire que la commumcal]on se fasse par. les: parllcu

renfermées dans les pores de la muraille; la propagation du son se fait plutdl par la substance de Ta mifzall

1l me semblc que tous les corps sont par rapport au son la méme chose que les corps transparens par rapporﬂ‘

lumiére; et comme tous les corps s'ils sont assez minces, sont iransparens - et que réclproquement les

transparens, §'l, sont trop epms perdent leur Lransparence; 1] en est de mé me de tous Ies corps 51’

us zusement
".\ e
le son ;-

b
son; ious, &ils ne soni pas Lrop epals transmettent Ies sons les uns pou'tant p

cpentrer!

Je souhallerals quon fif plus d'e prunences sur celle mallbre, et qu on examinat sur{out Sl
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ganl un aulre corps ne souffre pas quelque réfraction, Je vois bien que Ia chose serait sujette & de grandes
dlfﬁcnlles puisque nous ne pouvons pas anssi aisément juger de la direction du son que de celle de la Jumiére.
La question que notre Académie vient de proposer pour I'année 1762 est relative a celie malu.re. On
demande une explication mathématique de la waniére dont la représenfalion du son se fait dans ]o.rgane de
“,];,ome, explication semblable ou analogue & celle don{ on fait wsage pour la représentatipn des objeis visibles
gu fond de T'oeil. Il faut bien que les rayons quasi sonores, qui partent dun. poini sonore, soient réunis en
‘,u;;-ir;.seu] poin{ dans la cavité de I'oreille et qu'ils y représenlent une espéce d'image ou simulacre, sans (]1101.
il ;;.,er:ail impossible que nous.dislinguassions 1ant de sons ‘différens. Or une felle réunion de rayons seho_rcs,
‘qiji’;sont divergens en enirant dans oreille, ne saurail arriver, sans une espéce de réfraction. Voici done 3
ﬁ.u_oi.qse réduit nofre guestion, C'esl & monfrer que les rayqné sonores soni assujetiis A q_ue]que refraction sous
gquelques . cireonsiances. Quelques expériences ‘pourraient nous fournir hien des' lumiéres 1d-dessus; I'angle d'vn
bagtion, par exemple, pourrait y servir. 8i (Fig, 82) quelqu'un en 4 criait bien fort, uwn auire en' B devrait juger
>sj,;i;vant quelle direction il entendrait le son, Orayant bien développé les circonstances sous lesquelles la direction
d1|1 son souffre quelque changement,:on ne mangquera pas de. trouver de pareilles circonstances dans la siructure
sd.é Toreille, Puissiez-vous. vous résoudre, Monsieur, 4 (ravailler sur celte questippf; je dounte fori gque tout autre
__aque:yous soit capable .de travailler 13 dessus, o

i Quoique la diminufion des ébranlemens 1ransmls A de grandes distances suive la raison des distances je
_ #rois pourtant que la force du son que .nous appergevons 5oit, proporiionnelle réeciproguement au wcarré des
istanges, .Chague particule, d'air 4tant. ¢branlée, se meut.par un, cerfain espace qui détermine son excursion,
«etitant cet espace que sa plus grande vitesse méme .qu'elle ¥ acquiert est réciproquement proportionnel 2 Ia
dlistance. (Si je ne me trompe, car j'oublie aisémeni ces sortes. de circonstances et je n'ai pas le temps de
donsuller mes calculs.) Or il me semble que la force avec laquelle ure telle particule frappe sur I'ofgane_ dé-
..... end conjointement ef de son excnrsion et de sa vitesse, ¢e qui produirait la raison inverse des carrés.

Vous aurez vu sans doule la’ pholoméirie de M. Lambert, ou il prouve mcontestablement que la force

des Jumiéres décroit.en raison inverse du.carré des distances; mais il parle de. la force et non pas de la vi-

tesse ou de l'excursion de chague: .particule,:ef. partant je. pe. trouve: augune contradlctlon ‘enire ses expériences

et nos calculs. T S .
Ge—que—vous me -marquez,— M01151eur—-sur——les_ébranlemens_de..l.axr_dans_un -tuyan_conoidal, ol vous sup-

posez méme Vair hétérogéne, est extrémement, profond; et quoiguil ne puisse servir A nons éclairer sur Ja ré-
fraction, vous pourrez connoitre par 1 pour les cas ou I'éguation est résoluble, §'il n'y a pas aussi des ébran-
lemens’ répandus en arriére; cela prouverait que dans toutes les réfractions, ou I'orsqu’un rayon passe dun
~ Pour les formules que vous avez {rouvées pour la figure d'un corps qui su,1 la méme smface all ]a p]us
‘grande solidité, ou p el ¢ doivent éire des fonctions de 7 et y telles, que celte formule pdr —+ pdy deﬂenne

mllleu dans un autre, il se fait toujours quelque réflexion, e

'mtegrdb]e j'al remarqué que lautre condition se réduit & ce que celle autre formule
pdy — gdz - Jd.'n

r(l+p*+¢*) @

soit aussi intégrable; mais celn n'avance de rien. Au réste la eolution générale doit étre telle que fesant =10

'équation enire « ef y donne une figure quelconque méme décrite au hasard et sans aucune continuité.

¥ai 'honnenr d'dire avec la plus parfaite considération

Monsieur
’ Votre trés bumble et trés obéissant serviteur

-~

Berlin ce_ 2k juin 1760, : . L. Euler, .
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“i Je-"dois ‘éire infiniment flatté™de Jadistinction- toute’ particuliére: dont™la nouvelle -Acadéniie sy vl

sciences ‘vient- de m'honorer, efi accordant une place dans ses mémoires 3 mes faibles recherches ‘st

senter 'mes trés humbles remerciments en. I'assurant de ma. plus.hauté: vénéiation et de mon aitachenient is
plus inviolable. Mais jé ne sens aussi’ que frop ‘que c'est uniquemépt“& vous que je'suis redevable 'de’ cofte
glorieuse " distinction; je vous en suis infiniment obligé de méme ‘qile des deux: exemplaires- du premier i’éctieﬂv
académique que vous aurez' bhien voulu m'envoyer: ' Vous ne douterez 'pas gue je- ne laie 'pa‘rcb't'li'u’-.ﬁ"ﬁfgczila- -
plus grande avidité et je fas tout & fait surpris de V'excellence et.de la richesse des. mémoires"quéfb‘e.tféméﬁ
renferme. Vous en particulier, Monsieur, vous y avez véritablement prodigué vos profondes découvertes;: lout

autre en auriit en abondamment de qum fournir 4 plusieurs Académies et 3 plusieurs volumes; ‘pendant;- qu

VOUS ¥ Aves Famasst en quel{ues Honeaux des Beiences entiéres 6l accomplies, dont Ja imoindre’ partmnle atrar
routé & d'autres les plus pénibles recherches. Vous ne craignez pas de vous épuiser pour les volumes: ‘suivan
puisque vos ressources sont inépuisables; jersuis tout stupéfait: quand _]e ‘pense seulement que lés volumes sui:
vans ne brilleront pas moins' de nouvelles ‘découvertes quoique je ne puisse pas encore comprendre:sut: quellas

matiéres elles rouléront: Mais je vous avoue franchement que‘je rié ‘suis quasi- qu'ébloui-de 1'abondance: ‘et de

Ta profondeur’ de vos recherchi¢és et bien-d’aulres souhaiteront ave¢ moi que vous preniez la-peine“de traité

successivement plus en détail tous les ‘sujets particuliers que vous n'avez: fait _]usqu ‘ici- qu'envelopper. “dangila

N it ] *
S R LA St TN TS L S Ty [RTRENT: Vi : PR B I e

plus grande généralits: =
Quélle: satisfaclion nauralt pas’ M. de” Maupertms wil etalt éncore, ‘en we, ‘de! vou' soni pnnclpe

moindre action, porté:au plus haut degré de dignité, dont'il- est ukceptible !t uolh ange B cwun
Dans: vos autres recherches, il s agxt prmcxpalementd une brancbez-:tout:':i’fait 'nnuvelle?'de':lv'hnaly_

a2r d2r dr

tribuer. En voici un exemple que’ "applique au cas le p!us slmple.

d?r \ad'z'r T .
T .

cet effet, considérant une foncllon quelconqne y de ¢ et de x, puisque

T dv‘—&-t—dt+d—dw

et par les nouvelles variables
' > dp i dv
dy == dp d_p -+ dq @5

je subsiifue pour dp et dg leurs valeurs ei jaurai:
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de dp dv dv dy dy de
e — — -ydt — -0l —=—dx | @ — 4~y — - —
dv = adx pea ﬁfll e yda b - 8¢ = [a ap y —+- d [ﬁ - b‘

d'olt i} s'ensuit pour les substilutions dont j'ai besoin,

dy _ﬁ dv g5 W av ot dv o dv — de done:

at dp dg de = dp 7 a; ’
dr ar dar " (I r a%r v B30
—_——ff— -0 — el 8 _— 2"
at dp - dg ‘6 dpdg ag*
&r  dr a ?r o? a*r 20 a*r e d*r
(I.'.D UL— ?’ dq e (1&72 I dp2 7’ dpdq ?’ d_'[z t

Mainlenant je pose:
F—ofa=0 et *—9%=0 on f=a}a et = —yVa
Y 7
pour” avoir cetle équation:

a?r . r
2(86 — aya)Mzo ou bien M:O'

A présent M. d’Alembert ne saurait disconvenir que V'intégration de cette formule en ne prenant que p

variable ne donne:

dr 1
et faisant ensuite varier ¢

=i+ Pip==q:(x —1Va)+9: (@-+1Va)

ou les fonctions sont absolument indéterminées et dépendent entierement de notre volonté, de sorle que la
construction générale puisse se faire par deux courbes décrites é'plaisir; T'appliquée de T'une donnant ¢ : (x — 1Va)
sour l'abscisse = — {Va et celle de I'autre 9 : (@ ~1)/a) pour l'abscisse z - 1Va.

Mais si I'on demandait une intégrale compléte pareille pour le cas ou @ serail une quantité négative — b
e me vois pas comment on pourrait la représenter par des courbes arbitraires, puis pu’on ne saurait y assigner
es appliguées qui répondent A des abcisses imaginaires.

La réduction awx arcs de cercle en posant:

Cd . z=vecosp et (Vb=ypsing
[ui donnerait:

‘ r=A-1+- By cosp 4 Cv? o5 2¢ 1. ...
—l-&-Vsian»-l-szsianp_'_._“--»-- e e .

uelque soit le nombre des termes qu'on prenne, ne saurait jamais produire une solution générale en sorte
ue posaut =0 il en résulte entre » et x une relation donnée exprimée par quelque courbe décrite & volonté.

Pour le probléme des isopérimétres pris dans sa plus grande étendue c'est 4 vous gue nous sommes re-
evables de sa plus parfaile solution et je suis bien surpris de voir avec quelle adresse vous l'avez étendu 2
es surfaces et méme 3 des polygones. Vous conviendrez que ces recherches profondes mériteraient un déve-
»ppement plus détaillé. I est facheux que la solution du cas ou l'on demande entre tous les solides de Ja
1éme capacité celui, dont la surface est la plus petite, conduise 3 une équation presqu’absolument intrailable:
n voit bien que les surfaces sphériques et cylindriques y sont comprises sans étre en éfatl de les en conclure.
es corps ont des bizarreries qui ne se trouvent pas dans les surfaces: quoique fous les colds d'un polygone
t méme leur ordre soient donnés, la figure est encore suscepllh}e d'une infinité de déterminations; mais dans
n polyédre, dés qu on connoit {ouies les hédres (faces), avec leur ordre, Je corps est enfiérement délermine.

De plus on ne saurail assigner deux courbes différentes qui aient pour foutes les abeisses des arcs égaux;
ais on peut toujours {rouver une infinilé de surfaces différentes ou les &lémens dzdy V1 <-p* - g% soient les

émes. Ainsi les surfaces coniques dont I'axe est perpendiculaire 4 la base, conviennent avec une surface
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plane- et les corps exprimés par ces équations ar ==y et Qar = x* +y ont leurs surfaces égales puxsq‘
p*—-g* est le méme de part et d’autre, on trouve méme msement une infinité d'autres surfaces de méme: na.
ture ou I'on peut introduire des fonctions arbifraires et disconiinues. Il est plus difficile de trouver des’ corps

dont “Ja surface convienne A celle de la sphére. Il s'agit de trouver une équation intégrable dr — pda—+- qdy

telle que 'on ail
2% y?

2 — gy ‘ e

P2+q2=az

Je peux hien définir toutes les fonctions possibles pour p et ¢ mais je n'en peux tirer aucune dont l’équati:n
entre x et r devienne algébrique. Clest encore un sujet qui demande la nouvelle branche de l’analyse.lqui

roule sur les fonctions de deux ou plusicurs varlahles étant donné de certains. rapports enire leurs dzﬁ'erenuelles.

des distances, jai trouvé moyen de construire la courbe que le corps décrit lors méme qu'elle n'esl pas dans
un méme plan, et jai observé une infinité de cas ou la courbe devient algebrlque oulre ceux de 1elhpse et
de T'hyperbole dont les foyers tombent aux deux points fixes. ’

Yai I'honneur d'étre avec la plus haute considéralion .

Monsieur R
ewiiip of

Votre trés humble et trés obéissant serviteur

Berlin le 9 novembre 1762. L. Euler.

9.

Monsieur,

La gracieuse déclaration que vous venez de me faire de la part de Ta société royale de Turin devalt sans
doute faire sur mon esprit la plus vive Impressmn aussi SUIS-JB pénétré de la plus respeciueuse reconnois-
sance: ce que je vous prie de lui temoxgner, avec Ia plus forte assurance, que je saisirai avec le plu "grand

essement toutes les occaswns ou je serai capable de rendre quelque service A celte illustre société, A la-

empr

quelle je prend la liberté de prcsenter les pitces m -joints, dont deux aussi roulent sur le mouvement des cordes.

M. d’Alembert m'a aussi fait quanutt, d obJectlons sur ce sujet. Mais je vous avoue qu ‘elles ne me paromseut

pas assez fortes pour renverser nofre solution. Le grand génie me parait un peu trop enclin & démure lout ’

ce qm n'est pas construit par lui-méme. Quand la figure initiale de la corde n'est pas telle qu'il pretend qu’e]le

devrait étre, je ne saurais me persuader fque son mouvement fiit différent de celui que notre solutxon 1u1 ass ne o

et si M. dAlembert soulient que dans ce cas le monvement ne saurait ‘8tre comprls sous la lo: de contmmte,

je lui accorde tres volontiers cette remarque, mais je soutiens 3 mon tour, que ma solu‘uon donne ce mouve-

ment discontinu, Car les équations différentielles i trois ou p]uswurs variables ont pour proprléie essentlelle,

Py :'; PR

que leurs intégrales renferment des fonctions arbilraires qui peuvent aussi bien étre discontinues que (,ontmues. R

Aprés cette remarque je vous accorde aisément, MOI]Slelll‘, que, pour qué le mouvement de la corde soll

%, d6
conforme 3 la lois de conlmmté il faul que daus la ﬁgure initiales les Li :Z d—J etc, soient __0 aux deux 7

nera

extrémités: mais quoique ces condilions n'aient pas lieu, je crois pouvoir soutenir que noire solution; dOl'l
néanmoins le véritable mouvement de la corde, car dans ces cas il y aura bien quelqu’erreur..dans. la déter‘_
mination du mouvement des éléments extrémes de la corde, mais par cette méme raison, 'erreur.. sera:, mﬁm

Jment petite et partant nulle. e




ot

Litterae ad cel. Lagrange daice. 567

Je n'ai plus assez présenies 3 l'esprit {outes les circonstances de ce probléme, pour 0ser prononcer pius
pardiment 13 dessus: mais il me semble qu'on pourrait combaltre les opinions les mieux constatées par des

objections semblables 3 colles avec lesquelles M. d'Alembert combat notre solution. Je dirais par exemple que

1a formule_/ydx: ne saurait donner T'aive d'une courbe APM (Fig. 83} & moins qu'on n'ait %.—:0 au commencement
4 ou y=10. Car puisque dans chaque élément de Yaire qui est veritablement == ydz —|——;‘- dxdy, on néglige
Je petil trinangle %dacdy, cela ne saurail plus étre pratiqué au commencement A ol y==0, et partant le pre-
mier membre ydz ==0, altendu & 1 le' second membre -:}: dzdy pourait étre infiniment plus grand que le pre-
mier 4 moins qu'on n'edt %: 0. Puisque done, malgré celte objection, la formule /yde exprime towjours la
véritable aire de la courbe, je crois aussi que notre solution sur Jos cordes donne toujours le véritable mou-
yemenl, quoique le premier et Je dernier ¢lément soient assujeltis & un grand inconvénient ou méme & une
contradiclion apparente. M. d'Alembert témoigne partout un irop grand empressement 4 rendre douteux tout
ce qui a ¢1& soutenu par dautres, et il ne permeitra jamais qu'on fasse des objections semblables contre ses
propres recherches.

J'avais déj recu le projet de Ia nouvelle édition des ouvrages de Leibnitz, et je pense que M. Formey
aura déjd remarqué a I'éditeur qu'on vient de deconyrir 3 Hanovre quantité douvrages manuscrits de ce grand
homme, dont on a nouvellement publié Jes remarques sur Locke. Je ne saurais dire autre chose, sur la fa-
meuse controverse touchant le caleul différenticl que ce que j'en ai dit dans la préface de mon caleul différentiel.

Le XIV® volume de nos mémoires est sous presse, de méme que mon ouvrage sur 1a mécanique gni 8im-
prime 2 Rostock. Jai achevé, il y a longtemps, mon ouvrage sur Je caleul iniégral, mais il n'y a pas d’espé-
rance qu'il soil publié de sitét, faute de libraires. L'Académie de Russie vient de publier le IX° volume de
ses nouveaus commentaires.

Y'avais aussi depuis longtemps achevé un traité sur Ja Dioptrique dont le résuliat se irouve dans le Xie
volume de nos mémoires: mais comme on vient de découvrir de mnouvelles espéces de verre, qui causent une
réfraction beaucoup plus grande que le verre ordinaire, je suis actuellement ocenpé & refondre mon ouvrage
et 3 Tappliquer 3 ftoutes les diverses espéces de verre, parce que par ce moyenm, on peut procurer 3ux in-
siruments dioptriques un beaucoup plus haut degré de perfection. Je suis extrémement ravi que le rétablisse-
ment de la paix me procure I'avantage de recommencer votre correspondance, qui m'a toujours fourni les éclair-
cissements les plus importants, et je me flatte d'en retirer A I'avenir un profit plus grand encore.

T'ai I'honneur d'étre avec la plus parfaite considération,

Monsieur
votre trés humble et trés obéissant serviteur

Berlin le 16 février 1765. L. Euler.

10.

Monsieur et irés cher Confrére,

~ Je dois pommencér par vous demander mille pardons de ce que jiai, differé si longlemps de répondre &
la Jefire obligéante dont vous avez-bien voulu m'honorer. Je suis infiniment charmé de ce que notre illusire
société a si bien recu les mémoires que j'avais pris la Jibexté de vous envoyer, et je suis Bien impatient de
voir bientdt le troisiéme volume de vos ouvrages, pour y voir vos profondes, recherches sur cetie nouvelle partie

-
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loppement avec ]e plus henreux succeés: jé me flatte que: la présente fmre de Leipzig me procurera: ce. pr se

précieux. Pour justifier : mon long silence. je: dois vous.informer, Monsieur, que depuis longtemps. je.m

dans le plus grand emb’xrras, qui m'a presqu’entiérement empéché de m‘appliquer A ancune recherche,:

n'en suis pas en état, de grandes raison mayant determiné & solliciter ici mon conge pour retourner ER: L
bourg ou m’appelle la.vocation la plus avanfageuse de I'lmpératrice. Vous savez: sans doute que- I'Acadérnjel
de Russie est depuis quelques temps fort tombée en decadance; mais maintenant sa Majesté Impériale. a, résol'ﬁ‘
* de retablir celte Académie dans son ancien lustre et de lui donner méme plus d’eclat Elle y a desune un fonds’
de 60,000 Roubles par an. Dans cetle vue sa MaJeste veut bien m'honorer de sa haute confiance, end'"m aﬁ?
pelant 4 diriger et exdeuler ce grand dessem ou il §'agit prmclpalement d'engager de grands hommes dans
toutes les sciences de venir s'établir 3 Petersbourg et d'y travailler conpmtement 3 ]avancement des sclencos. ‘
Vous comprendrez aisement, Monsieur, que vous avez été le premier que jai propose A sa MaJeste Imperlale

et je m’estimerais infinimen{ heureux, si_je_pouvais_vous persuader @'accepter celle vocation qu1 sera lou]ours

pour vous aussi avaniageuse qu'honorable. Je sais bien que le grand éloignement et le climat rude vous cant
sera d'abord de lavelslon mais comme je connais parfaltement cet endr01l y ‘ayant sé]ourné pendant quatorze'
ans, et que j'y retourne avec le plus grand empressement je puis vous assurer que la ville de Petersbourg
renferme 4 la fois tous les agrements qu'on ne trouve que separement dans les autres lisux et’ qu on ¥ a e
moyens de s¢ garantir du froid, de sorte qu'on y est heaucoup moins incommodé que dans les pays plus ‘chands’
Je vous prle done, Monsieur, de faire des réflexions sur cette proposition et de m'en marquer votre "senti-

i
~ '.

ment au plutét, avant que je par[e d'ici, ce qui pourrait bien encore trainer quelques mois.

Tai Thonneur d'étre avec Ja' plus’ parfalte ‘considération et le plus inviolable attachement,

 Monsieur, . e
3 . ' votre trés humhle et tres obelssant serwteur o
Berlin le 3 mai 1766. ‘ B ) L Eul er.

AL

A Sl.-Pétefsboufg, ce 9'jan‘v'ie>_f 17(‘57_I>‘§t; V.

Monsieur et trés cher ami,

Yespére que vous m'excuserez de ce que j'ai manqué de répondre 3 la lettre dont vous. maVJez honore '

'R

encore de Turin. La grande distraclion que mon voyage e! mon nouvel Ll'lbhssement m’ont cansée en esl une

raison plus que suffisante. Quelque glorieux qu'il soit pour moi de vous avoir pour successeur 3 I'Académie
de Berlin, j'aurais souhaité que vous eussiez 6té en Ltﬂt d'écouter les propositions que I'Académie Imperlale se
proposail de vous faire, et je crois que vous y auriez trouvé beaucoup plus d'avanlages et d'agrément. Gepen-. . .-
dant, je souhaite de tout mon coeur que votre séjour 3 Berlin soit comblé de toutes sortes de prosperite et
qu'il vous melte en état de continuer vos profondcs 1echerches _pour, T'avancement des smences. Ialtends avee.

la dernmre impatience ‘¢ tromleme volime des Mem01res de iAcademm de Turm et Je crams'beaucoup quil

Lot fiail sl

e e

IR L T T A AR 1 L A N

) Hae lllterae ut et sequentes e Petropoli datae, scriptae sunt ab iisdem.Buleri dlsclpuhs, qui. ex Adversaml&.

Iacton jam 'oognlll_ sunt: _I‘lm scilicet Joanne Alberto, J. A, Lexellio, W. L. Krafftio ef Nlcol_ao___Fj':uAS'S. A
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ne soit le dernicr, (out & cause de vofre ahsence, que rarn que M. Cigna est aussi disposé A quitier: je n'ai
pas manqué d'en parler & nofre Académie, ol tout dépend des arrangemenls qu'on doit encore faire pour la
mettre sur un bon pied; et jusque I3 on n'a pu encore penser qu'd remplir les places, qui éfaient actuellement
vacantes, dont aucune n'anrait pu convenir & M. Cigna; mais aussitdét qu'on pourra lui donner une plas grande
extension, on ne manquera pas de faire allenlion aux mériles de cel habile homme,

Je suis extrémement ravi gue mon dernier ouvragé sur la Mécanique ait mérilé votre approbation, mais
je suis fiché de navoir pas été en élat de vous en présenler un exemplaire; car a peine ai-je trouvé un li-
braire gui ait voulu se charger de V'imprimer; je fus méme obligé de renoncer & un certain nombre d'exem-
plaire pour les présenter & mes amis; mais Je libraire n'avail pas tort, puisqu’il n'en a fait imprimer que cing
cents exemplaires et que suivant foute apparence, il n’en debitera pas cent.

Dés mon urrivée ici, I'Académie Impériale a bien voulu se charger de l'impression de mon- ouvrage sur
le calcul intégral, qui est déji avancé assez bien; mais comme il y aura irois volumes n quarto il faudra at-
lendre encore plus d'un an, avani que lout soit achevé.

Le troisitme volume renferme la nouvelle partie du caleul intégral dont le public sera toujours redevable
4 volre sagacité, et j'espére que par vos soins, celte partie que je n'ai fait qu'ébaucher, sera bientét porté &
un plus haut peint de perfection,

Tant la [aiblesse de ma vue que mon emploi actuel, qui m'oblige de passer tous Jes matins 4 la Direction
de I'Académie, me metient absolument hors d'état de continuer mes recherches sur celle maliére; mais 4 1'aide
de mon fils Albert, je serai Lbujours en ¢lat de profiler des éclaircissements, que vous voudrez bien me com-
muniquer tant sur ce sijet que sur fous les aulres auxquels vous vous appliquerez; je vous en s'uppiié méme,
avec Je plus grand empressement, dans la confiance que vous éles déja suffisamment convaincu, que personne
ne saurait faire plus de cas que moi, de l'importance de vos découvertes. Je vous pfie donc, Monsieur, de
me conserver {oujours voire amitié et volre affection et d'étre assuré, que je serai toujours, avec la plus par-

faite considération et le plus inviolable attachement,
Monsieur,

, Volre trés humble et trés obéissant servitenr

.. L. Eualer.

St.-Pétersboury e 5 (16) février 1768,

Monsieur,

Volre lettre du 29 décembre de I'année passée m'a été remise & pen prés en méme temps que j'ai recn
le dernier volume des mémoires de I'Académie de Berlin, dans lequel je me suis d'abord fail lire voire excel-
lent mémoire sur le taniochronisme, parce que cette matiére m'a autrefois tenu fort au coeur et que j'ai aussi
fait une analyse de la méthode de M. Fontaine, que vous trouverez dans le Tome X de nos Commentaires.
Mais votre méthode est beaucoup plus ingénieuse et la leclure m'en a causé wn vrai plaisir, quoique 1'espé-
vance d'y trouver des laulochrenes pour toutes’ les hypothéses possibles de résistance n'ail pas été entiérement

. , s . X - . .
remplie. J'en ai d'abord découvert la source dans .la formule — & une fonction quelconque de laguelle vous

égalez le temps pour un arc indéfini, ou hien 3 une fonction de dimension nulle des quantités X et 4. Mais

L Euleri Up. posthunu, T, 1, 72
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-

vous conviendrez aisément, que Ja supposxtlon 'd'une’

lution, 'attendu, qu'on pourralt 1magmer une mﬁmte d'antres’ expressxons egalement propres A Tep senite
(4 v
x- G

—37:; f,,, et’ qu ‘on ‘pourrail’ supposer To temps egal 3 ‘one fonctmn' quelconque de toutés es 10
f §io0 el A 4 i H . ) / 3

mules ensemble mais l'execullon menermt A des calculs presque 1nsurmontables. Yai aussi remdrque déJz\ dans
IR L YD N SETORE L P L P14 iy A

le II° volume de ma Mecamque, que les cas, ot la resrslance serait comme e cube, ou quelque P i

' e['u

aient étre résolus par de teHes fonclmns de dimension, nulle ma

tellé: foriction appmte ime’ trés grande limitatiod"

t"ér‘n‘p's', “comme

plus haute de Ia vitesse, ne saur
p]umeurs dlmensmns et ]e vrms y avoir 1nd1que Ja verxtah]e route pour arrive

Fecourir 4 des foncnons de
pour que ]zn pu en faire l pplmatmn‘

Ja_solution de ces cas, route qm ccpendant est lrop embarrassee,
" d'aulres’ cas que “celui ou Ja vitesse est par elle meme extremement peme.

J'ai vu au551 que les trms Méthodes de M. dAlemherl dans le m(‘,me volume de Memoxres, £

jetties 3 la mé me restriction. Au reste je crois devou' avertir que feu M. Bernoulh n'a trouve Ia tanlochrone
i 3

pour la résistance proportionnelle au ‘carcéd de la vnesse, qu aprLs que Je lul en eus commumque ma solutmn ;

et il n'a Jamals dit, quil en avait fait le premier la decouvet te.

‘Jo suis extrémement rzm, Monsieur, que nos recherches sur le mouvement dun corps attlre par deu

autres, de forces ﬁxes, aient mérité votre -attention ; mais vous nen avez va que ce qln a ete lnsere dans les
Goomgloarthy i

mémoires de Berlm el qui regarde principalement les courbes alwebuques, que ma. solutlon renferme
dont T'un se frouve dans le X° vol de nos Commenialres

|l.

encore compose, sur ce su]et deux aulres mémoires,
Dans le dernier jai aussi réussi a determmer le mouvement dua dit corps, lorsqu ll ne,
e 4 quel egard vous avez d nne N

PLimes
T

et T'autre dans le XI°
se ment pas dans le méme plan et je suis exirémement curieux dapprendr

une plus grande etendue A ee probleme Si vous avez .reussi 4 donner 3 lun des deux centres de force un

mouvement utour de lautre, ne fut 11 que clrculalre et umforme, ]e le regarderal comme la deco ve te

plus importante dans 1aslronom1e.
L'impression ‘de mon “Calcul mtegral avance assez passablement
tacherai de vous I'envoyer au plutdt, peut étre accompagné du éecond
Je n'ai recu qu'un exemplaire du III° volume, des .Mémoires de Turin, el je en ai déja pres
comme je suis hors d’état de lire et d'ecrire moi-méme,. je 5

et principalement de vos recherches qui sont: 1ouJour
mme ét

il'y aura 'tfois volumes en tout »
enié si je ne

me {rompe, mes lres humbles remerclements ;

d'autant plus curieux de proﬁter ‘des éerits des ‘autres,
ofondeur. Je vous prie donc de me conserver toujours votre a

marquées d'un trés grand degré de pr
¢ ube lrés respectueuse consxderatlon,

votre bienveillance et d'éire assuré que je ne cesserai jamais d'étre ave

Monsieur,
votre trés humble et trés obéissant serviteur

L. Euler.

Mes compliments empressés & mon trés digne ami M. le professeur Beguelin. -

. - . . . . , . e o, 5 R -M lua,ld‘J
Monsieur Bernoulli aura bien la bonté de faire parvenir Vincluse 4 son adresse et nous YOus, pflOﬂs
. . Lo . . | R . i . \ . e iriii

Monsieur,. de lui: présenter nos civilités:

R
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13,

Monsieur el irés-cher  Conirére,

Je suis extrémement ravi, que vous avez recu avec tant de bonté mon ouvrage sur le caleu] intégral ; j'ai
taché d'y ramasser toul ce que jai observé de remarquable sur ce sujel. Jespére vous en\;oyer au plﬁwl la
e partie de cel ouvrage ; elles vous appartient presqu'uniguement et je ne doute pas que vous ne la porliez
bientét & un plus hant degré de perfection.

M. Formey m'a envoyé les fevilles du dernier volume des Mémoires de Berlin, qui contiennent les excel-
ientes pitces donl vous me parlez dans votre letire. Comme je me_ suis pas en élal de lire moi-méme, jai pri¢
iotre habile M. Lexell de m'en faire la lecture,’ qﬁe jai entendu avec Ja plus grande avidité. Yai admiré non
seulement la profondeur de vos recherches, mais aussi et surlent leur multiplicité, qui aurail fourni a tout
autre dequoi rempliv une douzaime d'excellens Mémoires différents. Vous savez, Monsieur, que j'ai beaucoup
travaillé sur cetle espéce d'Analyse, et que j'en conmais parfaitement toutes les difficultés, et partant jai vi
avec la plus grande satisfaction qué vous en avez surmonté quelques unes, trés heureusement. La méthode
que vous employez pour'résoudre 'équation 4 = pp == Bgg esl d'aulant plus ingenieuse qu'elles ne suppose
_rien qui ne soil fondé que sur I'induction. J'ai é1é curieux d'appliquer d’abord vos méthodes & des exemp]es

qui ont pour la plupart trés bien réussi; mais J'exemple suivant m'a causé quelque embarras i g'agit de

résoudre en nombres entiers celte équation

N 101 = pp — 134¢. -,

v

101
Selon votre méthode il faut done chercher ‘un nombre a plus petit que —g—, tel que G = 43 soit divisible

par 101 jai trouve o—35 et de Ia A—-12—p — 13.¢'%, pendant que A* = 101 et B=13; d'ot l'on

tire p' =75 et q =1: donc selon votre methode on trouverait:

ag’ =p' __ BB 5;
= 13

ap’=By . 3564 '.13 .

et parfani ces nombres netant pas enuers on -devrait conclure que ce cas n'est pas possible.; cependant on
satisfait .4 cette quesiion -en. prenant p=123 ¢t g = 3%, ce qm me falsalt croire qUP votre méthode était

insuffisante. ':';' e
.Mais en écrivant .ceci, je .vois que.je m'ai pas assez bien observé les préceples que vous donnez : car

piisque A" =12: est! divisible -*j)'a'r Te carré %, il faut poser-%___ 3 =1 — 13un ce qui donne =15k et u=1,

d'od lon tirve p =8 et g _2 el alors on aura

. ly Xz e Lo e

?

35.8 = 159' 1405213 . 3528 _ 3554
6

TR = —g. 9=y - =

s
it 1e

or ces formules me sauraient non p]us donner des nombres entiers. Cependant je vois blen qu'on parviendrait

3 ma solution si on premait p' = &7 et ¢ = 13 parsque 12 = k7° — 13.13% == 2209 — 2197, car on

‘tirerait. de ‘1a :

35.47= .43. 13 35.18 5+ 47 ,

13. etg= "4 ~ ;

ou les signes superieures donnent p== 123 et g=23% Mais quelle raison nous conduit A supposer

o ) _7)':%7&9’:13?
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Vai aussi fort admiré volre méthode d’employer Jles nombres irrationnels et méme les imaginaires dans
cette espéce d'Analyse attachée uniquement aux nombres rationnels. Il y a déjd quelques années que j'ai eu

des idées semblables, mais je n'ai encore rien donné li-dessus ni dans nos Commentaires, ni dans les Mémoires _

de Berlin; cependanl jai publié ici une algébre compléte en langue russe, j'y ai developpé ceite maliére fort

au long et j'ai fail voir que pour résoudre I’équation
oz - nyy = (pp - nqq}’l

on n'a qu'd résoudre celle-ci

g4yV—n=(p-+qV—n)*

Cet ouvrage simprime actuellement aussi en allemand, en deux volnmes in 8°, et ynand je vous expé-
dierai le III° volume du calcul intégral j'y ajouterai un exemplaire de. cette algébre, soit en Russe, soit en

Allemand.
Mais je n’y ai pas poussé mes recherches au deld des racines quarrées et l'application aux racines cubiques

e s p—

el ul(erienres vous a 6té réservée uniquement. C'est de 13 que jai tiré cette formule trés remarquable

x® 4 ny® 4+ anz® — 3nayz

dont les trois facleurs sont

‘ i 3 a
| v z4-yVna4zYn;

5 d’od Ton voit qu'on peut toujours aisément déterminer les leitres ®. y. z. pour que cetle formule devienne un

quarré, ou un cube, ou un quarré- quarré, au que]que puissance plus haute. Au reste pom juger si I'équation
A = pp == Bgg est possible ou non, jai trouvé cetie régle pour les cas ou A est un nombre premier.

«Otez du nombre 4 un multiple guelconque de 4B et toutes les fois que le reste est un nombre premler

w1, 'équation proposée sera possible si celle-ci @ = pp == Bgq Test; de plus, si le reste A — knB devient un
womhre abb lel, que o soit un nombre premier; ou méme Yunité, alors la possibilité ou I'impossibilité de
J{'équation @ == pp — Bgg déclare la nature de I'équation proposée.» '

Ainsi ayant I'équation 109 = pp — 7.4g, puisque 109 — 5.7 = 81 ot e=1 b=29, je forme cetle
équation 1 ==pp — 7.g¢, qui étant possible, prouve la possibilité de la proposée ; et dans T'exemple rapporlé

| ci-dessus, 101 = pp — 13¢q, puisque 101 — &.13 = 49 et partant ¢ =1, le jugement se réduit 3 cette équa-:
b tion 1 = pp — 13¢g, qui est possible sans doule; mais je dois avouer, 4 ma confusion, que je ne saurais

démontrer cefte régle; et quand méme on en trbuverai[ une démonstration, cela ne servirait en rien 4 la solus

tion ‘actuelle de l'équation 4 = pp — Bgg. =

Jattend avee la plus grandt, impatience le IV® volume des Mémoires de Turin, que vous aurez la bonte,

Monsieur, de m'envoyer, ne pouvant douter qu'il ne soit rempli de vos tres excellentes recherches ; je vous en

présente d'avance mes remerciments les plus empressés ayant I'honfieur d'dtre avec la plus parfaite consi-
i, deration, .
Monsieur,

Votre trés humble seryileur

I : ' L. Euler.
g 4 St. Pétersbourg, ce 16 (27) janvier 1770.

Voici, Monsieur, et trés honoré Confrére, un théoréme de la plus grande importance et un probléme tres

difficile & résoundre.
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Tuporsma. Si formula mzz —+ nyy, cosu =g et y—~>0, prebeat numernm primum ¢, ium omnes
numeri primi in formula o == hmnp, quin etiam in hac formula generaliori agy == hmnp contenti, simul erunt
numeri formae maxe - nyy.

NB. Demonstratio adhue desideratur,

Prosrzma. Envenire duos numeros quorum productum, tam summa quam differectia sive auctum sive
minutum, fiat quadratum, xyq—m—!—y_m Yy — % —y==0; Y -2 — y=0; 2y — m-l-y:l:l

Sorurro. Quaerantur duo numerorum paria p, ¢ et r, s, ul formulae
200 (30 — a0) (pp -+ 29) € 2rs rr — 5) rr + 59
teneant rationem quadrati ad quadratum. Tum enim numerorum quaesiforum

(pp -+ qq) (rr —+s5)
2pg (rr — s5) . : 1

alter erit =

(2p -+ gq) (rr 4+ 55),

alter vero — -
2rs (pp — q4)

Conditio praescrlpta impletur sumendo P =12, g=1;el r= 16 's = 11; tum erit enim

°pq(pp~—qq (pp+gqo) _ 4 o.

s (or -——ss) {rr+ss) =3 — -
i ' 13 202 5. '29%
inc ergo mumeri. quaesiti -erunt et Geps

i

23 9"'

Il y a que]ques temps, Monsneur, que Jal trouvc une solullon complete du prohleme smvant
I s'agit de trouver; trois fonctions . y., z. des deux vamahles et 1 telles que posant

dz = Pdf + pdu dy = th -+ gdu: dz = Rdl + rdu

on satisfasse aux conditions suivantes -

I P2+Q2+R’_1
I p* -+ —4—1 {—1,
L Pp i Qg Br = 05

Or la nature des différenticlles demande encore les conditions suivantes! - - 3 : : e
! . S e (4P d v
' LT (&) = (E)
o T F O Sl s e e
n ()= (4,
oo\ du) . dt

m ()= @)

Comme une considération fout & fait singuliére m'a conduit A la solution de ce probléme, que j'aurais dailleurs

cru impossible ; je crois que ceite découverie pourra devenic-d'une grande importance dans la nouvelle partie
du Calcul Intégral dont la géomeirie vous est redevable.. ... ... ..~ _
' L. Euler.

R o, 13 . )
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PETO

TR P
SRR O S N S

ireils : RN . .
deiihe B i od g R T

.. Yaotre. prompte reponse sur les remarques que J avaus en !‘honneur de Yous commumquer m a cause b!en du’

[)]ﬂlSl[‘ ef je vous en sms mﬁmment obhge.» Je me sms fmt hre toutes les opu‘ahons que. vous avez fmtes sor
la formulg 101 = pp — '13qq, et je sms enlleremenl convamcu dg ]eur sohdlte, mals Ltant hor% deta‘ld:i';m]?::l
et d’écrire moi méme, je dois vous avouer (que mon lmagmatxon na pas été capable de bﬂlS][‘ le fondement_ de
toutes les réductions que vous avez' &té obligé de faire et moins encore de' fixer dans mon esprit la slnmﬁ:-
cation de foutes les letires que vous. y. avez. introduifes.. Ii;.est_ bien vrai quedes.recherches. semblablgsmqng
fait autrefois mes delices et m'ont coulé bien du tempc,.mms mamtenant je ne saurais plus en entreprendre

que de celles que je suis capable de developper dans ma téte; et souvant je suis.obligé de recouru' 4 un ami,

-

pour exécuter les calculs que mon 1magmatmn _projette.
Pour ce qui regarde le probléme de deux-nombres donl e pmdult augmpnle ou diminué de-leur sommie |
ou de lenr différefice’ produise des quarrés s il-ma—étéautrefois— proposé & Berlxrparmnwﬁapﬂmv" —

Happe, qui me dit Vavoir recu d'un ami de Leipzig, qm selalt longtemps oceupé inutilement & en trouver

une solution et que lui méme y avait epmsm, ses’ forces sans aucun f_""'it.— Il m’a donc demandé, si je croyoxs
ce probléme possible ou non. Je lui repondis dahord que ce probleme me paraissait d’une nature smguhere
et qu'il surpassait méme les régles connues de I'Analyse de Dlophaute en quo: je' ne . croispas:m’étre. trompé :I
Cependant aprés quelques essais, j'ai trouvé la solution que jai eu I'honneur de vous communiquer ; Je croyals ,'
presque que c’élait Iunique qu'on fut en état d’en dopner.- Mais depuis que jai eu I'honneur de vous ecnre,

ayant encore fixé mes recherches sur ce probleme, ] ai decouver[ une route qui fourmt une infinité de so]unons. :
onn SIER Coerer wefadog 0 Lgred ensieria e T

Voici de queIIe maniére je my suis prxs.
Posant les deux nombres cherchés Aet'B; les premxers ‘Gfforts” fourhisient dabord Ges formn gt

e @) o sy g ),
4pqrs o - (pp—ss)(qq-—rr) o

mais il est nécessaire que cefte formule cw o ew -

-_(op - ss) (gg 1)
2pgrs (pp — 53y (ug = 17)

.

devienne un quarré, ce qui est sans doute extrémement difficile et au dessus de la méthode ordinaire de. Dio-
t . : R

phante. Cependant en employant les substitutions suivantes: = = i ob

2

;p::mm—i—(m—n)z- q—-_:mm—i-mp-—nn:s et r =m (m — 2n)

cette formule aprés en avoir olé les facteurs quarvés se réduit 3 celle-ci

-En;m — Ginn —+ Qan -
2n (2m + n)

=4

qu'il est ais¢ de rendre quarrée; car faisant n = 2m —‘l,‘elle devient

LRy
. SRR AT

e : ‘ o el = Dl - AT BTt T et A
(4m.— 2D.@m —10 . .. . e e PR S EPPRT] IEET B 1 ik

dont le numérateur muliplié par le denominaleur donne gesproduit. - ¢ . e o ek

1 I

16m* — &5m3! —+- 58mmil — 28mi® —+ 4!

qui doit étre un quarré, et dont Ja résolution est fort aisée.’
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Quoique cette solution paraisse trés particuliére, v qu'au lieu de quatre lettres p, ¢, v, s, cette formule
n'en contient que deux; j'ai pourtani lieu de croire qu'elle renferme toules les solulions possibles.

Je serais fort curieux, Monsieur, d'apprendre votre sentiment sur Jes deux théorémes suivanls que je crois
yrais sans pouvoir les démonlrer.

I. Qutre le cercle il »'y a point de conrbe algébrique dont chaque arc soit égal & un arc de cercle.

I. II n'y a pas non plus de courbe algébriqne dont chaque arc soit égal 4 un Jogarithme.

Vous voyez bien gu'il ne s'agil pas iei des courbes algébriques dont la rectification dépende on des arcs
de cercle ou des logarithmes.

Je reviens au probléme, dont je vous ai parlé dans ‘ma lettre précédente, ou il s'agit de délerminer les

trois quantités z. y. et z par les deux variables ¢ et u ensorle gu'en posant

dp == ldt - Adu ;- dy = mdl A~ pdu; dz = ndt—vdu;

les trois conditions suivanies. soient remplies, savoir
fo. I~ mm--nn =1
S 20, Ad--up =1

30 1) m)u ey == 0

J'en avais bzen [irouvé une solutmn complete maig_par une methode extrémement mdlrecte, et je croyms
presque qu ‘il ny avait pas de methode direcle qm pﬁt condulre A8 so]uhon Mais, afin que vous ne pensmz

a condult uTrouver tous les sohdes dont la surface pmsse dtre developpee sur un planu comme cela 4 lieu
pour tous les corps cylindriques et coniques. Depuis quelques jours je suis tombé sur la solution suivante, qui

me parait assez directe ; , .
Jintroduis une nouvelle variable o et Jen cherche trois fonctlons p, q et r, lelles que

1o, pp +qq —+ rr ._1 et

2o, dp -+~dq +dr = do* )

ce qui n'a aucune difficulté ; ensuite je-fais -~

we

=T sino 4+ ~— cos o
5 S R .

i =g §ihe® 4 —— CO5 O 3

s

=7y .8inK €05 .63

~e

A==p cosw 4+ — sine

) dg .. .
P ==§g COs & = 1 5
® g co ‘+dm SN ©

-------- [ SR sar bt
i : jrrnuideniee s o

e P et i
Y= cesa,—'—— SN 3
) ) do L

e

N

' LRty

Tl est clair que 1es troi§’ conditions prescrites sont rémpliss; il ne reste donc que de rendré integrables

. les trois formules différentielles. Pour cet effet, je remarque gque




ST LR BTN

ai
de sorte que — =

dt

puisque I, m et » sont des fonctions de. la.seule vanab]e o, toutes ces trois formules deviendront mtegrahles ;

si ]on egale Ia formule 1 — u tang © 51 une foncuon quelconque de ©, que nous des1gnemns par ﬂ De lé on-

coordonnees z. y g2 dewennent des fonctxons.

Permettez m01, Monswur que Je vous parle dun probleme qm me paralt forL ‘Girietx et dlgne de iout‘e-~

attentlon.

(7

que premiérement les sommes des qnarres de chacune des bandes horizontales, ensuite aussi la somme des
quarrés pris par les bandes verticales, soient eoales enlre eﬂes et oulre cela aussi la somme des quarres par

Jes diagonales; ce qui donne déjd dix conditions A remplir; mais il faut de plus remplir les co_pdx_hons.

suivantes.

11,

et ainsi, joignant deux & deux les bandes horizontales; ce qui donne six conditions; enfin il ‘faut aussi
S e

remplir celles-ci

17°. AB + EF+ IR + NO.=0; . 18 AC -+ EG - IL + NP = 0 elc.

en combinant deux & deux les bandes verticales, ce- qm donne ,aussi. six conditions ; de sorte qu il faut remplll'
en tout 22 conditions différentes, tandis qu'on n'a que. seize quantilés inconnues. Cependant ce problcme ne’

Imsse ~pas d'étre infiniment mdetermme et j'ai réussi d'en trouver la .solution en. général.dont, ]aJUULe mx un

exemple part cuhe; .

L. EULERL .OPERA. POSTHUMA

) AT Bt AR YOS R Var'(a_

RIRES éOS 1(12’, _'_Lﬁ_d"?)'\‘ LT

et
a2 g2iiane

fieun  lgpoa

ipheee ol asind e

dw®

u: i 'Af; ERITEat ,‘, f5eae

AT LRI T B St AT
Y ) i

cldm==...do €08 @, q—l—,. ) B remelfe enebsn v sia al

{
e , . (+Ed—;
(

et g "fr.

dﬂ dv.

= == tang @. Maintenant

transformons les formules proposées ensorte que -

a=10 < Ju— f{tdl + ud)) =10 - Ju —.-;tf(;t::l-s—,u.t'a'ng @) dli; txe oo
y =ml —f(tdm+1cd ): mt — gy — [t — v tang o) dm;
)=

II

SEowigrs] pel

_.nl-i-ma——fldn-l-ud m-l—-vu-—-fz—utangm)dn

dr;-

AE 4+ BF + CG + DH==0, 120, ¥+ BE -+ CL - DM == 0 ; etc.

¢
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4-68 | —29 | 4-41 | — 37

— 17 | 31 | 479 | +-32

459 | 4-28 | —23 | 4-61

— 11| —T77 | 9- 8| 449

Yai Thonneur d'dlre avec la plus parfaite considération,
Monsieur
Voire trés humble et trés obéissant serviteur

a 8t. Pétersbourg, ce 9 (20) mars 1770. L. Euler.

. (Répondu Lagr.)
P, S
Lorsque Monsieur le Directeur voudra hien répondre & cette lelire, on le prie de donner sa réponse ou

an professeur Formey, ou de Venvoyer sous 'adresse du secrélaire de I'Académie Impériale des Sciences.

Monsieur et trés honoré Confrére,

Comme je suis hors d'état d'écrire moi méme, et gue les occasions de se servir d’'une autre main se
présentent rarement, vous me pardonnerez, si j'ai différé si long tems 4 répondre 3 D'obligeanie leitre dont
vous m’'avez honoré. D’ailleurs depuis environ un an. la théorie de la lune m'a tellement occupé que je n'ai
presque pu penser & autre chose. Trois habiles caleulateurs ont bien vouln m'assister pendant tout ce tems;
quoique nous ayons renconiré mille obstacles, nous les avons surmonté, presque tous, assez heureusement, de
sorle que nos travaux sur celte malitre se trouvent acluellement déjd sous presse. Jamais recherche n'a
demandé autant de caleuls pénibles et antant d'adresse dans I'exécution; il s'en faul cependant de beaucoup
que cetle mafitre soit entiérement épuisée; nous devons nous contenter, si les tables que nous en avons tirées
s'accordent mieux encore avec le ciel que celles de MM. Mayer et Clairaut et si leur usage est beaucoup
plus facile,

Malgré ces pénibles recherches, je n'ai pas manqué de profiter de quelques momens pour étudier vos
excellens mémoires, qui m'ont éié comuunigués pdr M. Formey; et d'abord, ce qui m'a frappé le plus et

que je puis pas assez admirer, c'est la heauté et I'étendue infinie de votre théoréme général, savoir : Jorsque
- a4 Yadogt - L agrt
& =1+ p{l) Hgd. pf” - pdd gt - g Ot ete., ..
. Si i'on désigne par 1 (x) une fonelion quelconque de @ et par v une fonction semblable de 7 on aura toujours
’- 1 PR 1 P L PR
Y =Yl 4~ @t Y1 + §d @ttt 3 -Gdd @it +Qd ottt - efc.

en omeilant les divisions par les puissances de di.
~ Ce Théoréme me parait déja de la derniére importance, sans méme avoir égard 3 I'équation 1=—=2 — ¢z,
dont il fournit la solution el dont vous vous servez avec le plus grand ‘succés, pour résoudre loutes sortes
L. Ealeri Op. porthuma T. L 73
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d'équalions. Favais déja composé, avant mon depart de Berlm, un mémoire sur le méme sujet, & loccas1
d'une excellente picce de M. Lambert insérée dans les actes helvétiques. Cette idée me parut d'abord susce
tible d'une beaucoup plus grande étendue, . que jai taché de- développer dans ce mémoire, qui actuellement .88
volume des nos mémoires ou commentaires. Mais vous avez, Mons1eur, . pou $

trouve jmprimé dans le XV°
cette recherche beancoup plus loin, & lalde de votre admirable théoréme, Aprés y avoir réfléchi tant soit
peu, j'ai reconnu que §a vérits est indépendante de la résolution des équations et des rapports qui Tégne

entre les racines. J'avais formé le dessein d'en chercher une démonstration directe, tirée des premiers prmcxpes

.
i (.

généraux de l'analyse, mais j'y ai d’abord rencontré de frop grands obstacles.
Notre habile académicien, M. Lexell y a bient6t réussi parfaltement et il en a tronvé une demonstrauon

qui répondait entiérement 3 mes souhaits. C'est dommage que ce beau théoréme soit tellement caché entre vos. :

nombreuses recherches, Monsieur, que pen de monde I'y observera et en remarquera toute 1'imporiance.. Paur
je le crois de heaucoup preférable 4 mon théoréme général sur l'intégrabilité, que j'avais tiré de Ia
ugé digne, Monsieur, d'insérer dans les mémoires de Berlin, avee .

moi,
théorie des isopérimétres et que vous avez j
une note touchant M._de Condorcet d. cette. occasion, jai_aussi Ihonneur de vous marquer que M. Lexell a.

pareillement donné une trés belle démonstration de ce méme théoréme, que vous lirez dans le XV‘3 volume
de nos Commentaires. R

Vous avez bien voulu dire & M. Formey, que les extraits des lettres de M. D’Alembert, insérés dans:
les mémoires de Berlin, ne sont rien moins que ce que porte le tilre, mais que ce grand homme vous les
avait adressé, Monswur exprés pour les publier dans cette forme, quoiqu'd mon avis, elles ne renferment que
des observations assez légéres. Gomme les derniéres letires que jai en 'honneur de vous adresser, Monsieur, .
contiennent guelques articles qui ont mérité voire approbation, il me semble que vous pourriez également !es

faire insérer dans vos memou‘es sous le titre d’extraltS, sans (que j'ai besom de ly mettre moi méme 3 Ia téte.

Ne doutant pas que vous nayez, Monsmur, pousse encore plus lom V0§ premleres recherch
probléme de denx nombres dont fant la somme que la dlﬂ.'erence étant a_]outee ou retranchee du prodult d

ces mémes nombres prodmse des nombres quarrés, je serals fort cumeux dapprendre si vous en avez decouverl

Forrn LA
' . o H

une solution plus générale que Ja mienue, 4 laquelle je- suis parvenu par bien des détours.

On expedlera d'ici, avec les premlers valsseaux le troisieme volume de mon calcul mteora] amﬂ que | [

{roisitme volume de ma dxoptmque qui traite de la construction la plus parfaite des mlcroscopes. Vous verre
aussi le XIV® volume de nos commentaires, divisé en deux parties dont la dormew est presque umquemen

remphe des recherches sur la parallaxe du soleil dedulte des observatlons du dermer passaoe de venué sur e

méme academlclen a aussi composé un traité 4 part sur la cométe de 1769 qui went de paraltre

quelques mois. Vous voyez, Monsieur, que je proﬁte amplement de la belle occaswn “que M Lexe

i'oumlt en me préfant ses yeux et sa main.

Yai I'honnenr d'étre avec la plus haule considération, .

Monsieur, ‘
votre trés humble el frés obéissant servitedr - .
a St. Pétersbourg, ce 20 (31) mai 1771. L. Euler. . '

Intercallamus hic epistolam 1l Lexellii ob aretissimum nexum, quem cum ipsius Euleri litteris Hf'.m'e“f“
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Lettre de A, J, Lexell

Monsieur,

Ayant appui par la letire que notre illustre M. Euler a regue de vous et quil a bien voulu me commu-
niyuer, que vous seriez ‘curieux de voir Ja démonsiration que j'ai donnée de votre irés élégant théoréme, qui
se trouve dans le tome XXIV® des mémoires de Berlin; et M. Euler m'ayant ordonné de vous communiquer
en méme temps quelques-unes des démonstrations qu'il a irouvées pour ce théoréme : je profiterai de cette

occasion, pour vous présenter, Monsieur, les hommages que je dois vous offrir, comme & un des plus grands

. mathématiciens de notre siécle el pour vous témoiener les sentiments d'admiration el de respect que vos
¥ P q

sublimes recherches m'ont inspirés.
Avant que de donner les démonstrations dont je viens de parler, je remarquerai que les deux premiéres

sont de M. Euler et que la troisitme est celle que jai trouvée.

Outre ces deux -démonstrations M. Euler en a encore trouve quelques aufres, mais celles que vous

recever ici m'ont paru les plus remarquables.
I ) '

., Démonstration 1.

Puisque
" on aura
- az dz ;.1
1= = EP s
donc o
da: dz ’ . .
— Q=3P : -

0 marquant une fonction quelconque de x. Soient p, g, r, elc. des fonctions de t et P, Q, R des fonctions

semblables .de «; faison
Q=q+A+B'+C+D+ etc. TRRTINES

ot 4, B C, D sont des fonctions qul outre q, g q ) contlennent “des fonctlons déterminées de 7. on aura donc

A A

o

- it

= ) (] ) e

- car en supposant 0 —-*q +A 4+ B 4+ C" - etc., on 2 Ty a

(%)-—A 71_13 elc.

mais en prenarit la différentielle compléte de (), on aura ' -

d_m‘Q’r___ ' (Y B ac ;
i (@) (@ :

() () ()
at @ & (dt) i ele.
d’odd Ton tire N , . o

aw R "I V 77 dc

zQ — Q= (E) (a) "'.(E) -+ elc.

supposons maintenant _ S
. R=r4+ %4 B4+ €+ D el
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il s'en suivra que :
dx F} N d‘ll d%

ER = oo e ele
par conséquent .
ay aB to, — dA). SfeBy . (@ dD e,
7’+'Et‘+dt+ ec..._(a? '—l—(—&“t) dz)"f"(‘a?)—i".b.
En comparant les membres de cette équation, on trouve
l a4 ’ e
1o, (Tt) =r =pqg-
done , .
A4d=p¢ et U=9pr' =ppq;
, 4B dal _ a.ppy.
R T T
’ L ’ i ' 1 ’, 1 sl
donc dB =d..pdp.q et B — §d,ppq ; done B = §d ppro=gd.ppp g = 5 3rl d.piq;
PR ..__.s__ R rac S Da) - ,lﬁ,..._..:'i [ — —.
. 3. (5) = o = 1a3%" 2%,
donc
€= _dd P’ et (E,:_'l_dd.pﬂr':-—mL-—da“"etc
£.9.3 1.2.3 12.82°0195 ¢¢

Ainsi on obtiendra

. ’ 1 ’ 1 3 ,
Q=g+ pg 4+ 5d.ppg +123dd 7+ g rtd + et

en omettant tous les dénominateurs affectés de di. ,
Je pe sais si j'ai bien saisi le sena et la force de cette’ démonstration; mais javoue qu'elle me paralt un’
peu douteuse. ' i
Démonstration 2.

-

Supposons , S g
o = + Pyt + d.Qy't 4 dd. RY't 4~ d° Syt 4 ete.

donc pour le cas gbw' =&, Yyt=1, et 'zp't =1, on aura

x—z+P+dQ+ddR+d'=‘S+d‘*T+etc

or, puisque , :
x — 1= plx) ot o) = ¢ + Pgot- -+ ngot -+~ dd.Rrpt —+ d®Sg't -~ elc.;
on aura ~ - - ; S '
P 4 dQ = ddR ~+ d®S 4 ete. = ¢t -+ Popi + d.Qpt —+ dd. Rpt —+ elc.
done ' , , o .
P=gt, d) = Pp1; diR = d.Qp1; d'S = dd.Rpt; ete.
ou 1
— of- . R — ) !
P = g3 Q_fggot 5 1{'—1.2.39" ; efc.
Démonstration 3.
On g, par-lesr principes de I’analyse,' : ‘*
dy'w o ddy'w e AL

= —gx . e - ox? — il oS
W = Yx L ARETI P2 o Ppx 1.2.3@2—!— efe..
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de méme
13 4
cpnp'z == (,omp!m — q)m-g—(%}-@ —+ g’ MT(Z;—?;GT{B)

on aura done

’ ’ ’
- _ ' o dy'z _ 3, ddyp'x L 4 By's
gt = yo— goy's -+ 907 o — 9Ty g hger 9 fagaar O
b ‘ d{pry'z) o di(pmy'T) o @3 (paya)
-4~ phpt = - gap & — pr— o PE T gagt T PO TSR ~ ele.
apty't a (pe?y's dd(priy’e) A (pz?y's
Lty T RN 0 B, o o ™
1.2de 1.2z 1 2z~ 19 .12, de
daa ptdy’t dd (pa® y'z) a3 (pxdy'z)
— = -+ L0 e P .
+ e 3ul 1 9.3dz? ® 1 2.342% + ele.
3. ptiy't a3 (paiy'z
" q"}’a: ___(g:gu% — ete.
1.2.3.4.41 1.2.3. 44z
elc. elc. i

Or du cété droit tous les termes placés dans les mémes lignes verticales sentredéiruisent, parce qu'on 2

généralement
mim—1) 2 am—1,2,
1z V4 VE

PR = dm—.—iymz = 0

y"dm s — my™ A"y

nous aurons par conséquent
1 det*y't
o = i - gyt 15 L e ete

Dans le mémoire que jai composé sur ce théoréme, jai aussi considéré cette équation plus générale

{=— x — P, ou P est une fonction quelconque de = et ; et j'ai trouvé qu'on aura encore

. ' d Qy't
Yo = Yt -+ QPt 4 7o ete.»

( denotant une fonction dans laquelle se change P en y meltant @ pour 7 et ¢ pour z, et en introduisant de

R

nouvean aprés la différentiation ¢ au lien de a.
Il n'y a que fort pen de temps que jai trouvé des formules assez belles & ce qui me semble, pour les

différences finies des fonctions 2 deux ou- plusieurs variables. ' , .
Seit z une fonction quelconque de deux variables x el 9, et supposons X augmenté de p el y de ¢ de

. . s o ' : r . , s
manidre quon ait @ = @ -~ p, et ¥ =Y + §; soit de plus & fonction de x', y de la méme maniere

que z Vest de z, y; on aura

2 =54 p d—z)—r-l)(ddz)—%—f—‘i s (L2 1
5= P\ g g \g) T 133 7 (’&ZS’)“’“‘

" (Ez_)_‘_?)(ddz)_l 3 z(d”z ¢
7 dy qu dxdy 1.2.3P g dmzdy)+ ete.

o 1 gﬁ% -t .__3__ 2 iz 1 i
g 4 (d;'lz) 1.2.3 rq (dmd'y?-) 3~ elo. :

o L 1
1.5.3 ¢ (aya) ete. ' i
si on supposail que z fut une fonction de trois variables , y, »; il ne serait pas plus difficile de trouver la |L

. fg‘

valeur de z". ' : o
.j,'
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[ . . . .
Dans le tome XV° de nos commentaires, nouvellement imprimé, se

M. Euler la solution quil a donné de ce probléme curieux : trouver

oy == (z—+y) = O.cet xy*= (m—-'y)F— o il a aussi inséré dans le méme
donnée sur les caractéres dmtecrrablhte, dont le prlnClpal objet est de démontrer le beau théoréme 'de My
Euler, Quoique la demonstratton que.j'en al donnée, me. sembloit fort exacte, lorsque j étais occupé i ecme\--. it
cette piéce, j'ai pourtanl reconnu qu 'elle n'est pas tout & fait concluante ; c’est pourquoi je lui en ai substltue
une autre, dans nn mémoire qui sera 1mprxmé comme une suite du précédent dans Je tome XVL Ayant appn
que Mr. de Condorcet a dé traité le 'méme au;et je dois craindre que mes petltes recherches n'en
deviennent tout & fall; superﬂues. Je serals fort curleux de savoir, de quelle maniére M. de Condorcet a.
demontré ce théoréme, 511 a employé les pmnc]pes du caleul des varmtlons, comme Vavait fait M. Euler, Ou,._
il a déduit les dLmonstmuons des principes du caleul différentiel.
Je souhaiterais aussi d'apprendre &'l a considéré les caractéres d'intégrabilité pour les formules mtégra]es
doubles ou triples telles que //pdz dy ou [ffvdwdy dz. Si vous vouliez bien, Monsieur, me faire la grace de
m'en instruire;  comme:--aussi— de--me--faire—connaitre_votre-sentiment - sur.-les. petites. productions—dont._je_wiens
de parler, je la regarderai comme un honneur des plus- smguhers qul me soient arnves de ma v1e. S

) oo idh .1

Quoique la santé de Mr. Euler se refablisse de jour en jour, il n'a pas encore pu ‘avoir lhonneur do

CLaivieuay

vous écrire; il m'a recommande seulement de vous temmgner qu'il est extrémement sensible aux sentimens
d'amitié et d'affection que vous venez, Monsieur, de lui témoigner dans votre derniére letire.

Je finis en vous assurant des sentimens de respect et d'attachement, avec lesquels jai Vhooneur d’ élre

Monsieur ,
Votre trés humble et trés obéissant serviteur

St. Patersbourg, ce 5 mars 1772, ' B A. J. Lexell

. . . Y PR P . i

P. S. i \

Voici encore un probléme analytique, fort curleux, de M. Euler qu 'il a trouvé en traitant des- corps

solides dont 1és surfaces peuvent &tre deployés sur des plans

«Trouver six quantités I, m, n, A, g; v telles que. les formules s

ldx ~+ Ady , mdx —+— udy , nde -+ vdy

ugoient §ﬁtégfaﬂles et qu'on ait

’

ll+aﬁm+nn:1, Aﬂ,éi—f.cu-l—-vv:—;‘l, l}w—l—mu-i—-mf On

Yen ai trouvé cette solulion sur une surface sphérigue, soit . décrite- (Fig. 84) ume ligne courbe quelconque .
MO goit POQ un grand cercle qui touche MO en O, faisons PO — MO et PO == Q0 = 90°. Soient de plus
trois points 4, B, C, tellement situés que les arc AB, AC, BC soient égaux chacun A 90°; joignons
AP, BP, CP; AQ, BQ, €CQ. A présent nommant & Vare MO, soit s une quantlte variable mdépendante de @, - -

il faudra faire ‘ e
& == 90 -+ $ sine et y= PO 4 5 COS©

¢o et Yo sont des ionctlons quelconques deio; et les quantités 1, , v seront égales aux cosinus des arca
AP, BP CP. de méme que l m, n le seront” aux cosinus des arcs AQ, BQ, CQ : I

- ieen e
. R FEY T
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6.

St. Pétersbourg, ce 2k 7bre (5 8bre) 1773,

Monsieur ei {rés honoré confrére,

Ayanl enfin recn la traduction frangoise de mon algébre, jai I'honneur de vous témoigner ma frés parfaile
reconnaissance de la peine que vous vous étes donnée d'y ajouter vos trés profondes recherches sur l'analyse
indéterminge ; et je vous prie de vouloir bien présenter tant & M. Bernoulli gquaux libraires mais ‘trés
humbles remercimens. . I

Yai lu avec la plus grande satisfaction les excellens mémoires dont vous venez d'enrichir le rvecueil de
l'académie royale de Berlin. Les belles démonsirations que vous y donner du théoréme de M. Waring m’ont
causé un trés grand plaisic; jen ai aussi trouvé ‘une démonstration fondée sur des principes lout a fait
différens.

Soit 2p ~+ 1 le nombre premier dont il s'agit, il est certain quil y a loujours une infinité de nombres a,
els que les puissances 1, a, ¢ a®...... jusqu'a a®~', étant divisées par 2p—1, produisent des restes tous
differens enire eux, de sorle gue a*’ soit la premiére puissance aprés 1'unilé qui reproduise le reste 1; d'ol
il s'ensuit que la ‘puissance o? ‘donne =1 pour Teste ;" puisque fous les restes mentionnés sont inégaux entre
eux leur nombre étant 2p, tous les nombres 1, 2, 3, & .... 2p y seront compris. Soit maintenant M le
produit de tous ces nombres 1, 2,°3, &... 2p, il est clair que ce produit M étant divisé par 2p-1-1 laissera
le méme reste que le produit de toutes les puissances ci-dessus; or ce produit est évidemment aP#P—1),. que
je représente par cet autre ¢*»—aP, dont le premier facteur a?PP—1) étant une puissance de ¢ laissera
'unité pour reste ; majs l'autre factenr ¢ donnera le reste —1; d'ou il est clair que le reste qui provient
de cetle puissance entidre sera =— — 1; de sorte que le produit M doit aussi domner. le méme reste. De 14
il g'ensuit que la formule M ~- 1 sera divisible par le nombre proposé 2p -i-1.

Or pour ce qui regarde le nombre a; il faut qu'il soit tel, que la formule xz — a ne ptusse jamais
devenir divisible par le nombre premier 2p-+-1; ainsi, par rapport 2 chaque nombre premier, fous les nombres
se partagent en deux tlasses, la premiére renferme ceux, que je nommerai b, d'ot la formule @z — b peut
devenir divisible par 2p 4~ 1; l'autre classe comprend les nombres @ dont je viens de parler. Pour {rouver

dans chaque cas cos deux classes de nombres indiguées par les laiires a et b, jai trouvé par hazard une
régle trés facile, qui mérite d'autant plus dattention, que je ne suis pas en étal .d'en donner une démonstration
rigoureuse.

Pour cel effet, il faul diviser les nombres premiers en deux classes, Tune de la forme 4n — 1, l'autre de
la forme i - 1. Soit donc premiérement le nombre premier proposé de la forme bn — 1, j'en forme une

progression contenue dans ce terme général, laquelle sera par conséquent.

n, n4-2, n+6, n412, n-4-20, n-30, n-~-42, a-+56, »-+72, elc

et je puis démontrer que tous les termes de celte série sont compris dans la classe des nombres marqués par
b, de sorte qu'une formule zz — b puisse devenir divisible par 4n — 1; ou bien tous ces nombres sont fels
que la formule 3%~ .—1 soil toujours divisible par 4n — 1 ou un de ses multiples. Mais pour ce que je ne
puis pas encore démontrer, c'est que non seulement tous les fermes -de -cetie progression, mais encore Lous
les diviseurs de chacun, appa'fliennent ala cla_sse des nombres D; etien effet on observera toujours, que si d
.est diviseur de quelqu’un de ces lermes, on rencontrera dans la méme progression un terme de la forme dik

'

qui est équivalent du nombre d,
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Soit, par exemple, le nombre premier proposé !m—i =71, partant n=18=2.3* et la progressi

" 48, 20, 24, 30, 38, 48, 60, 7k, 90, 108, efc.

Ton voit d'abord que les nombres de la classe b sont .

2, 3, 5, 19, 37, 87

carré 9, et le ‘nombre 3 se trouve multiplié par le carré 16 dans le terme 48 ; ensuite le &econd: térme.-:Q()”

renferme le nombre 5 multiplié par le quarré &.

Pour les nombres premiers de la forme &n -1, je forme d'abord la progression. au moyen de. cet

formule #n — @ — 2z ; cetle progression sera

n, n—2, n—=6, n—12, n'__a'o‘ n_30 n— &2, n—ss,‘n.—7 éz'c.'“

v : P

et lorsque ces termes devienneni négafifs, on n'a qu’'a les traiter comme posmfs, pumque si b est un tel .

¥

nombre,..non-seuléement-.la_formule_ mmq_b_malgausshcellwmwﬁ b,ﬂ.pourra--d&venm_dwmlblfﬁ -parfin sttt

la méme propriété a lien, non senlement fous les termes de cetfe progression mals encore lout leurs dwlseurs
fournissent des mombres de la classe b, et fous les nombres qui ne s'y trouvent pas sont ceux qui, consmuenl:'

la classe a. Ainsi prenant, par exemple, hn —!—-‘l =89, ou biep # — 22, la progression sera

LA 22 20, 16, 10, 2, 8, 20, 34, 50; 68, 88,-‘110,"13/15,'"'5160-, elc.

d'ou Ton voit dahord que la classe des nombres b contlent

i

2, 11, 17, 67, etc.

£ T . \ .

progression sera’ 1100 == 11-.'10% Mais il’ést'.t‘r’t‘as‘reniarquablé‘ "que 3""cetf'e belle "prbpri‘éiéz'"ii"él"":Tie’li':"q'iie"“léi@que

sera : ' Ao Ty oqes
’ ©9y 1y 1-5-,-—21 99, 39 51 65 81 99 119 1}1 ;’—,q'tc;',""“z,‘

ici quoique 3 divise plusieurs de ces termes; il ne s'en trouvera cependant aucun qui ait la forme 3KR, il en.

est de méme des nombres 5, 7 et d'attres ‘qui sont muliipliés par- 3. Je suis persuadé que la consrderatlon;

de ces circonstances pourra conduire & des découvertes trés importantes. : R

Vous aurez v, Monsieur, dans mon algébre, que le probléme de {rouver % nombres dont “les " produ
23 2, eny ajoutant I'unité, deviennent des nombres quarrés, m'a fort embarrassé, je n'ai méme pu asmgner
en, freneral des nombres satisfaisans, quoique je me- sois-presque- sotivenu:que. ce: probléme a -éié résolu parb
Ozanam, mais l'occasion” de faire des ‘recherches li-dessus' y'a manqué. D(.puls, jai trouvé: cette solition
assez générale. EERET IR

Prenant & volonlé deux nombres m el n, tels que mn -+ 1 =1, les quatres nombres cherchés seront

ILm, ILn, III.m 40420, IV, & (I + m) ({4 n),

ot le nombre ! peut dtre pris hégdtif ou positif. Peut étre celte solution se trouve-t-elle dans - T'algebre

dOznnam. T L B ; - NP

M’ns je m'aurais jamais cru que Vanalyse fut suffisante pour étendre cette qnestmn 35 nombres,

trés agréablement surpris ces jours-ci, {6Psque je renconirai les cinq nombres suivans

777480

’~— — — — 12 ‘.{
A=1, B=3, C=8, D=120 ot B= goo
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qui satisfont aux dix condilions prescrites, de la maniére suivante :

L AR - 1 = 22 IL AC + 1 = 3%, HL AD 4 I=11%, IV. BC + 1 =¥,
, e v - L (30112

V. BD <~ 1 = 192, VI CD 4~ 1 = 31, VI AE 41 = (m

. : W 880 /100792
VIL BE + 1 = (@5) , IX. CE 4+ 1 = (2879) , X DE 4+ 1= (550 -

et de 13 je suis parvenu 3 donner une solution assez générale, mais par une méthode trés indirecte que je

ne saurais expliquer clairement. Car, ayant élabli par les formules données les qualre premiers nombres

A, B, C, D, je fais
A+B4+C+D=p, AB + AC + AD + BC + BD =+ (D = ¢,
ABC 4~ ABD 45 ACD «+ BCD = r, ABCD = s,

et alors le cinquitme nombre sera
g it l)
(s — 1)

Voici une propriété fort remarquable de ces nombres; on aura loujours 1 <-g - s= - pp. Cetle maliére
{4

parait bien digne d'éire mise dans toul son jour, mais je m’y sens incapable.
m'a causé autrefois bien de la peine par rapport au nombre

La résolution de la formule axx 4+ 1 =19y
comme 61 et 109 ; mais je_ 1{icr_ls___7@_1¢_3_7£1quvg1‘ un théoreme

—a-qui demande de trés grands nombres pour.x el ¥,

ui conduit d'abord 3 la solution de ces cas et d'aulres semblables.

q
les valeurs de r et de s telles que arr — & = ss, que 'on prenne p =rs

Connaissant pour le nombre a,
el g == ss - 2, ensuite & = 5 P~ g*—1) ety =5 ¢ (g> — 3) et Von sura certainement ax® - 1 =vyy; ou
re impair, les deux expressions de z et y donne-
ra d'abord » = 5, s = 39, et de }i on tire les
nons de remelire & M. le chevalier Triguet

il m'a assuré avanl son déparl que vous y

il faut remarquer, que puisque r est par &a nature un nomb
ront des nombres entiers. Ainsi pour le cas de ¢ =61 on au

grauds nombres x et y rapporiés dans ma table. M. Lexell el moi ve

our les actes de 1'académie royale de Turin;

quelques mémoires p
e son Académie dans son premier état florissant

" sevez incessamment rappellé et que le roi regnant veul remettr

" Dans ce cas I'académie de Berlin serail bien & plaindre.
je vous ai découverl mon coeur tout entier; et je vous prie de me conlinuer

Vous voyez, Monsieur, que
le plus inviolable attachement,

I'honneur de voire amilié, en vous assurant que je serai toujours avec

i Monsieur;

Leonard Euler,

7.

" Domino celeberrimo de la Grange,
S, P. D.
Leonardus Euler.

Sequens theorema aitentione Geometrarum haud indignum, et Analysin prorsus singnlarem postalare videtur

Theorema demonstrandum.

Si formula differentialis (—ﬁ%— ita integretur, uwt facto x =0 integrale evanescat, fum vero statuatur

-~ #.==1; ejus _yalor..aequalis. ,est,,,]oganithmg“_hjna;__'ii,
. (Regu le 26 janvier 1775 ; répondu le 10 février.):

ubi: quidem Jogarithmi hyperbolici. sunt- intelligendi.

I Euleri Op. posthoma. T. 1.

volre irés bumble el trés obéissant serviteur
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: A St. Pétershourg, ce 23 mars 1775.

Monsieur et trés honoré confrére,

Il est bien glorieux pour moi dav01r pour successeur 3 Berlin le plus sublime géométre de ce smcle,
il est certain que je n'aurais pu rendre & Iacadémie un plus grand service qu'en prenani mon congé; et A cet,‘

égard je puis me vanter d'avoir une grande supériorité sur vous, vl que vous ne lui sauriez jamais rendre

un te) service.
Yai parcouru avec la plus grande avidité les excellens mémoires dont vous avez enrichi les dprnlers

volumes de Berlin ct de Turin; je n'ai pu assez admirer Fadresse et la ['ac11m, avec laquelle vous y traitez-
Lant d’ob]ets épineux qui m'ont codté bien de Ja peine. Tel est le mouvemenl d’un corps attiré vers deux

poinis fises; et surtout I'intégration de cétte équation différentielle

mdx __ ndy .
¥ (4 -+ Bz + Cxx -+ Da® + Ex*) — V (d-+ By + Cyy + Dy? -+ Ey*)

toutes les fois, que les deux nombres m et » sont rationnels.
Cetie recherche renferme encore une autre branche, lorsqu’on y ajoute des numéraleurs semblables, ot il

sagit de trouver un rapport enlre les variables « et y tel, que la somme ou la ditférence de deux formules

pareilles devienne algébrique. . .
Ten ai tivé autrefois la solution de cette question : Le quart d'une ellipse ABG (Fig. 85) élanl donné, y

trouver deux points P et Q tels, que Varc PQ soit précisement la moilié de Tarc AB. Cette maliére me parait

avoir beaucoup encore in recessu.
1) dz

Ce que vous me marquez, Monsieur, 3 l'occasion du petit théoréme f @ = log2 en pr'e'nant 5

log «
=1, m'a beaucoup rejoui, el jai vu avec la plus grande satisfaction, que vous. avez d'abord pénétré ‘tout
le mysiére, et que vous avez poussé loules ces recherches beaucoup plus loin que je ne l'avais fait dans.

quelques mémoires composes sur ce sujet. Jai éié frappe surtout de cet excellent théoréme

(2" — z™)dz

(1a-a") logz =08 (mﬂ-l)rz
iang ——
R 9

en prenant l'mléﬂrale depuis & = 0 jusqu'd 2z = oo; de la vérité du quel je me suis d'abord convam’ic'u par:-'vv’

.. . . . , . 2™z
des séries infinies, qui m’ont fait connailre, que celle intégrale f

T iogp ePis @ = 0 jusquid & = o7 -

L \ 5 na-Nr " . , dz . A ,
est ‘toujours égale 3 log. lang g, Apres avoir trouvé que fm depuis z =0 jusqu'd z = @ e‘st 2
. 71—1
toujours égale & 0. Comme vous aurez liré sans doule, ce beau théorsme de celui-ci  que / %‘i—w depum

o

x =0, jusqu'd 2= oo est égal 3 Je suis curicux d'apprendre ot s'en Irouve la démonstration; car -

r sm —_
" . .
quoi qu'il me soit connu depuis plus de quarante ans, je n'en ai pu néanmoins (rouver une démonstration.
formelle que depuis peu de temps, el je ne l'ai pas encore publiée j'attends avec beaucoup d'impatience, de voir:

Jes profondes recherches que vous aurez communiquées sur ce sujet & I'académie royale de Berlin,

Le paradoxe dont vous me parlez, mérile sans doute toute l'attention des géométres : il consiste en ce -

que la différence entre ces deux formules intégrales [—— /l —
og &

» comprises enire les mémes limites 0 et 1.
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na-1, ‘ P
r le dénonement de ce paradoxe se trouve sans doule, en ce gue 'une et l'autre intégrale

soil egale a log
devient infiniment grande, ou leur égalité n’empéche pas que leur différence soil indéterminée ; comme celd

\ . . d dz . . . W o . cpp .
arrive dans ces formules plus simples W et [2 prises depuis 0 jusqud Vinfini, ot la différence peut devenir
P p ” DD Jusq : pe n

, s . ' dy de
¢gale 4 une quantité guelcongue; aussi en prenant y = az on aura sans doule f 7 f — = Jog a.

Je suis tombé ces jours ci sur un probleme de mécanique, qui m’a héziucoup {ourments, quoiqu'il paraisse
fort simple au premier coup doeil. 11 s'agit de trouver Je mouvement avec lequel une barre descend en glissant
sur un axe cylindrique, comme (Fig. 85) le représente. L'analyse m'a d'abord conduit 4 deux équations diffé-
rentio-différentielles, assez semblables  celles qui expriment le mouvement d'un corps aliiré vers deux points
fixes ; mais jusqu'ici je n'en ai pu lirer qu'une seule équation inlégrale, en négligeant méme le froltement: et
si l'on en voulail tenir compte, je ne vois d'aulre ressource que de suivre le mouvement de la barre quasi

pas 4 pas; et c'est sur ce,pied que jlai developpé un cas déterminé.

En parcourant le dernier volume des mémoires de Berlin, je ne fus pas peu surpris, qu’il puisse encore
étre question d'un satellite de Venus, el méme d’un iel, qui renverserait tous les principes de l'asironomie;

je m'aurais pas crd non plus que le principe de la raison suffisante osit encore paraitre sur le théatre.

Je suis entiérement convaincu, qwi moins que vous réussissiez A retrouver les démonstrations perdues de
Fermat, elles resteront perdues 3 jamais. Tous mes soins 4 cel égard ont été inutiles jusqu'ici, sans en
exclure ceux que j'ai pris pour prouver, que cetle égalité x" o= y* = 2" est toujours impossible, & moins que

Yexposant n ne soil au-dessous de 2. Nous avions cru autrefois que cetle impossibilité &'étendait plus loin &

ces formules :

a® == b = z*;
. at 2= Bt o= ot = 2%,
ad = b5 o= b = 4 = &5
elc.

Mais il n'y a pas long-temps que j'ai été convaincu que la seconde n'est pas impossible; car jai trouvé

quatre nombres b, ~c;—d; tels; que atA=bt =1 == d* I

Vous recevrez en peu de temps Je XVIIém volume de nos commentaires ; Ja premiére partie du tome
XIXéme gst déja imprimée. 'y ai donné une idée pour élendre la table des nombres premiers jusqu'au deld
d'un million, et jai méme donné tous Jes nombres premiers entre 1000000 et 1002000; un tel ouvrage deman-

derait un volume in 4°, de la méme épaisseur que nos commentaires.
Je finis, Monsieur, ayani I'honneur d'étre avec les sentiments du plus parfait dévouement,
Monsieur et trés-honoré confrére,
Volre trés humble el irés obéissant serviteur
L. Euler.
P, 8.

Permettez-moi, Monsieur, d'ajouter encore deux {héorémes qui me paraissent vrais, quoique je n'en ai pu

trouver encore la démonstration.”
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Théoréme L.

i

Il n'y a point de courbe algébrique dont un arc quelcongue soit“égél au logarithmique d'une fonclio

quelconque.
Théoréme 2.

Hormis le cercle, il n'y a point de courbe algébrique don{ un arc guelconque soit égal A-un arc de

cercle,

FINIS TOMI PRIORIS.
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