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- | XL
DE
BINIS CURVIS ALGEBRAICIS
EADEM RECTIFICATIONE GAUDENTIBUS.

Conventui exhibita die 20. Aug. £781.

s

; §. 1. OSint @ et y coordinatae orthogonales unius, at X et
Y alterius curvae, et quaestio eo redit, ut fat Jx®— Oy =X+ JY?,
ita tamen, ut omnes expressiones prodeant algebraicae. Hujus igi-
tur Problematis duplicem hic sum traditurus solutionem, quae cum
plurimum a se invicem discrepare videantur earum quoque consensum
ostendere conveniet.

Solutio prior. ;

§. 2. Cum igitur reddi oporteat oX*+ 0¥’ == oz w;_aJ .
hoc plaestabltm si statuamus: .

OX. — gx cos QD —+ 0y sin @

oY — 0z sin O — Jy cos P

- ubi ergo angulum @ ita comparatum essec necesse est, ut hae duae

“formulae integrationem admittant. Ad hoc efficiendum utar methodo

olim a me tradita, ubi prima quasi elementa analyseos Infinitorum

indeterminatae exposui. Tum igitur prodibit:

=z cos Q +y sin Q[0 (@ sin O —y cos Q)

Y= sin O —y cos O — (0D @ cos § + 5 sin O).

Ubi ergo has duas formulas integrales integrabiles reddi oportet, id

quod nulla difficultate laborat, '

' § 3. Statuamus enim :

SOP (@sin® —ycos P) =7P; /P (x cos P~y sin (D)

eritque
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i __ o7 - . .30
z sin® —y cos =355 x cos P -y SmCD__.aq)
ubi ergo pro P et Q funcliones guascunque algebraicas ipsarum

sin O et cos @ accipere licet. Tum vero ex his duabus aequatio-

mbus ipsac coordinatac z et y sequenti modo determlnantur : .
oP sind—4-00Q cosP -
]

b p—

,Ex quibus _]am coordinatae alterius curvae sponte determinantm:

X=3+P; Y=53—0Q.

Hine ergo nullo plane labore innumerabilia binarum curvarum alge-

" brajcarum paria exhiberi poterunt, quae eadem rectificatione erunt

‘pracditae. : : ,
- §. 4. Quo hoc clarius appareat, sumamus differentialia ca-
prendo 0] constante, ac reperietur : '

ax_aap s:nCD-—{—aaQ,cos(D P cos q) — 20 sin (:D
T Oy = 90Q sin (D . 00P cos P 4~ 0Q cos O - 0P sin O

unde colhgltur

2" - Dy —_29p* d—gﬂaapj_l_g(ayaaqgaoaap) +BP - 30,

brmlh modo pro altera curva habebimus:

DX =22 43P et oY =57 — 20,

ex qulbus pro arcus elemento erit

) ddP2 30 — 8090 . ‘
) S, ii%%g—i—t-i“"’““a 2 000%) - 9P + 00"
ideoque 0X* +4-0Y* z= 02" -~ 0y° , utl requiritur.

o Solutio poste.rfor-.
S §. 6. Cum effici debeat & -0y — oX? - 0Y® erit
- 0af — X" — 5Y2 — 0y’ ad quam aequationem resolvendam statu-
amus —=M; z—X—m; Y+y=N; Y—y—=n
qu0_ facto fieri debet 9Mom —— oNon, consequenter %—If = %:; -qua~

rum duayum fractionmm utraque ponmatmr —— ¢ ut habeamus primo ' .

—

T e
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oM = ton, ideoque M —=#n — /ndt, Simili modo pro altera erit
ON = idm, ergo N=— tm — [mot. ‘ '

§- 6. Hoc igitur ‘modo. novam variabilem ¢ in ca]culum'
introduximus ex qua IPSELS coordinatas facile definire licebit. Pona-

— __.au 13U :
mus enim /moéi—U, ut flat n—=5% = hlnque M — = U.
ECE ' ' v o,
Simili modo, ponendolﬁnat:V habebimus m;%?, hine N:rgz{—ﬁ’”,
ubi U et V denotent functiones quascingue ipsius ¢,

§ 7. Ex his jam valoribus ipsae coordinatae utnusque
curvae _sponte se produnt. Cum enim sit '

x——M—i—m X—M—m Me—m Y:N~|—-n N—n.

2 2 ? — 2
nihil 11nped1£ quominus has formulas duphcemus hincque coordmatae,
utriusque ecurvae sequenti modo expnmentur : :
19U— U343V, L 13U —Ust—avV . \

b A 57 H 57 - 2
13V —VIt—aU 19V — V3t 4-31u
y—= 57 R i Tk

§. 8. Videamus nunc etiam, - quomodo hae formulae quates-
stiont proposmae satisfaciant. Ac sumto elemento J¢. constante ele-
menta pro priore curva erunt:

t3aU+233V 193V —

dz — ——?;—'; ;5 dy— ~—VataaU, unde A
o : 2_ (1 —+tH) (90U 495 ve
0" ~+ 0y == (AN EE 129V,

Pro aliera curva habebimus : :
X — 183U —033V Y — raa-V—;—aaU

ot -—_ i a hincque
2 2z (14~F1) (aaul+aav—)
OX*~+ oY = dr?

u

§ 9. Quamquam hae duae solutiones toto coelo a ge

in=
vicem discrepare videntur, tamen nullum dubium, ‘quin inter

se pul«
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cherrime consentiant , cum utraque omnes plane casus satisfacientes
complecti debeat. Interim tamen, si solutiones simpliciores deside-
'mmus 131101' ad hunc scopum magis apta deprehenditur, quippe
._quae ita "restricta ut ponatur Q — 0 adhuc plurimas  solutiones
U memorabiles suppeditat. Posito autem Q:: 0 coordinalae binarnm
.cﬁr'va;um per formulas istas simplicissimas exprimentur .

P sind X - P

. €T — ) 5
_BPGOEQ_ '__313
¥ — 3P * — 3"

Ubi cum sit P ==X adeo immediate ex posteriore curva ad pri-
orem pl‘ocedere licebit, jta wut altera curvarum quaesitarum nune
quasi cognita spectari possit, id quod in formulis generalibus nullo
modo- fieri potest. Hanc 1g1tur solutlonem etsi maxime particula-
yem fusius prosequi conveniet , ubl quidem litteras majusculas et
‘-'ininusculas inter se permutemus. ' -

Solutio particularis,

k has coordinatas complectens :
- x=—=F; }x.__apas;]’;lqj _ )
| _ 0P  xy __OP cos(b .
:_,y___an, Y — o

§. 410, Cum hic pro pricre curva sit P—w et y— gﬂ)’

unde fit BCI\__.—-—; cum igitur 9@ sit elementum arcus circularis ,
quoties  aequatio inter =z et y ita fuerit comparvata, ut formula
integralis /’ a—x arcum circularem exprimat, toties alia curva exhi-
~beri potemt eandem rectificationem involvens, quippe pro qua habe-
bltur 1%y Y:‘. tag (O ; deinde quoque habebitur :
72 2 ___ox___
Yy X LY = F =y,

ita ut chorda curvae quaesitae semper aequalis sit applicatac alterius
_curvae. Tales igitur casus accuratius evolvere operae erit pretium.

14

Suppz, aux Ménotres de ' dead.
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Evolutio casus

quo pro curva data est y::’ifw';‘xx- \
{. t1. Hic statim patet istam aequationem pestinere ad
Parabolam, cujus parameter == 4, eamque adeo permanere eandem,

utcunque quantitas o immutetur, cum tantum _initinm  applicata<
rum mutetur, quamobrem si curva quaésita ab a pendebit , hine
infinitae adeo cwrvae diversac reperientur quae cum parabola com-
muni gaudeant rectificatione. :

& 12, Hinc igitur fiet a@:—@”—- ubl ponamus b= na ,ﬁ

{ aa ——xx ?
ut integrando prodeat O — nA tag 2, Quia igitur volumus ut
. . . 5. 2.
pfirameter b mvariatus, maneat, erit a— =, Sve n T -, Ita ut nume-

rus n rationem inter parametrum b et quantitatem arbitrariam a
imvolvat. Hine igitur fiet x == a tag . Unde patet, ut formulae
nostrae prodeant algebraicae, numerum n absolute rationalem esse.

debere ; alioquin enim ad genus quantitatgm quae mtelscendentes,
appellari solent devolveremur.
P a:aCD

§. 13. Cum igitur hmc, sit Ba:""" — % @g erit pro curva..
, 7 cos - ,

quaesita }'X°® 4~ Y —y et %: tag ®O. Quia 1gitur angulus @
ex ipsa acquatione pro.curva data innotescit, haec curva facile
geometrice comstrul -poterit, atque constructio eadem plane prodit
quam .mon ita pridem pro infinitis curvis algebraicis, quae cum
parabola communem rectificationem habeant, dedi. ' '

~ +

Evolutio casus,

quo pro curva data est ny = }/ Ga — zux. |
§ 14, Hic igitur erit 9 == 9% xv—ﬂ: ideoque
o X -
¢ == nA sin a—: , unde fit @ == @ sin % et Yy ;f— 039 . -Evidens.

-4



107

autem est hanc curvam datam esse ellipsin cujus alter semiaxis
o . P . .
—a, alter vero —. Pro curva quaesita igitar habcbimus ejus
. 72 2 ____ @ q) X N T
chordam 3/ X* - Y* == = cos 7 et ¢ —1agQ, unde iterum con-
strucuo facillima dt,ducuur si modo n fuerit numerus rationalis.

: "Cognita enim chorda et angulo quo ea ad axem fixum inclinatur
7 constructio facillime expedietur.

§. 15. Hic ante omnia observasse juvabit, si pro data

curva circulum accipiamus, ut sit n—{, fore y == Y aa — zz,
Ponamus brevitatis gratia /X*4-Y*=Z, et cum sit y= L__,]/ il T,

Y T . w'_x____x___.'lfanr——-zj

.(ﬂ‘]t 12 — }/(mzm-- 727, hincque tag (D =y == . Hine
X “—ZZ . o : - -

fiet 5z — f—a—zf sive ZZ (XX YY) = caYY seu P = aa¥Y

atque ZZ == a¥, quae est aequatio pro circulo, ita ut etiain nune
nulla curva exhiberi posse videatur, quae cum curculo communi
“rectificatione - gaudeat praeter ipsum circulum.

§- i6. Consideremus etiam -casum quo 2 =I 2 duo fit

:as:::sin9 et y:i}cosg‘i-
- er . @ X it
Hmc 1gmn erit Z == Lcos2 . Cum igitur sit tag P == G et

cos O —= z Cum autem cos i@ == V1+°°Sq) , pro curva guae-
_sita oritur haee sequatio : '

L Z—== VZ—?:E, ideoque 823 aa(Z _E—YJ,

guae expressio, ob Z=—=}/ XX +4-YY ad ratlonahtatcm perducta
. ad gradum sextum ascendlt

Evolutio casus,

qﬁo pro curva data est my == b —+ / aa — zz.

§. t7. Evidens est hanc aequationem semper esse pro el

]11351 , auicunque valor litterae & tribuatur, atque adeo « sgast nI=< 4
i4 ¥
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) . nox
: ‘e cirenlum. Tum autem habebimus 0 — — 25
hane curvam fore circulum. T (D Sy

; . . nan 2adu(r—uu) ¢
quae expressio, POSIO & T—r=m unde fit dw == e ot
enadu {1t —un)

]/aa_ﬂgg;__ “1(:1;—7:3, induit hanc formam:; a®_(1+uu)(b+a+ac1z(b—a)j

quam .in duas hujusmodi- partes d1scerpe1e ficet
oou . Bou ‘ .
T4 zu ?J—l—fn—}—(b——a)uu , _
guarum integratio utraque ad arcum circuli deducitur, st modo

foerit & > a. -

§. 18. Resolutione autem facta reperitur a=2n et 3=—2nb,
2ndu 2ndou
P batwg—=(b—ua)un ’
R du 1 g .
| genere s;t fﬁﬁ*mAtag g erit
b b —
= 2nAtagn — et — Atagu __“.
¢ gu — = guy;
Haec igitur aequatio ut primo fiat 1'eahs necesse est ut sit o> a;
deinde wut etiam algebraica flat mnecesse est ut tam 27 quam

anb . . . . . N . . :
T st numeri rationales, Hunc in fnem gjusmodi rationem’
—ag : o :

5

inter b et @ statui oportet, ‘ut fiat TE— —— A, numerus ratio-
.. . . —=aaq

ita ut habeamus 8@: Cum jam’ in

. b A
nalis , unde At 2 — —2—, gicque erit
7. a 1/)\)\____ : H CI

b.}.a“)\_H/u—-:—“(h—a—VM_.)r : b+a Neb VAA—1?

quo valore substituto fiet

: @:2nAtagu—-2nF\Atag;—:}/1;—?-_—=-

§. 19. Componitur ergo angulus @ ex duobus angulis quos
vocemus ¢ et ¥, quorumque ergo tangente§ per u lta exprimuntur,

u - v !—!>
Rk tum vero erit (D_Hné'—ﬂz’n?m

sive 2%::{ — A%. Nunc evidens est ‘si modo A fuerit numerus

ut sit tagd —u et tagy =

_rationalis etiam’ anguli Ay tangentem a]geb‘raice per u exprimi; er-.
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g0 etxam tangens differentiae horum angulorum, hoc est angull n%,

aequab;tul functioni algebmlcqe 1psms 1 ideoque etiam tangens 11)51-
us anguli (P, st modo n fuerit mumerus rationalis, unde patet hanc

golutionem ad alias ellipses adaptari mon posse.

20, Cum igitur ellipsis quam consideremus eadem mane-

§.
s indolem cognoscendam

at quicunque valor ipsi & tribuatur, ad eju
VYoa — 2%

somamus b —= 0, -

. . e v . e
transversum fore ——a, ubl scilicet == 0, conjugatum vero —Z-- .

qualum Aaxes inter se teneant rationem rationalem. Pracierea vero

ny-

- ’
“pro b alios valores assumere non licet, mnisi quibus fit —
— ad

merus rationalis,. Unde patet, nihilominus semper. innumeras curvas
algebraicas inveniri posse quae cum tali elhpm communem rectifica-

*clonem contineant,

§ 21. Cum igitur pro curva guaesita sit == tag ¢,

etiam haec ﬂ'actio S per functlonem algebraicam ipsius » exprime=

By
tur. Deinde quia invenimus ]/ XY —y— _j—_)_aa____ , etiam

tiaee chorda per functionem algebraicam ipsius u expumetur cum

2 gu a {1 — uu}
sit @ == ;- et Y aa — @ ===, unde fit
e oy vE_ bta—t(b—a)uu
VX _I—Y n (1~ un) '

-Ouamobrem cum ambae hae formulae: }-é, et ]/X2+Y2 per func-

hanc quantitatem u, id quod facile fit ex valore ipsius ]/X —t Y

_"=qu1ppe quo posito —=Z, colligitur uu"—nbztﬁk;li‘) ., Hic igitur
- valor, in formula pro tag @ inventa, cui }5 aequatur , substitutus,

~ praebebit aequationem algebraicam inter bmas coordinatas curvae

!

at sit y —=———, unde patet ejus semiaxem

‘Quare noster caleulus ad alias ellipses accommodari nequit, nisl’

tiones algebraicas e3usdem quantitatis .z determinentur, eliminando-

¥
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quacsitae X et Y, ob Z ==/ X’—f-Y2 quac autem plerumque adf
plurimas dimensiones exsurget,

) {. 22. Hic probe notandum est, quoniam (vid, Nov. Act,
. T. V.) infinitas curvas algebraicas determinavi, quae cum data
Ellipsi quacunque communi gaudeant rectlﬁcatlone golo circulo ex-.
cepto eas curvas ab iis quas nunc invenimus prorsus esse le&l‘
sas; mneque etiam patet quomodo illae ex solutione particulari qua,
hic usi sumus deduci queant. TFacile autem derivari possunt ex
formulis generalibus primae solutionis , id quod hic ostendisse ope-
rae pretium videtur. ' :

§. 23. Quia ibi pro altera curva dedimus hos valores:

N o — BE" sink};;?pa(} cosd et y = . an 8111@8—;D8Pc05®
ﬁ sumamus %:-——aeos(n—{—i)@—}—bcos(ﬂw1)(}5 et
g_% —asin(-1)O ~~bsin(n — 1) @, eritque
> (e 0sinn et y == (@a—b) cos n P
unde manifesto fit i j_xb)h e (a___b); — 1, quae aequatlo est pro-

ellipsi, cujus semlazes sunt o +b et c — b,

{. 24. Ex his autem valoribus differantialibus colligitur in-

tegrando
. gsin(n-d-1)Q Bsin(n—1P
jP —_— -tz + [l
O — __gcos(nt )P beoos (n— 1)@
o~ -+ - n—x .

Quare cum pro altera curva invenerimus :
P
m*ﬁ.“]—P et Y:g1> - Q,
1st1 valores ita se habebunt:

X =i+ )P+ S s — 0O
e na 715‘
Y =— moo Cos (nr-—i— 1) (D'—}-—h_:; cos (n — 1) .

@



11

Unde patet, quomiam numerns 7 penitus arbitrio nostro relinquitur,
ex his formulis infinitas prodire curvas algebraicas, mulla alia con-
.drtlone restrictas , nisi’ ut 72 sit numerus rationalis, exceptls tantum
duobus casibus 71! et n—-— 1, simul vero intelliginnr, utcun-
i 'que 1auo mter axes fuam irrationalis curvas quaesitas non turbarl

Problem a.

. Consensum ‘inter. ambas ~solutiones generales monsirare et sub-
. stitutiones indagare , quibus altera in alteram converli
quedart,

. Solutio.

§. 256. Quoniam i formulis supra datis tam coordinaias
_quam functicnes inter se permutare licet, ad cal leull commoditaten
pliores coordinatas x et y sequenti modo repraesentemus :

pro priove solutione | pro posteriore solutione
e 0P c0sQ— 3@ sin® . gy TEJV
L= 7P =5 HV
P sinQ —+ 9Q cos , oV 18U 17
Y — 50 | Y =5y Y

Hic igitur ostendendum, qualem relationem primo. inter O et £,
deinde vero inter functiones p, g et V, U statwi oporteat, ut ist
duplices valores ipsarum x et @ ad Identitatem revocentur,

{- 26. Hunc in finem ante .omnia necesse est multitudinem
quantitatum quae hic occurrunt imminuere, 1d quod pulcherrime
_succedit, si pro_priore solutione statnamus P—- Q}/»—i—‘@ ; tum
cenim fiet w— y}/m {80V — 2@ 5 pro altera vero so-

ad -
lutiome ponamus U—+4-VV — { ==L, ac reperietar
@y — 1= 5 —p-r]/-u 1) = Iy — 1.
Haec autem expressio ad hanc' formem redigitur :

_____.(1-—{—1‘1/-—1)9 I
93—1‘5’]/'""'1*—-_ EF] a';-}-n/--:'




Totum negotium ergo hue redit, ut hae duae formulae pro x +y]/——
inventac consentientes reddantur.

§. 247. Quo factores priores ad majorem uniformitatem ve-
CO8 i —}=1 = T 8in .

vocemus ponamus f——tagw eritque { £} — 1 =

cos W
— )2 — . .
et Bt__-—as—%ﬁ,; unde fit (I+f;; D) :Gosam_'_;/m L. - Quam-
obrem nunc ista dequalitas erit docenda:
cosP-4 ¥ — 1 sind e — cos:»w—l—T/——1 smf-ma M cos t )
90 * - . dw ‘costw ——¥ — ¢ sinw

et nunc evidens est statui debere ) —=2w; tum -enim dividendo
——3 §in 2t . . - . . .
utrinque per CG““’_F;M 12228 orietur ista aequalitas satis simplex
. 1T cosw
I —— -
2 00 =0 cosw ——1 —1sinw

Integralibus igitur sumendis debet esse @ ——

2 Il cos w ¢
cosW 4~ ¥V — 1 sinw |

© (cos —+ ¢/ — 1 sin ) == 2 Il cos w.

sive

§. 25. Restituamus nunc loco @ et II valores assumtos’
orieturque haec aequatio : . .
P+ Qy/— 1) (cosw )/ — 1 sinw) = 2cosw(U--V )/ — 1)
unde partes reales et imégina-rias seorsim . inter se aequari oportet
hincque ergo duae sequentes- determinationes deducuntur : s
2 Ucosw—7Pcosmy— Qsinw
2Vcosow—=Psinw 4 Q cosw-

ubl meminisse opmtet esse £ ——tagw et O == 2w sicque si in so

Iutione posteriore loco U et V 13t1 valores substituantur :
P cos wi—— O sin w . Psinw cas w
U— e i et V — __.l_i&,___ s
. Fcosw 2CO5W
ea in priorem convertetur.

§. 29, Vielssim igitur functiones P et Q per U et V iia
definientur, P — 2 U cos w®* 4 2V sin w cos w sive '
P—U(1-}cos 2w~ Vsin2uw
et Q —V (1 - cos 2.m) ~— Usin 2w,
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" Hoe igitur modo patet non solum binas expressiones perfecte inter
se consentive, sed etiam substitutiones habentur, quibus altera in al-
- teram converti potest, '

§. 30. Ostendamus igitur clarius quomodo posteriores for-
“mulae ad priores reduci debeant. Ac primo quidem cum sit:

. - —_ sin® _ 3 Q .
‘ t__ta.gw__tag%(b, erit £ To-c0sp ©t at_m,
Ctum vero erit etiam: )
T—2 ___Qsn® _ — 9 Psind

2 2 (1 - cos ) et V= +2(l—l—cos@) '
© Simili modo priores ex posterioribus nascentur namque ob

o tggitb t e;t SInCI)__T]_—H et cosd)_l+rr

‘t_u.m” vero op— -!--2__}_—5, functiones vero P et Q ita definientur ut sit
, 2U—-2Vt _:V-—wr
P=—="r et Q S

—hox T PR R — -

§ 31.- ‘:‘uuﬁ"imet autem consensum Inter formulas bmas pro
. eoordinatis. x et y ostendisse quandpquidem nullum dubium super-
- esse potest quin per has substitutiones etiam formulaé pro -coordina-
-tis‘-kX et Y alterae in alteras convertantur , atque hoc modo quae-
- stionl -principali quam hic ftractare suscepimus perfecte est satis-
. factum, dum nostrae formulae omnia binarum curvarum algebraica-
Tum paria largiuntur, quac eadem rectificatione sint praeditae.

&

13
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