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RESOLUTIONE
—as- bT+CJ-—§—d%'x-—I—6mJ+fJJ—l gvm:u/q-hrtu—; I.CE‘T‘JJ
PER NUMERQOS RATIONALES.

Conventni exhibita die 9. Qat. 1780,

§. 1.

Haec formula nikilo aequanda complectitur in genere omne
functiones rationales integras duvarum variahilium z et z, quaru
utraque non ultra sectndam dimensionem assurgit. Ista igitur e
pressio comprehendere potest novem terminos omnino, quos com
mode sequenti Schemate quadratico repraesentari licet :

i = x°
1 e b c_f
gy | ¢ | e | ¢ |
Y VAR i

Circa hanc igitur expressionmem: istam quaestionem evolvendam sus
cipio, quomodo pro binis variabilibus x et y valores ratiomales m
vestigarl oporteat , quae aequationi satisfaciant.

§. 2. Ante omnia autemr hic dispiciendum est, utrum Torm¢
proposita resolutionem. in duos factores rationales admitiat nec ne
quando. quidem. priorl casu quaestio nulla plane laborat dificultate
Duplici autem modo evenire potest, ut tales expressiones duos fa
tores involvant. Primo enim ea potest esse productum ex tali
bus duchus factoribus:



| (a+ﬁm—l— vm) (5+EJ+ZW>: 0. ._

{@mm ‘enim factorum dummodo alteruter radices ratmnales contiv
at alteram variabilem prorsus pro lubitu accipere hceb1t. Sim
' neuter hmum factorum mihilo aequatus radices radionalés
omplectaLm ) tum etiam aequatwm propositac nulle modo satis-

‘poterit.ﬁw - -

§ 3. “Alter modus, quo factores locum habere p-ossunt ita
ge habet :

(e B -y - 8vy)<e+4”x+w+e-w>:o
Resoluuo edim hic infinitis modis in genere succedit. Poslio enim
fore: factore’ & —f—-ﬁx—;—-'yj—{-—ﬁxy: 0 ex eo ultro sequitur

g Par
Ly O
inr, altcuus valor fmcllllme asmgnan possit, idque adeo duplici 1110-

ob gemmos I’actol‘es, quomm utelque nihilo aequari potest.

=N 1ta ut, quomodocunque alterutra variabilinm accipia-

-’

g 4 Hls autem cas1bus EHIGHE 1'esolut1@ quaesuoms pro-
p051tae noen parum est avdua, 31qu1dem methodus desideratur omnes .
plane valdres mvestlg(mdl qui pro zx et y substituti aequationi sa-
isfaciant.  Utralibet enim variabilis pré cognita accipiatur, alterius
determinatio deducit ad resolutionem aequalionis quadraticae, ideoque
“011tu1 formula radicalis ad rationalitatem perducenda , quam dapli-
‘m remlutzonem accuratins perpendamus '

3
-

§ 5. Consideremus igitar primo variabilem & tanquam cog-
" mtam ‘ac posito brevitatis gratia:
' a —— bx - d;cx - P

¢ - ex - grr — Q;
. f—{—h'r—{-—r,wx'—'R

. aequatlo hanc induet formam P + Qy -+ Ryy — 0, unde radice

‘ extl acta oritur :
— QYO — 4 PR
¥—. © aR

N




_ obtmeatur nova formula unde.valorem ipsius z deducere liceat, g

60
ubi ergo omnes valores 1psms z desiderantur quibus ista fmmul;‘
radicalis : ]/OO —— 4PR rationalis reddatur. Ista autem forma 1r§1
rationalis, si loco P,_() R valores assumti restituantur , evadet: '
V (¢ ez - gza)® — 4 (@ b2 - dzw) (f - he - iz).

Facia autem evolutione prodit sequens expressio non parum come!
plem,
Y (co—— daf ) (zce—~4ah--ébf')a:+(2cg+ee-—-4df-—-4bh—«4az)m

A (2cqg—Adh—4bi)x® —l—(gg—-—ifh)x1*,

quam ergo ad quadratum reduci oportet.

§. 6. Quoniam haec formula est biquadratica constat eju
resolutionem ne suscipi quidem posse nisl saltem unus casus inno
tescat quo ea evadat quadratum (ac saepenumero etiamy umicus;
talis casus non sufficit). Cognito autem uno casu, veluti @ ——
secundum praecepta Amalyseos solita statui debet z==n -3, nt R

sit n', tum snmh modo ulterius statui solet z =—=n'—+ 3z ut ho
modo valor z’ innotescat, eodemque modo continuo ulterius prof

gredi licet.

§. 7. Evidens autem est hanc solvendi methodum maxn-n
esse molestam , ac plerumque vix ultra tertiam operationem ob nt
meros mimis magnos continuari posse; quamobrenr hic methodum
plane novam sum traditurus, cujus ope sine repetitis substitutionibus
facillime ex valore jam cognito continuo novi valores deduci queant;
quae ergo methodus in Analysin. Diophantaeam insigne increme :

tum allatura est censenda.

{. 8. Ante omnia igilur hic assumo, cognituni esse va'loreni
r=m, cul respondeat  —Z= 7, et quia inter x et y nacti sumng
jstam aequationem quadraticam P~ Qy —-Ryy—— 0, ubi est, u
sssumsimus : Po=a i br+dex; Qe+ ex--gzx et Re—= -+ ha+ia
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othesin satisfiet, sumendo @x==m et y==n;

'

Jmic aequationi per hyp

uls
ire gt vero eidem valori & —m gemini valores pro Y couvenient,
. a scilicet praeter 'y = n adbuc alius, qui sit & == n’, qui facillime
innotescet, cum ex natura acquationum  sit n—pn' o= — &, ideo-
onle. 'qx'_ig"n":: — % — n. Vel etiam, cum sit 7n’ :_—_i— habebitur quo-
. -'que n' == g3 hecque ergo modo ex datis valoribus = == m et
R y:':'_n novus valor ipsius #, scilicet n’ obtinebitur.
: | §. 9. Simill modo etiam tractarl potest forma aequationis,
“unde ex dato y definitur 2z, quae aequatio, ponendo brevitatis gra-
ejus " tia a+cy—+~fyy:S;‘_b~{—6y+7lyy':-T5 d-+gy +iyy—U,
ano= habebitur haec aequatio S d- Ta A~ Uzr == 03 unde patet, cuilibet
licus valeri ipsius y duos respondere valores ipsius & gquorum SUMmMAa -
— _Se_mper‘: erit — — ITT', productum autem — %- Quare cum
qi: | bdnste:c =_va101v y=——n, eique vespondeat wI—m, si alter valor ipsius
hoc. iﬁlt i '_""éfit‘f"‘ﬁ“:-!-_-‘m‘-__:---a——%‘-—-«ideoque == — %-— m, tum
pro- ~vero, etiam mm’ == Ui , ideoque m’ ::'.;%—I , unde jam .patet, harum
" formularum opé ex binis valoribus m et n continuo mnovos alios
derivari posse, itz ut nom opus sit ulla substitutione uti, gua forma
xime '-pi:éposita in alias formas transmutsiur.
nu- ' _ :
dum B §. 10. Hinc igitur tradi possunt praccepta pro omnibus
1ibus - ‘hujus generis quaestionibus resolvendis, quae in sequenie problemats
eant exponamus : :
men-
Problema.
— Proposita acquatione inter binas variabiles x et y i Sformae
— -generali nostra contenta , si innotescant idonei valores
ot pro x et.y, ex iis alios noves elicere.

iy,



Solutlo I Ce e

f. 11, Talis aequatio ob Dbinas variabiles ® et y duplier

modo repraesentetur : '
I P3Qy+Ryy—o0,. IL 54-TwrftUsx=—2o,
ubi ergo in priore litterae P, Q, R erunt funcliones ipsius @, iw
posteriove vero litterae S8, T, U, functiones ipsius g. Jam deno
{ent @ et y ipsos valores jam cognitos, et quia cuilibet x vespons

no

dent duae y, quarum si altera designetur per ', erit -y T=—
 Simili mode cum cuilibet 7 respondeant duae

P
= -
2, quaram altera si sit 2’ erit @ -2’ 2= —

wel etlam yy’ =—
. ot e B ’
vel Rl

<+

§. 12, Cum nune mlm es x et y habeantur COG‘nltl ex for

: : T s .
nrila posteriore .1eper1t11r x’x — & — x vel ettam 2z’ —— >, hic
~ ‘ - U Ux .

novus valor pro x inventus combinetur cum valore cognito ¥, In-
dcqua ex priore formula repevietur novus Valor pro y, qui erit’

- 3 .

7 — -—% — 1y, vel etiam yf — Hic Jam valor cum Imme
(1

diate plaecedente x conjunctus praebebit ex forma postelime no

. f— T 5

Tun *mlou—:m pro x, qui erit @ T %, vel etiam 2’ — U=

hocque modo progrediendo series infinita orietur, alternatim' valores”
- idoneos pro x et y exhibens, guorum bini contigui aequationi pro
positae satisfacient.

, §. 13. Quod si ambae variabiles = et y permutentur, alia
simills series erui poterit, scilicet incipiendo ab ¥ ct z, ex prior,

formula novus valor pro ¥ reperitur qui erit y — — pF—y ve
. » . . - .
y = Ry Tx hoc walere cum cognlto x conjuncto colhgltur nn-
o T o’ d
yus valor 2/ -= -—— g— vel z —, qui denuo con]unctus cunl

.-’T«‘q::JC:

]

Cproximo pmecedente 7 dabit ¥ —y vel i x%,‘ hocqug‘:

Interdum tamen alterutra

r'r

mode etlam ‘sinc fine plOf“lLdl licebit.




63 | .

‘abrumpl potest, quando pervemtm vel ad .:U —— oo
tum enim ulterius progredi non hcet

ATUM . serierum
lici , ad y =0
. I . ' e .
§. - 14 Talibus autem valoribus pro =z et y nvents cum
: 4+ 00— 4 PR
'esolutlone ‘prioris formulae fiat y — %_._.——;B——Lm— omnes

no- ¥l mes plo ‘T

on~ — T =y T — 7 SU
o Sumh modo | cum ex altera aequatione sit @ — — 5

TR gmnq.s Valores pro y inventi reddent formulam TT — 45U guadra-

nae i . Ouo autem usus horum praeceptorum clarius appareat, ali-

’

Ql‘{ Exemplaum 1,

hic & § i ‘ Pi‘bposita sit haec aeguatio:
in- " m:w — xy A =28 - Yy,
erit thm patet sumto x:—_ 0. fore y — -}~ -2, similique modo si

— 0 flet x___—{b— 2. Pmetexea etiam notetur casus quo x—I1;

ne-
10 ”gum enim ﬁet J-_,_ — 3 , eodemgue modo si y —1 fit 2 =3, qui
5 g0 sunt casus C{}gllltl, ex qulbus innumeros alios delware licehit.

§ ‘16 Hune in fineny 1'epraesentatur aequatio - proposita du-
plict | modo :
’ L 4_xx—xJ—-]—yJ(wx—i):O
Il. 4-—-JJ-—yx—}—-$;v(ufy———i):0

g

x
- Ex harum prima orituy gy = T vel. etiam yy’ o
- ‘—I

“Fodemi modo ex altera oritur z-z'=-——%— vel etiam xa'= 42
: Yy— =% Yy —1

alia”
fori -
vel
10- _ . . : C
§. 7. Inciplamus nunc valoribus x—=0 et y=——2, unde
ex formula posteriore fit ' =2 ex hoc porro cum praecedente y =2
prior formula da‘fvy’ —_ — %6. Hic porro valor cum praecedente

@2 conjunctus dat == — H ex quo porro fit gy = — 22
- . <1

it

que- -

ltl'a. A 3

inventi reddent formulam QQ — 4PR  quadratum ..

s



Hos igitur valores ordine disponamus:
‘ 1048

y Y=

g,
8
I I
r::aa

XITOop Y/ 23 xITES Y TS —

‘§. 18. 51 incipiamus a valoribus x——=0 et y——=— 2 iidem!
prodibunt valores signis tantum mutatis, quod etiam eveniet permu
tandis variabilibus, sumendo y == 0 et & —= - 2; tum enim pro
dibunt pro =z valores quos antea pro z invenimus et vicissim. ‘
vertendo porro, si incipiamus ab y>— 2 et x=— 0, sequens valo
pro y eritt — 2, unde manifesto prodit series secundo loeo com-i
memorata, :

§- 19. Verum valor qui praeterea nobis est cognitus novo

producit valores; incipiendo enim ab x—1 et y==3 erit x’:—_%
N R A | B i T
¥y = —Ey 2l = Toiag Quod si ordine inverso incipere vel

lemus, ponendo ¥ —— 3 et x==1 fit statim y ——oco, sicque jam

tota progressio sistitur. Valores autem hic inventi ordine dispositi

erunt x==1; yT=3; == — é;y--—-—g% m:——f%é ubi
netandum eosdem valores etl%}:nw §1gms mutatis, atque adeo valoribu
a et 7 inter se permutatjs quaesito pariter satisfacere, sicque pro
solutione problematis duas series in infinitum procedentes sumus

adepti

§{- 20. Cum in hoc exemplo habeamus. P == &4 — zax
Q=—mx; R—azx—1; tum vero S—=d—yy; To=—y; U—=yy—1;
erit QQ — 4PR == 16 — {0 2x - 4a’. Similique modo

TT — 48U =46 — 19 yy - 4y* '
guae cum st similes inter se, ista formula: 16 — {0zz 4 43
semper evadet quadratum si loco = sumamus tam valores pro
quam pro % inventos, qui ergo valores ordine dispositi sunt:

16 =& 192
2 !
0, 2 » 3+ 3 77 ] 35 2
g . g7 st
39 8. 591 29

Yeluti 81 sumamus =
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Ty § 21 Haec insignis proprie‘tas st innititor -"fu'n(damento',,
qﬁa @ﬁﬁquatlone prop051{a binae: -wariabiles' z. et '3 sintel ge ‘¢ome-
mutall possunt ...quoties :-ergo .acquatio proposita ita fuerit compﬂ-\'
:cata semper eadem proprietas locum habeblt ut valores pro litteris
ﬁ?ﬁg; Y Jmaenu pernmtaﬁonem .admittant - lta ut,’ cum series hornm
-}.9 E__-Efqent mwenta, qulhbet Jbint. ~termini: iejus contlgul pro litteris

z. et Yy smc dlsmlmme Laceipi queant, Operae agitur pretium ekt
omnes:, 151.05,. casus -in genere evolvere. '

’E,x:ej;n P u m. 2.
§ 22. Proposita inter bmas vauabsles x ¢t y hac aequatloue.

: B B(x+y)+*y (:cx—l—Jy)+5rJ+£xy(x+J)+{xny:0
x €t J pelmutatlonem admfttunt mvest:gale omnes valores

.

‘§ 23. Reducatur aequauo propos:ta ad hane formam'

qm E'udem valmes, pelmutatm x et y, valebunt pro litleris 5, AUy

C%T ; u_ljde pro bmis waloribus rq}usdfn_l llrgt'e;;,a.e hftbeblm.us y 4y _____%
—~1; vel otiam. gy’ __—__;3:1 . U & ‘ |

{. 24. Sint numc A set-B bini valores’ cogniti pro Titteris
Y £X iis -sequentes quisint- C, D T, ete per sequentes for-

cipriee B §B I gBa o . a - BE-4TYB2
o T ul s deﬁm&nwl A & oo ,Y_Hﬂ_'_{ﬁ A szve C"“’A(WW
ﬁ-—é“c—ef_“ N . - BC e
s R sive "D""" By +:C+¢CH
o B—fD=eD2 4. .ot o adBD4yD2
Ty e - en® C sive E—B(W+ED+5’D2)
£le. . ete,

© Suppl. oux-Mémoires de I'Acad. ' 9
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66.

Inventa Jdgitur hac: sefie;~ quilibetsbini tetmidi contigui pro x et i
assumi . poterunt.  Ita si-sumamus. x == erit © Vel y___ C've‘
y — L ; mtrogue -emm-. ~mod0 Jaequatlomﬂ Hostrae satzsﬁet

rrafine e

Cories L el

§...25 I1dem Poro. etiam - teriini hlJJIIS sene: sempel ford
mulam QQ — 4PE reddent guadratum quae ciud aeque valeat 'plo
z er y, earum loco scribamus movam Jiftéram' 'z et “cuny'sit -

P—a + Bz yzz3; Q= B+ dz'% ezz; R:fy—hg.,—}—é’ft
facta cvolutione pro fcnmuh QQ — 4PR t'lllS expressio reperietur
A+ Bz + €2° - D= - €24, ubi ‘erit’s

A= (B —= day,
55_2ﬁ5——4as-—/[3y, . . -
€ =33 — 2B — 4ad — 4y, \
D2 206 — 4534 s AYey noraeer TIPS
€ —ee — 43¢, . ' B

§. 26. ngtm formula ad quartam dimensiotient i ipsius’ z ex
gurgere potest cujusmodi formulac - in’ Analysi Dlophantaea difficil
lime non nisi per longos calculos ad quadlatum redum possunt At
vero series terminorum A, B, C, D “ete. itd est _¢omparata , ut.
ejus quilibet terminus pro z assumiis “hane foxmulam 1edda1 qua
dratum. = . . N : =g e ‘, N N
Exenfplum 3.

§. 27. Proposita sit ista aequatio ;
EXY — TYY = TX - Yyt 2 Z= 0 T

p11mo satlsfacmnt valores: & =1 .et. Hy T i [tum ¢ vero- ~etjan

Q;-—'_.i et y__-—-i }I'lcc aequatio ad nostram form'un PQp Rx,w'
reducta dat P —a2xzr —2; Q— R — 1t —z, Altera vero.

forma S + Ty 4~ Uyy- erit =S :yJ—.z T —=— yy; U—ir’_!_

unde deducimus: has formulas : g4y -ﬂl Vel etiam 1 gy = =3

tum vero -~ 2’ "1;2“ vel etiqm po’— 22 =2

Y+ — Ty




§ 28, . Ope harnm formularnm si JI‘ICJpl’H‘n‘US “ab 1115 valoris

y

ﬁé]’ s x.—- { et ¥y = 1 sequentas mvcst)gentul :

‘ T o S NI D S SR L
- @"‘"ﬁﬁﬁ_ y T8 & 5 ? y 13 ? x ‘

55 ialtem casu cogmto Jnmp:amns qb y__-—-{ et a,—‘—

e : i ,
% .éﬁa 5 ssquentes ordme elunt ) o S
ST T = = '
: A ’~—-—Z- //._f;' /R S _2l7
Y= Xy Y —5s T =5 — 15 . 10

Hi valores posteriores conveniunt praeccedentibus mutati§ tam signis
quam binis httcus z et -y cujus ratio est evidens ex \:psa acqua-

§.;=2‘g. Cum hic sit :

QQ — 4PR— 2t L haP— bz — 82} 8,
ista formula evadet quadratum, quoties pro x quispiam valorom
mventorum substxtuatur qm sunt. mdme.

; ; '4;; fl_ : 1 |7 a3 ..___'7:5____.,'._,,,,_,,,,21,? o g
> ol L a'-"ﬁa —I“ga "‘_-'"5—': '—t—;g:' —I—E_ar;’ th..
JA : ’Veluti st sumamus x.=— % erit ) ' )

t.

. ‘ __4_5 .
ut 00— 4PR =¥
1a-.

Exemplum 4.
vy . § 30. Proposita sit haec.aequatio: B
- xxXYYy—T— Y =1 =0,

: cul sumto x=—=10 satisfacit y —=1; at sumta z==0 satisfucit 2—1

am” am quld formulae nostrae erunt y —- Yy o= et yy=— ——;x—‘x, fum
o —_— 1 /13 At .

, o2 = et ma’=——3>>=2. Hinc incipiende a valoribus
3o - ' _+ b Yy . P -
Iy 20 et yr— 1 sequentes erunt 2’ == 1; y — 0; 7 = oo,
-ai Tum alter casus y== 0 et x —=1 dat ut ante ¥y’ == 1; 2"==< 0;
&7 y” —='=0, unde patet hinc alios valores non obtineri, practer

g!-




3n

- , 6%
Y=/ 5 @x=ieyogpm—mgn PoE

neque tamen hinc concludere licet “nillos alios -valores satisfacere

8 enim alius insuper valor cogmtus daretur , ex. co. fortasse  alios
~Movos ervere licerét. At revera alip valores' plOISUS non dantur ;
Constat autem’ plurimas dari formulas , quae .pﬁﬁCISa tmtum qwbus-
dam msxbus quadrata reddi. possunt. S
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