University of the Pacific
Scholarly Commons

Euler Archive - All Works Euler Archive

1820

De problemate traiectoriarum orthogonalium ad
superficies translato

Leonhard Euler

Follow this and additional works at: https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works

b Part of the Mathematics Commons
Record Created:
2018-09-25

Recommended Citation

Euler, Leonhard, "De problemate traiectoriarum orthogonalium ad superficies translato" (1820). Euler Archive - All Works. 757.
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/757

This Article is brought to you for free and open access by the Euler Archive at Scholarly Commons. It has been accepted for inclusion in Euler Archive -

All Works by an authorized administrator of Scholarly Commons. For more information, please contact mgibney@pacific.edu.


https://scholarlycommons.pacific.edu?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F757&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F757&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F757&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F757&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/174?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F757&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/757?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F757&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
mailto:mgibney@pacific.edu

BD PROBLEMATE
IUM
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Conventul exhibuit die 32 Aupusti 178a.
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coor&ma’cas cuntentis , mVestrtfaTe alias , -quae illas ublquc
.os rectos mtersecen’t Hic 1grtur ante omma. IlObIb erjt in

;

Pm hac amtem supeLﬁme data sit aequatio differentia-
, ‘,_:;qay “Ac primo concipiatur sectio plano AOC
et:“per "punctum Z facta, pro. qua ergo e11t 4 constans et
delm Zp sit targems hujus sectionis et Yp subian-
' Sz dx =

Ie"la erit Yp — s Z;—‘. Simili modo conci-

et -no plano BOC palallela, cujus’ tangens sit’ recta Zg,
.ob w:constans et d22qQy, subtangens erit Yg=2 T

Ouaestw, quam hie tractandam suscipio, ita se habets
"lnﬁmtrs superﬁmebus y una guadam aequatione inter

e Tab, 1.
1fig. 8.



- - . v ) 3‘4;
Unde: pate.t quia ambae rectae Zp et Zg superﬁmelm tangunt, to-~
tume planum: tangens forer Zpgq.

§= 8. Contemplemur nunc: ‘aliam superficieny ifsdenr coordi-
natis expressany, quae illam: inr purncto Z normalites tlaj1cere debeat,,
pro: qua: statuamus -hanc aequmuonem dlﬁ'erentla,lem o

,,,_,a.,,,___Pam+OBJ S E
Efficiendum: igitur est, ut planimr hanc aupc.lﬁclem‘ tangens‘ ad ph:
- num praecedens sit per 11@11{1151113{1_@ » id quod . eveniet, .si recta ad
-* ' hanc superficiemr normalis. Incidat in.planum, “qued: praecedentenn

 supexficiems tangit.. Quamobréma pro. hac superficie investigemus
positioment. rectae, quae ad. eam: est normalis. ; -

) . v - ) -
Tab. I § A Comsideremns igitur etfamr hic sectionens plano A0 C
Fig.-,rié parallelam et per punctum - Z. factafmi, cujns sectionis normalis sit
recta ZF; et quia hic 1z 1 est const&m , erit a‘z“‘“P‘a‘m“ et subnor-

n{ahs. YP""'— zaz, = P.. bumh modo‘ fiat: sectlo per 7 plano BOC

.-—-—4-’

parallels, ita uﬁ. jamx sit & constans et. au-_an, sitque Z{F nor-

malis. ad: 'h‘anc sectionent ,, érit‘qué submnormalis” Y () — ‘"’"aa T —zqQ.

_Compleatuy nunc paraﬂelogramgmm rectangulum: Y PQ R, eritque
recta ZR nermalis- ad utvamque sectionem; ideoque nonnahs. ad ip-
sam superficiem, sicque erit YP — QR — 2P et YQ ——PR ——zQ.
Nunc igitur pro scopo nostro necesse est ut rectw ZR. cadat il
planum: tan.génss Zpg praeccedentis figurae.

Fig, 3, b " Transferatur ighiur -ﬁoc*_puﬁct‘um* R in praecedentis fi-
gurae punctumr R/, unde ad rectas Yp et Yq ducantur mormales.
R'P/ et R’ Q’, quae.cum hic in, 4Plagant contrariam cadant, erit
RP =z Q et R Qf —— z'];".i" Quare’ cum. sit. ¥ p — 2 erit.
pE :F+ 2P, unde similitndo: trjangulmum pP'R et p¥ g dabis
Lame: 'p;apo:ttionem S ptP e Q= = pig» unde sequitur ista. aequa-

'




A S o il

—}-Pp—}—Oq“—“ 0, quae ergo -continet criterium, quod am-

superﬁmes in pumcto Z sibi invicem sint normales:

-

R 6. Cum autem ‘term Bxes assumtl sint inter se permuta--

'blle= at mostrae folmulae ad omnes-ires aeque pertineant, nil aliud
4

;. :,'{OP_HS ) -Ebt - misi- =ut loco P; Q scribatir '-__—;— et ——Tq nec nom

oL E e
et *_—%‘ Hoc emm modo aequauo ad1ff‘elent1ahs pro priore

superﬁcie, quam -S‘BC‘CH?C?(H?Z wocemus, 'el‘lt
o poF -t qdy = rdz. == 0,

£ o ‘a'ltera Yero ﬁupt':l‘ﬁCIC, quam secarttzm appeﬂemus, .01'Jet111- haec ae-
. -quatio i PBa:—]—O oy +Rog=z——0. Et nunc ambae S'Llpf:lﬁCle s€ nor-

mahter secabunt, $i fuerlt Pp 4~ Oq—l——Rr ~— 0. ‘Totum ¢rgo ne-
;gotlum fiuc reéht ’ 11t mqmratur quunadmo&um ex dala aequatione

o 1"0: secanda* :
e goy 70z = O
"opmtea‘t aequatmnem pro secante:

Pam.._}—r.ga,y 4+ R)z =0

~pam —4—{76,/,‘ - roz

‘q'ue Tamen eam: \pro 111"011:11 fingere licet, «quando-
fﬁmnesﬂxﬁbyegilale,? .;‘nter, ternas variabiles .z, ¥, 2 pror-

,'ccblt, qvto £a’ anteglablhs reddatur Qum etiam hoc negotlum ab-




N
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solvi' poterit, dum- pmno una variabilium, weluti =, pro constante. has

Peatur, ut tantum sit pdz - ¢gdy == 0, quae cum duas tantum va-
viabiles contineat, moxre’ solito  est ﬁactanda, Ponamus ergo inde:

repeyiri m-‘ﬂagrale v, itz ut, eb = L()ﬂstantem &qsumbam, sit Integra-
le completum v —z. Eodem modo., spectando gy ut constantem,
reperietur aequauoms poa ——1—-1'8,.» —= 0 integrale, quod sib 1, ita ut

: eompletum statui debeat w — ¥. Ex utroque ergo integralr colligetur

v —u="Z~Y; ac s cha.iacier focum - Labeat ante datus, semper
licebit formulam v ~—u. i duas partes. resolvere, quarum’ altera sit
functio. tantum ipsius. =z, altera tantum 1}351115 iy, q:uo pa,cto ambasg
ﬁmctlones Z et X determnmbuntun : : -

§ g. Semper aut'em aeqw;ﬁb integralis completa praeterea
constantem avbitrariamn @ involvet, cul c{nnl infinitos " valores -tyibue-
ve liceat , nostra’ aequatio differentialis © pda —- ¢y ——rdz—o0
simuk infinitas. superficiey iir se complectetur, quae ergo omnes. a:
aupeifficie‘ secante invenicnda aeque ubique ad- angulos rectos seca-
buntur. Quamobrem constantem. illam @, quae per integrationem in-
troducmlr, appellablmus Parametrum. variabilem, quippe cujus varia-
tio innumerabiles. praebet. superficies. secandas:. '

. = ‘ | .

§.. 10.. Quod si erge vieissim: propomantur infimitae super=
ficies secandae, una quadam aequatione inter ternas wvariabiles x, y
= et parametrum variabilem '@ comprehenasae, inde aequationem no-
stram: differentialem forma€ pdx —+ gy - rdz = 0. ita elici opox-
tet, ut parameter @ in eam mon_amplins. ingrediatir. Quocirca,,
guaecunque proponatur aequatio finitz inter ternas Variabiles. x, y, =
et parameteum varibilemr @, ex ea ante omnia valor hujus' parametri a
exquiri debet, qui ergo aequabitur' certae functioni ipsarum x,y, 3
tantum, cujus demum expressionis. differentiale nihilo aequatum dabit
nobis aequationem. differentialem pox -+ goy +rodz == 0; ex qua

- deineeps acquaifonem  pro superficbus. secaniibus deduci. conveniet..




[ 11 ‘Constituta igitur aeguatione differentiali pro super=
‘ﬁmébug secandls pox - gdy —4=rdz==10, in eo erit elaborandum,

eruaiul : ubl quidém: evidens est, trium’ litterarum -P, Q ,-R, unam
Per dmmonem tolki posse; déinde vero reliquarum :thela ex aequa-
tlone ‘canonica ?, EBp +Oq Ry — 0 est determinanda, ita ut i~
ca tzmtum quanutas arbltrarla_ inc calculo relinquatur , quant autent

mﬁmus, mud,m placstau potest q_uemadmodum ex sequeniibus patebit..

‘1

.r"'

§ 12 Cum} autem nulla ratic suadeat cur trium, litterarum
Q, ,":- una; potius. q_uam reliquae ex aequatione Pp-:-()q_{_Rr___ho
detelmmetm ” plmlmum juvabit casus particulares. pelpendere, quibus-
na harum. litterarum: - nihilo aequalis statuitur. Fiat igitur primo:
Rz 0,5 et cum: esser debeat Qg—+Rr—0 erit Q¢ R::'.s:«-q,
ande qum rai:lo tantum in. computum veniat, poni poterit Q@ = et
-v—q ita Tt pro-secantibus habeatnr haec: aequatio:: la%wqaz_n@
quae si: tantum. duas variabiles y et = contineat , ita ut tertia:
§ 1. ad51t mtegrauo nul]a l'LbOIa.blt difﬁcultate, et cum 1ntegmle no-

{48, Eodem mody, si fiat Q=0, debebit esse Fp+ Pr=0;.
e: P=r et. Ro—~p,. ita. ut. acguatio habeatur 292 ~ g05= Oy
‘tantum _variabiles: @ et z continuerit, itidem solutionem. par-
tlculalem praeberet (’)uod sl denique sumatur R0, fieri debet
g el Q = —py, it ut aequatio. sit go-x — pdy = 0., qpae:
= sé:epénums:t‘ Fetmm solutionem, praebere. polest, prouti aequauu difs
eremlahs pro: supelﬁcmbus secandis; fuerit comparata.. .

' § 1'4' His aut'iem' casibu*‘.' quasi‘ prinéipalibus stabﬂit«is, €os:

-

“ut inde aequatlo pro- superficiebus setantmus Pox - an +Roz—0

e dcﬁmu oportet, rut aequa.tlo posmbahs evadat,’ 1d quod semper

in. gg,nem statm putcut P NLJ — N q » '
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Q—=Np—DLreR=—Lg —M p. . Hinc enim mapifesto  erit
Pp - Qq +Rr = 0; sicque pro superficiebus secantibus habebitur

ista aequatio differentialis generalissima :

E: (Mr — Ng) - 0y(Np— L)+ az_(Lq — ij —=-0
quaé , etsi videtur tres quantitates arbitrarias involvere , revera ta-
men unicam involvere est censenda;  Multitudo autem harum litte-
rarum hunc uswm._ potissimum praestat, ut eas ita determinare liceat,
ut inde aequatio possibills eruatur. ) . -

-

- §. 15. BSufficiet autem tantum -aequationes particulares ‘obti-
nuisse, quandoquidem ex duabus talibus solutionibus solutio completa

facillime formari poterit. ‘Quod si enim formula integrabilis fuerit in-
venta, veluti Ju —'p, ita ut w— 2>, ubi-b parametrum variabilem
designat, ea jam infinitas superficies .secantes continet. Ac si praeterea
alia talis formula integrabilis innotescat dv' =0, ita ut v ——c etiam
golutionem particularem exhibeat , tum utique quaestioni satisfaciet

'aequatio -€Xx binfs composita haec: fou-+godv—0. Hinc st pro f

accipiatur funetio quaecunque ipsius.u et pro g finctio quaecungue
ipsius v, orietwr aequatio gencralissima quaestioni satisfaciens, scilicet:
O:u— O:v, sive simplicius statui poterit v == P : u, haecque
significatio functionis ‘latissime patet, cum non solum omnes functi-
ones "legem quandam continham sequentes, sed etiam omnes .adeo
functiones discontinuas denotet.

§. 16. Haec =rgo solutio longe aliam habet indolem -ac so-

Jutio problematis Trajectpriarum orthogonalium, quippe quae tantum

infinitas praebet curvas secantes -ex variabilitate parametri oiiundas,
cum in praesentem solutionem adeo ingrediatur functio prorsus in-
determinata , .quae non solum’ infinitas superficies, vernm adeo infi-
nita genera superficierum complectitur. '

 w@f, 17, 'Plerumque aufem maxime difficile est, hujusmodi ca-
_gus,’ quibus aeguatio fir possibilis, eruere, ac saepenumero negotium
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hoe ingentem sagacitateiﬁ”poétul'at-' praecipue quando superﬁcies se-

* 7 tapdae non sunt satis simplices; ubk quidem id imprimis est agen- .
e dum, ut positio’ ternorum axium ad statum quacstionis maxime ac- ‘ N
ommodata eligatur.. Neque ‘tamen’ prdaeceptis negotium. confici pot-
esa't qua,mobrem sequentia problemata hic subjungam, ex qwbus plura
__-— mmgnm artificia: hT.LJLISI’nOdl problemata tractandl elucescent. Ibi au-
- “tem plerumque usus sum formuhs- 1n1t101 mventls,, ubx erat 7 == — i‘

Pro&lema T.

k. § 18, Sz pra super, ﬁcmbus .S'ecczndzs fue; if z—== otx—[— 3 y+ Yo
‘ . quae a,equatm est” pro- infinitis planis inter s paralie~

1

S s, mvemte aequaztwnem pro: supe; ﬁczebu& secantibus..
. o

~

e T S-O‘Ifutiox.' _ | . )

0 Cumr differentiale aequationis. plopomtae sit 0z == 202+ R0Yx
. hocr cun -aeqifatione. dz == pdx—~ gdy compasato, prodit p ==«

4=8. Pro. superficiebus: igitur-secantibus,. aequatione az_,Paz—i—OBy

aeqllano canonjca L -+- aP -+ B =0 praebet Q— :L'[;—H—GE ”

_que v'low aubsmtutoﬂ colhgltur a ""‘\Eaa;-——- ~—2 dy, sive

,7.7 explessm,

(ﬁa.x—— aay) Hmc Ja111 facile: concluditur essc",
)y 7 ﬁlnctlonem\ 11351115» ﬁx————o'y, 1psumque mtegrale' etiam: hu-
_Iusmodi functlom. aequale fore ,» ita ut aequatio integralis completa.
. h‘;beastur haec 5 —|— —F: {3z ——0ay), quae.aequatio ergo infi-
mﬂes* mﬁmtas supelﬁclesi cmnplécfﬁur‘ C8i enime tantum  esset

-«-[—-3[; —='C (ﬁx-—ay}, haec aequatio jam: contineret infinitas: su-
. pel,ﬁcm-s» planas=inter se' parallelas ; unde' cunr finctio quaeccunque:
3 aeque swsfa.cmt,, maniféstumy est numerum solutionum 1nﬁn11.1es» €88
-_maJ,OLem.. o, .




dive Jg ==L 0w 20y evit p—=—- et g==—=. B jam pro
superficiebus secantibus statuator dz=Pox+Qdy, ob t+Pp+Qqg=0,

‘40
Problema IL ,
8§ 46: Si pro superficiebus secandis fuerit zz — ce — XX — vy,
quaé aequatio infinitas sphaeras coricentricas ~coniplec-
#itur, invenire aequationem pro superficiebus secantibus.

Solutio.

‘Cum hanc aequationem 'i_i’iffefen’tia’ndofprndeat*sz:*—:mesﬂa%, -

¥

fieri debet 1 — _1_:Z_,-c. — %Z_—_—_ 0, .unde fit Q == E_"y:_?_fi , ‘quo valore

- - ' . . AL + - £ "
in ifla aequatione substituto colligitur haec

dz—Pox— (z_y-P_’f) dy, sive ydz — 20y = P (ydz — 20y~
TUnde patet P esse debere functionem fractionis ;—I et intf:grule com-

sive 3 = y¥ ::7 . At vero F :5— continet

) - x
pletum fore ~ ——F: -,
LY 4 . L.
omnes fimetiones nullius dimensionis ipsayum x et y; unde = aequa-
. . . . . . P L ., s
bitur functioni enicungue unius dimensionis ipsarnm .z ety, quae ae-
os verticem in ipso centro sphaera-
cujuscunque  figurae ‘fuernt  bases,
in superficiem talis coni ductaec ma-

quatio exprimit omnes plape con
Tum concentricarum habentes ,
‘Omnes enim rectae €x Cenirv
nifesto sunt normales ad saperficies sphaericas.
> :
- Problema II. .

. 20. & pro superfitiebus  secandis fuerit ‘data  aequatio
Czz — axx—+Ryy -+ Vs invenire aeguationem pro su-
perficiebus secgniibus.. S '

P '

‘ .fl:'\,c_) lutio.
Cum igitur -sit 0z — 555 0x—- ﬂ—:-'a_y, h_abebitur p == aizf et

= Eg, ‘unde si pro ‘superficiebus secantibus statuater 0z = Paqg_,_ Qoy,

fieri debet ex aeguatione canonica : z— aPx ~- 3Qy =10, unde

oy
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: T—-—————- , lqu(; substituto colligitur aequatio =
a_ [ (f_i_“_l’.f) 2y, \

ya'f . aay:P(ngax_aan), quae in hanc transfun-

ﬁyaz_;_zay__. Pac ([Syaac—axay

',ex parte sponte integrabilem

. RS =y ?
unde 1ntegrande ﬁt ﬁlz + 1y "—"_/Pw 0 . (}313: —_—O ly), ubi ergo
; B

-

¢ ¥
ﬁiwém—ly);g*r i ita ut pro superﬁme- :

xB

antibuis-habeamus hanc aequationem integratam:yzf — F:—. -

sumatur o == ~—1 et = -—1, qui est casus praeceden-
Ly ¥ __ e
1<, sive z_..F l — yF.F, quae

1

ationis prrppomtae pracbet gz “‘“ax—n-ﬁ”ay,
: Hmc, pro superficiebus secantibus,
ﬁen debet {42 OLP“ +{3Q,w — 0,

Ayy > quem valorem subsutuendo pro-
ﬁyyaé 220y —'P (Byydx — oz:cxay) , sive

x (Byyax—oc:rxay
p xyy ,  Cujus mtegrale est

Paxx - o
.[ —0. ( ).._F (——,;

‘-

Problema V.

s pro supei ficiebus secandis haec habeatur aequatio :

fZBz‘;_ fXBx—{-_/Yay—]-a,exzstezmbus X, YZ
6




"Z-}—Xax—-;-'OY:—— 0,; unde fit Q —=—%—, quo “substituto
© oritur’ aequatio: Yoz —l—- Zoy —= P (Yo z — X 37, sive

825 e ?__2' __PX (_a_x o2y N
Z i Y — Z )’ .
unde mteglando fit _/az —{—fay —=F: (f f-a-)%)-

ey s Pty

e

o

sive — 5 & X7 (5 — v Hinc si fuerit
. PIX = X 3 o Yo L
' “xzm — F o = X

42
Sfunctiontbus ipsarum X, y, z respective & a parametro
‘wariabili ; invenire aequationem pro superficiebus se-
cantibus.” - C

Solutio. . : S
R, . . X v
Ob Zdz—=Xox -} Yoy erit p——=z et ¢g==;. Hine

si pro secantibus superficiebus sit 0z == Pox —+—Q0y ;. -esse debet
—Z—PX

-’ . ~ 1

. Problema VL ,
§ 23. 8 aequatio pro superficiebus secandis fuerif Z—aXy,
 ubi X functio ipsius x, Y .ipsius y, et a parameler -
variabilis; qui per differentiatiorient. elidi debet, invenire .
aequatwnem pro supe} -ficiebus secantibus.
Soluti O
Ad palametlum a el]dendum sumatur differéntiale ]ogarlthml-
cuin, quod erit | EZZ = x —{— Y Ponatm 0Z —73%; 0X— X’ax-
Y = Y/ay,’ ita ut sit.9z == xz’ X ox 2 Tz By, unde colligitur =p Yzf |
et ¢ —%%. Fieri erga debet XYZ' ~~ PYZX/ ~~ QXZY/ =0,
urde litteram Q eliminando haec prodit aequatio ! -
X2V 3z XYZ0y =P XY Zox — YLX 9y) = 0,
quamt dividamus per XY’Z’, ut habeamus istam { °

zaz Yoy 45 0x  YXdy YXdy
+Y’——'PZ(_—"TF2')—'Z'(3 — Txx /4

. 73z . Yoy __ PXZ Xdx_ Yay)
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v . l ‘
. erit integrale completum, swe guaesita aequatio pro supe:.ﬁc:ebua s~
. Aoz

cantlbus : fzgz +fYay —=F:(f X T fYay)

_ . ] Sc’hol,lon. .

¥ §. 24, Haec solutio est completa et mon solum unum  ge-
" nus superﬁcmrum secanhum,
‘ - orum. saepenumero evenit , ut non infinita genera supelﬁmelum se-<
3 ‘{:fmtmm, fed tantum umc‘um genus exhlbeu queat. Iia 51 pmposnae
E, “ fyerint infinitae sphaerae planum tabulae n .uno punc:to tangentes,

_tum s radius unius quusws ponatur — o, habebitur haec aequatio:

wx Yy - EE 205 unde fit a:w’iﬁ . Hinc cum
acax+_'y8y

dsfferentlando sit zox 4 yoy - 20z == aoz, erit 05 = el

' sive, ob @~— 2= ’??TP”“"MT , erit 0z = Q:x(:?-;j—ii? ; unde
220 % sy . o
colhgitul P =ity —=s et ¢ T sy = Pro secantibus
' usupelﬁmebus haec satisfacjt aeq_uatio 2b = f—x#.__y__ﬁ;—zf , quae
: ' xx A=Y
differentiata dat M —zdx + Y 0 Y + = a z, unde fit

Vee+3y

z0% — (xd.r -+ yay) (m ot 1):

— —(rr Y z) habeb1tur

_.-..__.-

b
1/ x4y : Ca(xE YY)
”___-—(xa.—!—yy-——zz)(xax—-}—fyay)___ ' L
ad—'— "231.1:::;(: ] —-—*Pax'{"Qay, ita ut
P___.-—-:c(xm—l.—yywzz) ot Qz_—-—y(mx%—yy——zz)
zz(xa-+9y) 7.

’

sive, oD fa,cto1em

e
o

unde ﬁt uti requmtur, {+Pp-+Qg=—0. O5i hunc casum, qui
infinitas guidem solutiones, sed unicum tantum superficierum sccan-
tium genus admittit, " per methrpdum praecedentem expedive vellemus,,
Jtum, eliminando litteram Q, ad aequationem prorsus imtractabilem:
pewemremus. Sequentem casum, simili modo tractandum, haud parve

am (A%t 00)

.

studio elicul.

sed -adeo- infinita- genem continet. Ve-
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Theorema,
§. 25. S pro superficiebus secandis fuerit a':é-z~z~¥]/xx + Y¥ + Zz,
4 , r .
tum pro super ficiebus secantibus erit bz /%X o+ yy 422

Dcmonstratio

PJ.O supel ficlebus secandis est differentialia- sumendo
Dz — Xgx —- yoy - zaz

_ = Z _ sive o
o Yax—+yy—+zz

35 (Y ZaF gy F 25 — 2 = sdz gy, sive
ads — max + ydy, unde fit

——-i— — et q—'y — o .
P — ,an_c—l-.’)’}’—l—zz—z Vacx—i—yy—-{—zz—z
Pro superficiebus secantibus fit dz — —(xde o ydy & z@f)) sive

VEx+ 3y ~+ za
3z (]/a:x-—i-yy"i"-~2+~) —_ — zax-—Jay __53.,, hine

P"""‘"——m-'— —_—x et Q___""'}'_.. —y R
V&2 -3y - 2%~ Vax —+—yy 4 zm—z
D - — —xx—Yyy —
unde fit 4 ~-Pp + Qg = xx+_ﬁ+1 0.

Sequentia problemata methodum indicabunt hllJLISlnodl casus tractandi,
- quos dwmando magis quam via directa resolvimus,

-

: | . Problema VIL

_
. BE e —
§. 26. Si pro superﬁczebus secandis fuerit a — 3 zx xxyy 2
invenire acquationem pro superficiebus secantibus.

Solutlo.

_ ) a(wax—-—yay):2zaz-——xax-—-yay,
unde colligitur dz = poz—-goy — (‘H_n oz — -{——:—~ oy, id-

. x(a— 1)__:x-(zz—yy) : yfa—l) (%2 —xx
eoque P 2% % (xx—yy) set q - 2% —z(xi_—;T% "
Jam ut fiat { +Pp+Qg=0, statnatur P="" E:—"?f et Q-T2

Y 4 un &Y vz ?
ub1 U est nova quantitas variabilis indeterminata. Hinc pro super-

-

Cum sit a (:m" — YY) = 22z — 22 ~— gy, erit dlﬂ"erentxandcv )




- fciebus secamtibus aequatio 0z = Pox +~ Q0Jy hanc induet f‘ormam:
| (yz —+ v2) oz -+ (%2 + vy) Oy | (=Y - v2) 0z == 0, :
cu_]us integrale , uti facile persplmiur, est . - e
. 2yz 4 Jv @dw -+ ydy + 0.
Hine si statuatur v functioni cuicunque ipsius xz ~-yy —- 23z ae-
‘quale , erit aequatio pro superficiehus - secantibus , quarm quaerimus,
' ayzoFi(@z4yy--22), vel etiam invertendo ,@'@;&yy—hzz =F :zyz.

Pro b lema VIII (mversum)

§. 27. Si pro superficiebus secandzs Suerit xx+yy+zz‘*F Xyz,
invenire aequationem pro superficiebus secantibus.

Solutto.

Ponatur F: xy’;,.,_—:v, erit 0.F: zyz — . 0. xyz, ideoque
xox -+ Yoy —+ zdz == v (Yz0x - 250y 4 xyav) slve
P (x — 'UJ~)+ 0y (y —v'z=) 4 dz (s — vay) =

. oy — i vims—1y
hine p o= =5+ - t g vy His inventis aequatio cano-

nica: 1 —-Pp +()q == 0 ita se habebit:
. 2 my+Psz—Px-]—vaZa—Oy: 0,
- quae aequatio in has duas dlscelpatm
’ 1. 2 -Pr—Qy—u0; Il zg—DPyz—Quzz=—0.

Ex priore jam colligitur Q = 2—F%  quo valore in altera substi-
- e x(BE——y) . __._y(;_z+xx)
tuto reperitur P—= = ———= cx—yy7 ideoque Q = — i E ) Aequa~

© tio igitur pro  super ficiebus  secantibus 9z —=Poz -+ Qdy mumc erit
2z (2 — yy) == D (22 — ) — y0y(2z — x.:c) ,
- quae ita commodms Irepr aesentan potest :
‘ 20z (xx — YY) ~— 2z (29X —— YOy == a2y @ay e yax),

CUJ’L'[S aequailoms, per (xz — gy)° divisae , mtegrale est

%% -— 't'y(xay—yax')
a{gx—oyy) — J 7 {zgx—yy)?

Ad hanc posterxomm formam mtevlandam ponatur ¥z , eritque




~ secandis proposita: @ =
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xy(xay——yaa,j__f Tt I — x ‘
f U::Jc—‘_')’D’)2 . (1 -—t1)* 7 2 (1——1t) T 2(xx—25Y)
Constante igitwr rite, imtroducta pro superficiebus secantibus hane

‘pactl smmus aeqmtlonem : /

P xx
A=

. BB—RE
n(x:x:—yy)'—“ boe(xe—yy)’

swe .A. - QW 3

- quae ab aequatione in praecedente problemate pro superficiebus

L2ggm— XYY

_— &x— Yy 2 tantum QUﬂ}}iltate constante
=1, erlt itidem @ — o “_z”*'“_'“‘x—_'__yﬂ’
B \r R , ch —y

differt. Si enim ponatur A —— -
L )
Problema IX. -

§. 28. & pro super ficiebus secandis fuerit az_._xx+yy—{—nzz.

' invenire aequatwnem pro. super, ﬁc;ebus secantzbus

Solutio.
. o 2x3x—ovdy __ 2m(xdx-3y)
_ D;ff’elentlando Prodit 0z S —ame — smr oy —nse | unde
i 2 x % - 2y
it P = ser55—nvs et q_mx+yy_nzz. Jam ust fiat
1~-Pp+Q¢g—0, statvatr P ——= — w(xxbi_yv"—nzz)_'— Y et

(e oy ; EEYCE )

Q — —2 Mt’i’ . _’“_z;y b4 5 unde pro syperficiebus secantibus ori-
tur haec aequatio :

220z (@@~ YY) 1—nzz (zdx ~+ Yoy + (@2 == y3f) (xax -+ yaz/5
quae divisa per (xx 1 Jy)§n+1 fit 1nteg1ab1hs ,_,_mteglale enim,
seu aequatxo quaes1ta, ita se habebit : -

(2. ——n) z.;-—]—xx—-]—yy-—(xx—]—yy)FnF

¢

Theorema. . |

€

4§ 29. Eodem modo, si generalms pro superficiebus secandas

Juerit az* == xx -yy--nzz, tum pz o superficiebus
secantibus haec eril aequatio:
p a—A

—a n .
(72_,—E-—Ek—n)zz'-qq‘qu—_yy:(n,%“yy)97\ P;




I ’ ) . /
Demonstiatio per’praecedentia est manifesta, unde superflunm

foret éam heic adjicere.

g i

Prablema X. .
x__yy+xx

B S §. 30. Si pro super ficiebus secandis jfuerit az e in-
‘ i venire aequatwnem pro. superficiebus secantibus.

J , - Sglutl 0 -
- - - e 4% Y E
E. . Hic pro aeqiatione 3 p8x+q5‘y fit p"“"‘}\(_yg-}-mﬂ et
L L iidgE - . e = §Ey (ypx—==x0y
. 4= i Nem ha T Dz Gy—=ay 7 8
: ‘ y az"az S 4,xyz(y8x—-—J2:cay) B}
(yy — *=x
‘ Ko Yy Fmx d e 4’””“’3““””). Jam , quo
Avas Tyy— ==’ ldegque 92 = Mot Myya-'mj’y'fm
" gequdtion 1+Pp—]—0q:0 satisfiat, sumatuir P— —pE
Q= Ay A8y e dequatio 9z = Poz -~ Qoy) fit

— 4xY3z

' hay a0z = Ay = 22) G0 - @0y) A8 (w0 - yoy) = 0,
. qua per xy divisg et integrata erit _
2 szl (g~ 2@ loy == 2 X /(Y o D) Ly A S8 (D50
Statiatur § = 2lwy — T, et dequatio illa fiet
92z — A (Y = xx) loy = N T(xdz = ydy) = A ¥ (zz - y1),
' §ide aequatio pro superﬂmebus Secaiitibus conveniet aequationi pro
SR s Y AR

§ . . superficicbus secandis ! azt ZZTS—— s

- Problema XI
' §- 814, S pro superficiebus sécandis fuerit qucmtzfas az funt-
tioni homogeneae n dimensionum ipsarum X et y ae-
qualis, invenire adquaiioném pro supe ‘ficiebus secantibus.

_ | gOIﬂth
) ‘ Posity' g/ = {a functlo ifla hgmogenea induet hanc formam :
x* @, ub1 © est fuictio data ipsius £, sicque erit az == a™@,

hmcque ta = fz =nrlx -}~10,; unde ﬁt




'aequatlom il satlsﬁt.
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_f:%3%:%+%m
posito 0O — @’Bt Jam sit g:ﬂ, ita ut etiam TT sit functiy
' data ipsius £, et cum sit t-""%, ideoque 06— 'x—ﬂ-x:f—'—q-a-cg erit
?:,__ngx ——H[xazc:ya”), unde ob 0z ,Daa’ —l—qay fit- P“——* _;?:
et g — %ﬁ . Quo igitur ,aequationi canonicae 1 4-Pp 1+ Qg — 0
,satisnat qua. fieri. ﬂeb,é,t, EaC—-—]— P (nfc — ITy) = HxQ —— 0, statuan-
tui litterae P = %’fij et Q — ;: + S(”yn;”), quibus valoribus

. Nunc pro superficiebus secantibus aequatio 9z == Pox - an
evadet =3z — S0z —+ 8oy (Ily — nz) — x0y. Hine elimine-
tur variabilis x — J;L , et ob Qx — By 7 1y ot aequatio iil_a", per II
dnlsa, hanc habebit formam : . '

7z == Sydy (""*) 2 (1S - 1) — 22X,

Fam fiat § —R-4 T, ubi R sit functlo indefinita, T autem lta de-
finiatur ut integratio succedat. Hoc facto erit

2z — R(Jay(r_,_ﬂ‘) nyoy yyaf)+TyE)g(’+”-l‘-)—-53Eﬂ_~._3@2 .

“or.
eujus aequatioms mteglale sequenti modo eruitwr: Incipiamus a for-
mula per R ‘multiphicata, quae, separagis variabilibus 7 et £, ad hanc

3y Tigt ' rar :
, —_
formam reducitur; R ( — W) = fonatur WO+ —nit —

i—v , ita ut w sit functm eognita ipsius £, et membrum illud erit

R/ (a—y-——g-?-)g quus mteglale fit F:2-. Ut vero altera pars 1-_10:

14-H n ___
strae aequationis reddatur mteglabﬂls, ponatm ST T M et

i'I—'t — N, eritque ista pars ydy (MT — N) ___Egg_a_t , cujﬁs integrale
statuamus esse I yy (MT — N), ‘ita, ut o . MT - N) = ~— L
Est vero. 0. (MT—DN)==MJ3T - TOM~— 9N, unde colligitur

TogM Tar __ 3N .
- T+~ =5 Cum vero posuerimus

.




o 19
mar . D¢ _ 2t 2w
- Hf(i—l—it)—-—ntt_— “t*;ff;_'ﬂ’*_)fs .—MI\/H,‘3 Ty "_
habeblmus BT—}—T( - = 20w __EI)‘? quac aequatio, ducta in M,

" integrabilis . reddituz; - 1nteg1 ale ejus .enim erit Moo T == fvv B N,

-unde - fit T’—’M. His ngtur va»!orsbus collectis aequatio pro

T Muw.
. v.upelﬁmebus setmahbus exit zz = 9F :” %yy MT.— D). Est-
. fruruaN-—-fouN —_ . iJ’_"NWJB'U ] ,
velo MT—~—N___ o 7}1 ‘a o '1ta, ut o
v AR S . zfNvdv -
o zd_, __21‘1, — )

"
[ ’ L7

Corollarium

§- 32. S§i formulae Z"® aequalis fuerit formula az z*, solutio
non fit dnﬁcﬂmr -atque pro_hoc casu multo -generaliori pro ‘super-

ficiebus secantibus haec ‘habebitur aequatio ;E'i"—'F ¥, Jh;wvav

Quin etlam, si loco z proposita fuerit functio quaecunque ipsius =z,
- quae. sit Z, ita ut pro superficiebus secandis hanc habeamus aequatio-
5 nem: Z = z" ®; tum pro superficiebus secantibus prodibit ista ae-

- Z3=m N
quatio: S - — F o X = — 3%9—” » quemadmodum per calculum

pmemdentb similem PelelCEl‘C licet.

B

. -
PR N ML

Sea T Prob-.lem_a!"XH.

. ¥ 88.- 8 pro superficicbus secandis fuerit o -~z functio ho-
- mogenea unius dimensionis ipsarum x et y, invenire

TR ' aequataonem pPro superficiebus secantibus.

5 0 lutio.
- Posito y—tz sit a—+z— @z, existente © functioni ipsius £.
. Hine' ergo erit Jao: =00z +200, sive posito 99 = &= G X,
_— e — .
&lit 9z = @z ~+ -—fi@y——wam) » unde colligitur p — @ — @7 ¢ et

| — / " . : N
9 . ita ut aequauo, quam canonlcam Supra vocavimus,

Mima:re: dr I’Amd.‘T. FII. 1
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Y ' i—]—-Pp—{—Oq""‘ 0 sit 'i——}-—P(@-—G)’t)—{—O@”““‘O Quor
| | " jam hilc aequauom satisflat ponatur P=50 et Q= @,.g-S(O’t..-@),
erltque pro Sllp&lﬁCle‘L’lS gecantibus haec aequatio :
S aaz'.——P—}—S(O’Bx-—{—(Ot——U)aJ)
‘Nunc 'elirnmetul vanablhs 2 ope aequationis ox =
Yz -——-—4—*? @ty (4 A=t — ©'ydt — Ottoy),
pos1to blewtatls gratia ©'( { + tH— Ot — AQ’, eril
—]— = & Aty — Yot = + g’ (At’c)y — yat)

Fiat nunc 8 = R+T erit aequatio nostra. .
9z.—R (Atdy —yob) —+ T (AtDy — yOf) — _

.
t ___ ow
0 e hanc 1nduet foxmam COIlClnl'llO].em

13y —-yot
—— fielque

quae ae quaho,

| : 0z ——

alve, pOSltO i — qJ ’

. 2==R{ A T ARy — YD — &
unde- mteglando colhgmn pro superficielbius secantibus
—¥:2 +fay AtT — Ny —/Tyot,

El

existente N 2= @, .

Problema XIII

-

bus secandis fuent a -z = x"9,

unque ipsius == %— , inve-

s secantibis.
n

L
; ' . 34, Si pro superficie

' existente © functione quac
nire aequationem pro super ficiebu

LB
j o]
Ve

) i Solutxo

Hic igitur erit differentiando dz = n;zc"“"I Gox + 200,

ive, posito 09 == — @Dt =00 - 2’_ . habebimus
L gt @9 e ® @y — 0
: .’L‘n""l (no ot tf'V) et q ‘H--——*‘I@/ Pona_

i uude colligitur p == '
i tar @ — 11, et cum esse debeat & P2 (Il—D)+2" Q=0 ]

huie aequationi satisfacient sequentes valores pro P et Q -
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. ' ) _ —s(nfl— Bty
P=m=re & Q== (g
it aequatio :

~

e pro superﬁmebus secantibus haec prod
dz = M"ﬂayj ~3%) , sive ob ¥ == ta erit,
E 3% q(ax+(f—mnn) (tdx4-x3t) 3y sive
. g o R L *
R ﬂafclii__—-‘—-f(t——un)-}—xBT(T—--nII) —3y .
E R z ~ g B - —i T
. _Ouod sl _]am stamatul .‘3 e R Ty tum — ponatur brevitatis
£ 'gra’ua ‘%%L) — == habebnnus mteg):a.lc z=T: vw+V exi-
""stente “gifferentiali membn sect-mch '
A 4w Tlipt{t—nl 5t T(-—2T
- BV_-—-—;,,-.% (el ’M——)—%xﬁ-ﬂg —L—-——*)———@,)
I '_7 f(f'-—'nﬂ)-__,__ P N R M N
: Statuatur 1—-——""""—_“——-‘ I\‘I et 7 — k ellt aT’l -—"—" (T — )3
) —_
m’cegrale si ponatur ¥V = 2__ (T'Vi -N), necesse est ut fiat

: ﬁ_{ld

eujus
o ot f-——'n. — z2—"
A MR = 270y AM—N),
Tf“’”“)at-—-%—f) Est vere:

e d. M= G o

. qua ‘SHbStlt‘lltO eut
i __-.__jper 'u11 -2 mulhphca‘ta et m‘tegra,ta. praebet
e '_-‘f'l)n"d‘z aN-—-— (?’L-——-— Z)fv——:;zat

(2.2 n) (MT—'—H‘@!)V

S - 7 " 8choliom
‘§ 35., Slmlh plane modo problema adhuc generalius tractari

potest quo- pro supe:rhcxebus secandis statuitur g+ T —an®, existente

Z functmne guacunque 1psms z5 tum enim pro supelﬁmebus secantibus,
qft—3af

hanc 3% - "

= habeblmus. ?,equatlone1n f z' — F: v — (2 V)% n fe’ T

Cexistente £ == %, H == 0 4 dv_ 2ilt—nll.
S o o o P I—‘f—_——-_-__l‘(t—-—nl'{

7*
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) - Problema XIV.

. 36. St pro superficicbus” secandis detur aequatio :

ay -~ Dbxz = cyz = 0,
inuenire aegualionem pro superficiebus secantibus,

Solutio.
T Cum hin'c"ﬂ'iﬂ"ei.‘é’iﬂieihdd_’ ljrir‘bdré'cif éetiﬁe’né" Vai.éqil'nf‘ib”'

Caxdy + aydw +bxd s + 0202 - cydz czdy == 0.

pro acquatione pox = ¢oy -7z == 0 et p =— ay — bﬂ

g —ax—cz r—bx~cy. Hinc si pro secantibus statuaiul

- aequatio POz —~-QIy Rz — 0, fleri -debet Pp 4 Q¢+ Rr= o0,

cui infinitis modis satisfierl potest, una litterarum P, Q, R, evanes-
cente accepta. Casus simpliciores sunt : : ‘

P— ar-tcz| P—=- 'bx—}—cy‘P: .
Q;—maye——szo—o Q= bx ~— cy
R—=—o0 ' [R“—“--—ay—bHIR —ax — cz.

At verv pro P, , R valores assumii tales esse-debent, ut acquatio

P S .
Poxr 4-Qoy-}-Raz fiat possibilis, hoc est ut fiat :
(PBQ_--Q,B 20—02F) | (Q,BR RBQ_)_I__(RBP Pan) —u,

quem in finem pro his tribus Litteris P, Q, R omnes valores pos-
sibiles indagari debent, qui ex tribus principalibus componuntur. Pri-
mum Iigitur casum per s, secundum per #, tertium per i multipli-
cemus et productum I unam summam colligamus, quo facto oriun-
tur valores :

P = (as ;}— blx -~ ety - csz; '
Q = buxr — (cu ~— as) y — bsz; '

R —— auzx ~— aty — (bt <~ cw)

Hine iam- pro litterls s, t, 1, tales mvestlgau debent valores, ut

criterio possibilitatis satisfiat. Inde autem deducimus sequentes valores: -

! . i




e — e = g g i

- 53 |

~ PBQ:— Q}P) = —.bs (as ~4 bt —]— eu). 2 —— 8 (Ctt — as - bty y
BR~—— Ra%—-—- e Cﬂ.{.(cu [— as.—..—— bf) I2 + bie (bt '—I— C'“ + CZ&)~

- Ra[”a_yl’?l‘) = at(as + bi‘——-— cw) & —— et (bt ——~ cu — a.s).-.
111 qmbus smcruh coordinatarum cocfﬁmentea seorsim ad mhllum T

d1g1 debent unde deducuntur St,quentca aequatloncs :

‘at)»—,—- ab (ss a--tt)-— st (b6 — aa) — O

'és) ~+'ac (ss. -——uu) - us (ag — ce) =,

¢ + bu) —be (uu-——-t 1) ~—-|— tu(bb —cc) —.0

28 Aehmmatls ~quadratis. ss 5 G, uu, quod fit prnnam in e

tertigm in.~——a ducendo , oritur nova; summa

sééﬁnd’am in.—b,
-,’cmm suppeditat
e bsy, (cc — cm) —|— atu (cc —_ bb) —}—— est (bb — aa) = 0.
aﬁtem eliminentur quadlata aa, bb, cc, prodit aequatio identica
f)’; unde concludendum eat trinm 1llarum aequatlonum uham in’

In genere autem hanc quaeattonem resolvere non licet. At
tahbus valovidus pro P, Q, R, inventis integratio aequatlpnis
Paw—i— an 4 Roz — o,

Quin adeo, qula litterarnm s, £, u
,:‘mﬁmfta, integralia -exhiberi possunt, quae
Ai vero ex duobus hu_],usmod1 inte-
pro supelﬁclebus secanubus fdlmabltUI

. €0~1'ollarium.

X .f_37 Casu quo _ ternae litterae @, b, ¢, sunt inter se
) solutl..o' sa‘us commode expediri potest. Tres enim illae

u(s——[— t)—i—ss-tt*‘(s—]—t)(za+s—- L):O

B (u—s)»—‘—ss»—-—uu‘_—(u—-sj (( —s —uw)y—0

s ¢ —+ ) AUt bt 2 (A ) (5 ) = 0

!

.
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) . , ‘
quibus  ommnibus satisfit sumendo ¢ ==°§ -4~ @, Hoe igitur casn

“habebimus :

@Fw w6 w oy s

P =
Q == uw,-]a(u.—-s)y-—-'sz,‘
R:—-—u.m——-(s—l——u)y-é—(s»—{—Zu)z..

Tum entem, posito brevitatis gratia 25 —-u== 3/, B-—$—= 3¢
— (s = 2u) = 3h., -integrale aequationis PYx - Qoy < Boz — &
reperitnr fore: (z ~y 2 (@t gy 4 ha) =€, sive etlam:

(@ -y -2 (2 So-u) z -} (u '—S)y*-—(s 2w 2 = Ad

Hine si -sumatur u == 0 habebithus hanc aequationem :
A "_"—‘;(93 4y + 2 Qrx — Yy — 2"

At sumto wz==s erit A =@+ ¥ +2) (@ — 2" Qe jam va-

lor, functioni hujus aequatus, praebet acquationem generalissimam pre

-~

‘superﬁci—ehus secantibus. ,

- . Scholion.

-§. -38. Quemadmodum antem postremum :integrdle investigari
debeat hic- ostendamus.  Spectetur variabilis z tanquam constans et
integretur aequatio P dz+Qoy=—070, quae ut ad homogeneitatem

e o oL o (s—u)=z _
reducatur , statuatur-: a— Xegn €t y— Y — s
enim prodit : ,

(25 1w) XOX - (s < w) YoX 4 uXoY 4 (u— $)YJY —= 0.

‘tum

/

Unde 'si hic- loeo X et‘,_ang scribatur X et ¥ formabitur denomi- .

mator integrationem producens, qui erit
S (25 +w) XX - (5 — 2w YX 4 u=—2sYY
Aui resolvitur.in hos factores: ) -
X AT (25 + WX — (s —wT);
factaque solita resolutione reperitur integrale aequationis, scil.

€= R o) (@5 1) X om0 1))




“wum vero veperitur X -

0
Pt

" sive hahe:

 existepte T =— 9§ z, quae quantitas ita definiri debet,
reddatur divisibilis. Hunc in finem dispiciendum est qualis functio ip-

53
Y == m'—'\— 3 -+~ z, hineque deniqué resul-

tat haec aequatio finita pro superficiebus secantibus :

(25+u)X—}—(u.—-s)Y:(23—1——:4)33’-]—-(3-—-u)y—(s+2u)z- -
. . ‘- » ) . ' -

Problema XY.

BBy

7

§. 39. Sipro super ficiebus secandis detur aequatio A= s
' " inyetiire -aegualionem. pro superficiebus _ secantibus.

~

Solutio.

-

Cum differentiando prodeat ‘haec aequatio : -

- 2ax20% —+ 2byzdy — (2 — ™) zz0z — N (AT% —~+ bey) 02 == 0,

. Ny ; N N ; z—1n . —_—
posito 2 —n=2cn,. ita ut. ¢ == —457 habebimus p — 2axz,

g = 2byz , 7 = n (2¢2z ~— AT — byy). Jam pro secantibus su-

‘perficiebus statuatur acquatio PYz -1 Qdy ——Roz = 0, fierique de-

bet Pp —- Qg —+ Rr =10, cui aequationi satishet sequentibus valo-
ribus pro P, Q, R aséup'atisi P— 2 2% 4 8hy; Q— 3—';-—— Sax;

25 ax

"R —}, quibus in aequatione Pz + Qoy—+R Jz=0 substitutis termini

littera '§ affecti statim dant Shiox — Saxdy =0, unde fit

bhox ] - X . b .
___x"" — 29 ,, hincque blv — aly, sen -;%,— — Const. At vero gene-
faliter -habehimus hanc™ aequatiénem differentialern : _
C&xdx . Y0y  czdx 2] ’ —

o _y 73029y BE 4§ pyow — 4z =0,

- 2% - 5

29z ydy + T (bydx — axdy) :112_??92“_92_?13,%

ut aequatio

sarum ety pro T assumi queat, ut integratio succedat. Dividatur
aequatio per 2™ , positoque i.z-“ — m, aequatio differentialis

“hoc modo prodibit expressa:

mz i ezdz __ xdx—-yoy+T{b dx—axdy) —
SR T el — 222 x.,,{by — oY

tmt + T T T —— ey




-, ‘ , l\ ' : Yo M . .
Crjus mtegrale est: V= —2 i———. Quo autem ¢uantitas V -de-
il " — x -
teyminetar, statatur T == ..2’, , eritque-

{ng:kn)'yav P\I:yyaac
BV——xm.—-I'—l_ +xm-—i—1
unde, sumto A == e it ut 1 —Ad = 2P colligitur
T~ ma-—=z2i? —— mao—2ab? =
AV — dx - s byBYy — mbyy e ,
g1 (ma——-nb)acm""'(mu—-—zuxm"'“[
- M by
cugua intégrale est V= et B g ut de gique habeamus
" a—m (mu.-;ab) X ?
mzE—M , gR—m 2y —
[T T . P T f-m .= 2. b; T "___' CUHSt b

 quae aequa*lo si 111 2™ ducatur et loco canstantis scubatul I 55

vametri va.r1ablhs, unde angulus o satis pel‘plexe definiretur ; quam-

in calculum est introducenda. Differentiando igitur erit:

56

A

quant sup ra r everd. constantem BSSG 1HVEH11I1U.S s €I lt
il xx byy m T
n 'l 2—m oh—ma -

Prodblemua XVI.

§. 40. Si superficies secandae fuﬂrznt omnes plana tangentm
superjficiem coni recti, _invenire omnes Superficies eas

normaliter secantes.

Solutio

' _
Concipiatur  per. verticem coni planum axi normale , ad

quod 1‘eferantur ternae coordinatae *, ¥, 3, erit aequatio pro om-
nibus istis pla,ms Z —= n x cos.o— ny sin.a, ubi & vicem gerit pa-

obrem” non parametrum istum ¢, sed potius qnantltatem z' ex 'cal-
culo climinare necesse est, quem in finem etiam variabilitas ipsius o

— nox cos. o~ ndy sin. o —-~ nda (Y cos.a — z 8. d) ;
uude si pro superficiebus secantibus statuatur ut supra 0z=Pox +Qdy,

fieri . debet "1 - n P cos. a - nQ sin. g == 0. Statuatur igituy
P—= —ZIcos.a— Asinay Q= — §sin.a-- Acos.a, existente A

i
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. )
"'functlone quacunque 1ps:us o,
utls prodit haec’ aequatio : -
. a . achFd ‘ aysma—}—-A(aycos.m—max51n_a)s

-

| .  q—
quae st a p:l jore subtrahatur, posito 72 -3 a =M, relmqult
0 : Bx (m cos. a —-}—- A sin. &) =Dy (msin.a=—Acos. ) |
- noz(ycos.a——Z sin. ) ,

equatmnem lntegrabﬂem fieri ponamus - per mulﬁphcaiorem
1nteg1alc habelc f'mmam :

;cujué 1gltu1' dlffercntzal(,, aequatmm modo elutae aequatum, dat

- "Mz = (Acos ¢ e 11 8111, )My« (M cos. o A siil. r::)‘]l

P
e

v -luaséM(mcos. -4 Asin.z) -4 yOM (msin. 2 ~— Acos.a R
‘i —|—-Mm8A sin. o —— MydAcos.ot i
L — nMJ % (y cos. oL-—xsm o) J

-
- bl sl membra per.a et per y aﬁ"ecta. seorsim ad mhﬂum l'edlgall-°
'tu prodxb;t duplex aequatio , scilicet : )
f_“;;t~ ali (mct)s.c:—f- Asin.z). r—aa(Aco 2 —msin.a) +noz sin. cL—%»BASlll oy

A 4—_‘3--: (m srn n '——-A cos.2) —|—Bca (m,cos o Asin.a) —na 2 cos.ot—0ACcos. %,

o ducatur,
Adx

g oM oM _
: ea;um summa dab]t M5 + Ada=—0, unde colligitur T —— =~ ~

o
At velo sioex bsz illis aequatmnlbus quaerantur valores ipsius

Sl“jar'l ha,lum a,;equauomlm priox_in cos. o, -altera in sin.

et mter se 11te aequentur , resultabit haec aequatlo concinna :
. a (mm - AA — mn) — mJA — 0,

s sive, ob fn—n =T erit da (= - AK) = m2d A, unde colligitur

s A AY
' -Boz = mw_L:SAA, quus mtcgmle est o —= 1/mn . Arc.tag. —1}—73 , hinc-
o que deducitur A _._.]/ - - tag. v,———, qﬁo substituto erit
_ oM 3
mo— ‘i/mn @ tag T/mn.
atque 1meg1’ando prodlt IM Z1cos. Y , et in numeris: M= cos. an. '

His Ja.l‘)fl Valonbus plo P et Q subd

e TR e Ap—

s . .
Lo Vi .
3 Mémoives de P Acad— T VI - 3




unde st ope aequationis z 2= 7 & C0s. & ——n y sin. ce angulum e eh— .

_valore A, qui est parameter variabilis superficierum secantium, sumtm

lor ipsius 'z, ‘quae operatio si per omnes valores ipsius 1nautuatur,

- . ._+_ 1/__. SiN. To (Jt’: sm o — ¥ cos. o).

58

I—loc igitur valore pro multiplicatore M in aequationem nostram im
upducto habeb;mus pro superficiebus secanubﬁs*
(z cos. ot-—l—-anl a)a—j/— sm. = (& sin. & —y cos. az)

A == inces. an

Hoc igituy thodo nac{l sumus aequauonem ﬁmtam mter T, Y a3

Tinave vellemus, prodiret guidem aﬁquatlo inter z, ¥, z; at. vero
aéquatio inventa sufficit ad superficies construendas. Pro quovis enim

ro lubitu binis o et x, Ie eritur valor ipsius ac praeterea va-
7 7

infinitae repellentur curvae , quae coxgu:nctae superficiem  secantem .
formabunt. Unde patet, ommes valores ipsius A infinitas suppeditare

supérficies ‘secantes , quae tamen solutio. undm tantum speciem con-

tinet, at vero generalius hoc modo eruetur. Cum omnes superficies

secandae transeant per verticem coni, omnes sphaerae ex hoc cen-
iro dcscuptae omnes istas superﬁmes mnormaliter secabunt, quarum
dequatio cum sit a::r-l—yy—i— %z — const. in aequatlone supra
inventa loco A scribi potent functio quaecunque ipsius XX+ YY -+ 2T,
Ha ut aequatio genevalis pru buperﬁcmbus secantibus sit : .

F (mx+yy+z") mcosv, (xcos a»—]—ysm a)

' Prob-lemd XVII.-‘

§. 1. Dam p}o superﬁczebus seaanclzs hae aequatwne :

z -+ 2xy == A,
invenire aequatzonem pro super “ficiebus secantzbus.

Solutio. _

_ Cumi hic sit differentiando zdz - z dy -y o x 0, erit ;

p—Y, g—=x, r="3%, fierique debet y P2 Q 42z R —0,
cui aequatmm sequentibus +tribus modis satisfleri potest:

[ ;




v L .

L . P—=2, Q==Y R — 0.

E’t co L P, ‘0—*@, R—= —2 | .
Lo L P::z,"Q_._ ; - — Y- :
dat pro superﬁmebus secanubus aequationem xam———-ya:c__ ,

P ande fit zX——YY — C, Tum Venp combinando secundum CasUIm:

1 i AL ducmm cum tertlo prodit P ===z, Q= Tz, R =—z—y, :
ot : ”Bxﬂ—HzBJ——(Hw—fmy)az*O ex qua fit '
1-statim fit 1ntcgr ando Iz mlo~1(x —1—y),'_‘

I Casus primus

-7, am sumt,o I]
e matum:- est- sequena ELoblcma. o= L

-~

: o ‘,P ro b Jema XVII
- Pr OPOSIM f Ormula dgﬁ'erentiali hac = ?.%.‘Jic‘j gﬂf ,

‘nire.. ﬁmctwnés ipsarum X et y, quas loco 1 assumi
_gportet, ut formula jfial posssba[zs . | ,

IRVes

- Solut io. -
) ox+ Uay
Pmecedente pl oblemate liquet, posito ov— Ty

,-ut fiat. U: [z~ Secundo @eque patet, '
| Tertio si- sumatur

‘-'svax'—-ixay =1y - .
l oSl Quarto sumi poterit

e e LS

b i enim- ha.'bebitur R . oo,

" Bxaw —— Bydy ——aydx —+ axdy L i R

S m(vcx—w) : '_”Zy—-x—}_ Z]/xx""w 2
us ‘ernamas, faciamus’ quinto z —=p —|—q et y — p—g,

. (1+U)8P+(l-—ﬂ)6‘q vt
(“‘i—nJP'—’(i—';})q : Ponatm — Ha+ E) exit
o P o P M -—1 P_{__ 17 -—T13
- Sumatur &= sy , fietque By___ oy T T A
- --’ap-i—m{aq“ L3y . .
PO T Bt i unde patet fieri debere-n I/ -,
1

o[¢ _mus m v,_._.,l (u,,p p— f3 q") Sumto igitur 1L == g-—i—x )

e | '8*

hoc




6o
. ‘ ' T I — 2 — L ' ' v o,
est I —— ffg: iﬁm — +g€2_i;n — , oObtinebitur integrale

v—=2 I(a (m—l.—y)’”—-ﬁ (@~ )™,
am{x——;—ﬂﬂ—l—ﬁxaf
x (1)

- Ponatur

. 81 Sewto pomatwr y == tx, fit Oy =

:+Ht . — — .
T =0, erit gv—0 a;cf——t—n—?—f existente ji — @_I Hine

I+ ? F—"

, - s — intx oti nox n_rar ot
§1 ‘statua‘tul O==n, utsit =, erit v = Rt bt
~Iideoque v = nlm—];xnl(tt—— 1) -~ Il1+:, sive i @ etly erit

v—nlys Jy——xm:—_]:n_Txﬁy_J quae solutio cum superiore tertin |

_prorsus. convenit. Tandem genelahus posite Vyy — xx—=u, s

U fuerit. functlo quaecunque ipsius u, valor II — ;73'_ _U': quaes1t0-
satlsfamet Facta enim substitutione formuls v = aﬁ:__g?y abit
__yaxm—xay U(ydy—xdx . v
in hanc.r v = s R T 2, unde colligitur
p — 177 =% an
- 2 y-—-:r:
! . _ Secholiem

§  43.° Quaestio hic formari potest hujus indolis generalis~
$ima : 81 p, ¢, et P, Q denotent functiones homogeneas nullius di-
I‘nenuoms binarum, variabilium x et y datas, et proposita fuerit haec

formula dlﬁerentjhs
a — pr-—I—anTxﬁ,-_I
v P +— Q' ¥

in quam ingreditur functio indeterminata IT, eami ita defermimare ut
integratio succedat. Hane autent n’ivestlgatlonem maxime arduam
in"alia dissertatione suscipiam. .
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