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OLUTIO PROBLEMATIS MECI{ANICE
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"Conventsi exhibuit die 14 Martii 1782, - .7

§. 4. Concipiatur pIanum inclinatum, AO, quod cum hori- Tab.

in A incuibat discus circularis TaX, cujus centrum sit C et ra-
dlus CX — @. Manifesturr autem est, [oco hujus disci circularis
“assumi posse vel globum vel cylindrimr, vel aliad quodvis corpus
rotundum,_ si modo ejus axis perpetuo.maneat horizontalis, Pona-
C s ugus COrpoTis massam ‘= M, momentum veroc.iuertiae respectu
'a is° —"V.[bb ub1 qu1dem assumo centlum gravitatis totius corpoxis

N

cfrcumife/Iutmn ‘sit filum in sensum .
A in hoc ipso puncto A plano sit
impedir , qtominus discus, volven-
i db super plano, desr:en.dat sin_ antem radendo descensum inchoare,
ﬁlum reIaxaretur ‘In calculo autemy assumi eonvenit filum a disco
‘ "_'-evoluimn manere N dimctum extensmm . Ouamobrem necesse

E am i au}‘em hoc motu frictio oriretur , coacti tamen sumus ab
.ea -animum abstrahere , quandoquidem t;a.lculus mdle meda ad fric-
ﬁcmem extench potest. - | ' .

' "

et e T L

zgnzontah HO angulurn constituat AOH == Z)' Hule plano primum Fig. 2.
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§. 3. His praemissis primo ponamus elapso tempore ¢ discum
nostrum des‘c-endendo pervenisse in situm ‘XaT. Tum igitur flum a
disco_ evolutum situm tenehit, AT, ita ut in T discum tangat, quam-

oblem perpetuo erit AT — AX; unde si vocemus ‘spatium percursum
AX :.w_, erit etiam longitudo fili evoluti AT = ». Hinc si pona-

tur 'angulus XAT==p, qui a recta CA‘_ bifariam secatur, erit

_ 5 4. Denotante mme _w___gngul_um .duobus rectis aegualem,
erit angulus XCT=7m-— 4. ZEvidens autemn est labente tempore

angulum "¢ , qui initio erat — o, continuo decrescere. Hine jam
determinari poterit locus ; ubi punctum disci reperiatur, quod initio
planum in A tangebat. - Concipiatur enim filum TA solutum iterum
“diseo . obvolvi et abseindatur areus Ta rectae AT ==z aequa-
lis, eritque @ locus puncti A, qui igitwr 2 situ CX, ad planum
-nunc normali , distat angulo X(‘a hicque angulus metltur motum
,t:gyratormtmgl quo discus a.b zmtlp jam processit, o
. - | r
§. 5. Ponamus igitur istum. angulum ‘{Ccz — {, et quia axr-

eus TXa,__éi :f: ; ob angulum XCT — 71'——9 ‘erit

CI)——~—71+6:COt19—1—9
~Unde patet initio, ubl & —= 0 et § == ) fuisse etjam CI) —— 0, uti
rei natura postu]at. Quare si ponamus T = o, ut sit B_Tr-——m
et initio fuerit « == 0, habebitur (])—“Lag $®—w. Primo igi-
thr initio, ubi angulus w valde parvus, erat q,'J — —_w " Mox au-

“tem', auctd angulo ©, angulus QD ad mihilum rcdlg.eiur , tum vero

evadet positivas, =~ i : - -

§. 6. Quod si Jam priiicipia mechanica, consulamus , " sumto
elemento temporls dt constante, ac denotante q a.I‘tltudxnem lapsus

liberi uno mmuto secundo pc,ractl, si hoc tempore ponamus tensio-
nem fili AT T, hinc orietur vis motu prowresswo%contmrla Tcos. e
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At vero ob gmwtatem, seu pondus M, vis secundum directionem
s erit M sin. £, hinc vis accelerans motum progressivum

plani urgen
. . .. Msin {—Teos.0, ) 9dx
jta exprimetur: =——ix , cui ergo vi ipsa acceleratio 25018

- sequalis est ponenda, unde pro hoc motu ista habebitur aequatio :
0z — gin. 4 ——E cos. §. At'vero pro motu gyratorio habebitur mo-

:tgaf‘Z i
menfum vis gy antls ‘= Ta, quod divisum per momentum vis iner-

‘tiae Mab 1equala emt aﬂceleratmm gyra.torlae "agaaqiz";" unde oritur

ata . 099 T & .

ast_a aequativ ...___.aT,, —_. M FH T
IEE § 7. HIS aequatlonjbus totus corporis motus, tam progressi-
‘yus ‘quam gyratorius, _pexfecte determmatur. At veto hic probe no-
tandum est, ‘tensionem -fili T adhue ;prorsus ‘esse incognitam, unde
.eam ex calealo wlimimari. conveniet. Hunc ‘in' finem ex posteriore

aequa’uone quaeratur 13; "_._.1’—13 f;a?“ "hocgue "valore in ‘priore sub-

. “ aaax+bbBprcosB_,_
stituto “oritur ista aequatio YT $in.&", -ad “quam. re-

solvendam Tecésse “est “ut relatio ‘inter binas “variabiles - €t O ‘in
computum ‘ducdtur, ‘quas -€rgo wariabiles :ad angulum § wevocemus,

e~ —d) L ——add -
3. Cum igitur sit 2=—acot.Z§, erit ax"_;——sz‘u.;ez — T

Pmm, ~0b {D""‘ cot.I LR +e — e eut o

—3fcos.d -

R
aq) ""_' r——casB + ae — 1— ggs.0?

hmcque colhgi’mr aa: — 290 ' Hac rélatione ‘inter “differentialia

cos.§ "
et g inverita :muluphc:emu‘s mequationem :differentio --differentialem
) 2D Do B DEDID .
“postremam per 0w o= ;;5 Ty et S == Jwsin. g, ‘quae

B *acquatw sporité est Integrubilis, eaque integrata jprodit: ‘

. ' 8x2+fabacp . A
= T igarr T — -:7(."611’1.53 -

ubi nulla constantis additione st opus. 5i 'enim ‘Faciamus %2 v

ot
gyratona utraque autem primo initio, ubi- x:O evanescere debet.

L —
- Bt —u, ellt ‘w celeritas progressiva et u nelﬁlltas angularls sel

Mc‘mo:m‘: delAcad. T Vi, , e ,4' e



26. : :
Facta a,utem substitutione oritur aequatio vv —+0b uu"—' 4 g.ﬁ::smé'
Bx,. qua, simul conservatio principii visiym. vivarum, ‘elucet.
. My .
§. *. Locq biharum autem Vaua.b1hum x- et CD introducs~
mus angulum §; ope valorum supra pro g et d(D inventorumy, ui-

bus m pmecedente nequauone substitutis. oritur. sequt 18 acquahtds Lo

3 .
(“{'-Z'BEEe (aa—-bb cos. §7) == 4ga O sin, Z cot.

. oo aez(a.d—-l—bbcos ) ';-{—cosé _

Ve a t' - fEASIAE TR 9(1—r—cos [Tk ]/ 1w .

]/ (1 = cos. §) (i b coa. §) = sin..0. . Hine ergo c,olligitur tempus
§ — fae @-a - bircos 82 :
= 2‘s/gaszn é sin. 8 (1— cos.6y °

ob .cot. !

Facile attem. patet hane- 1m:eg1atmnem neque., ad’ loganthmos negue
ad arcus circulares reduci posse. Concessis antem quadratuus non
solum pro qnovis angulo § tsmpus-£, sed etiam_ ad quodvis. tempuS“.
4 v1c1551m anvulus o asagnaﬂ potent

§. 10. - Hanc férmulam i’htegra!’ém- ita ibtegrari’ 'oporte‘t,_m
w initio motus,. wbi §=— w, ‘evapescat. ‘Scribamus autem., ut:
supra, 7 -— @ loco §5. quo. integratio a termino-m == 0 incipiat, e
quia. tum cos. §, _—_ — cos, &) et sin. == sin. @, habebimus

- ct-a-——.-rbbcos w?

&= ’z'lf'ga.sm §fa w ]/sm w(14-cos w) "

Relatia igitnr. mter tempus. £: et apgulum @ tanquam cogmt . &pec

tari poterit; . - ‘ ‘

- '

§7- 11. Hinc etiam: ad* quodws tempus. bifias: celeritates,. pro-

. ox
greéssivam v = a_f et- angularem w — a.q:; per angulum. @ commede.
exprimere- leet:.  Ciim. enim. sit- |
dx ___ dw & 21 J— | COS. Ul _
fﬁ = ot ' 1 eos.i» et 01T~ "OFf '1-—cosw ol
g.a sin. g sin. wfi = cos. w) ] T
"-31‘ """""21/ ag—t-bbeos.w? 7 1epenetm,. o

— ga st tagl o gasindtag:
L3 2“}/ su—l—bbcas oﬁ et Um—— 2008 W Vaa +b...b._cas :ﬁ




97 o
recto git minor, celerita%em angu- .
in sensum X @ T X ‘vergere; ubi

‘patLt - quamdin angolus @
W W esse nEgatlvam sive

-yt hﬂllrangulus w est rectus,
demcqps Vero evadlt p@smva. ' .

Inveshgaf*r,o tensionts

§. 12 Tensm T 1mmed1ate  deducttur ex posterjore aequatidne
3P Ta Mbbaad’
AL €x gua fit T — — W

d1ﬁ" : entlah secundl gradusp. 338 —= M55’

ifferer t_1o _alﬂ@‘_intlahb 00 CD ol differentialia primi gra-

Spnde -id quog sequentx Thodo praee?fab*fur. ~Cupir st
93 3998 sins - e s

c‘:sa'p (6 g ), erit ddz == =2 ? + 2 ?ag_ ei”, , qui valor if

one dlff'erent;u - differentiali §. 7. data .

7 /aaamq—bbadqw:os e*zagat smz

subsututuﬂs pracbet . ,

e ] [+l 2 Lt 3 ) . Y .
o aacp(aa—l—Bb 5.67) “+ 45208 sin.d — 3 agotian¥. .

. 2
cos B o cos 02~

o g;.’afzn.:;___
: aequau

a-:ﬁ__, d1ﬁ‘erent1al1s 2 Jloco w~alor ‘supra inventus,
mtroduc’atun, aequahone in -ordigem redacta pro&x-

qui erat

399 (aa cos. § ~—bb cds, 83 42 ¢ q sin. §2)
2 sm 6 (1—cos. )

y

ista " celexitas gyramrm prorsus evanea-

at sm é’ valos:ern per ‘& no*ulum 3 , sc}-.

-~

ren’uale
aa@ . 942 (au ‘05,0 - B b cos. 03 = 2aa sin §3)
- ‘2 §in. b (1 — cos.8) (a4 + bb cos 92)

¥
4 -
.

]

b e o l. f; L e ) . I
13. ~Curh igittr stpra §. 9. invenerimus
a 2 S 62 (wa - &b cob. 99}
“‘&-'-_" #gaqsing simé (1 — cos. 5 9)?

per _unc valm'em dividendo At ' :
aacp 2gasing (1a cos. 8 4 bb cos. 03 ~i- 2 aa sin. én)

a_tp' A S («aéi—Iblbc:as.éz)z
4*

e e e —m 4 e




;esolutxonem aequationis.. cublcae.,
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oy . ___mbbd 230 . PR . Y
unde,. denique = tensio T YT R IC per quantitatem mere finifam

exppimituz, cum. inde prodeat.
Mbb szn.é‘ (aa cos. B 4 Bb cos. 83 == 227 §in. 92'3

Ti — (an = &b cos.82)%
swe, si. Ioc()a anguli ¢ angulus. w introducatur, erit
’ e - o~ e vin. w® — ga Cps.w—DBb cos. t3
B T'_'*Mbbsmzx — (sa A+ bb cos t{J:‘)iz.m n o

§. 14, Hinc perspicimus , -circa ipsum  motug initium:, ubi

angulus w est’ valde parvus, tensionem f£li. esse. negatwam Lrit .

enim, ob t minimum :. S
. - _ < L. owd e 2aqaww )
T — —--—-Mbbsm.g" x aTEEEE T -

“haceque tensio. tamdiu manet negatlva, donec. fiat-

2 @@ sin. & == aa cos.m —}= bb cos. ms

quem “autem  terminum - in- - genere: determinare - fion licet,
Dum , afitem,. tensio . negativa ad-

mitti potest, 6 necesse est. ﬁh naturam, ita.. compa.ratam gtatuere , ut

non, solum,.extensmm,, sed;’ etiam;; contractioni; Tesstat.:

temy revera;, simulacy filum: relaxatur,, nullam ; vim: sese. extendendi. exe-

rit; verus, corporls ‘motus-. cn‘ca 1mt1um penltus a . caleulo.- aberrabit,
propterea. -quod “tensio,. ubi: calculus. eam . monstrat,- negativam; potius

ad nihilum. 1ed1g1 est -censenda , , atque -ex "hoc principio. novo. cal- -

culo opus erit, ut motus _Ferus. asmgnau possm .

Rectzfzcatzo calculr. pﬂﬂaacedentz,s

§.- 16, Quia ; circa motus: initiume . flum:. velazatur: ;.. ideoque

pullam.. vim -in corpus . €xepit , . propter.remotam - frictionem - corpus

solo motu. progressive., sive 1'epemdo, super-, planyinelinato descen-
det, hocque, motuitamdlu plOU'l't;‘dl perge’t .quamdiw.filam -manet la-
Xum, neque . ullus;,km,otusv;anguluns se . admiscebit. .
vestigz}ril .oportet. ubi; ﬁlum,,,tendij incipiet. .

. nisi  per -

Quoniam . au- -

Locunm . 1tr|tur in-~ .




ins intelligantur teneat discus noster

A 8% Ouo “haec clar
A . puncto fixa. A ducatur

CBD super plano:. inclinato - -AO..
is- erit spatio ~percurso AR — a;  ductisque

fum 4
gens: 'AD _quae. aequali
a *fradlib @B, CD, sit ut hactenus: ano‘ulus BAD = 4, ejusque
plenmniumrad duios-reetos. BCD = . Cum’ igitur * filum ab
volutum lopgitudiirem. habeat ——-aw,. flam - erit laxum
«AD migor. estthoct arcu; . unde ‘quaerl oportet lo=

C.um 1g1tur:-. 51t S dtag E 0 =romnTee
: ubLu fit tagf-__f?i | et (PR (- EVALL R -quasl _dehcai areus. Cljus

gens duplo, ejus< sit magor.
hendm;u'- fore :hune: angulum- 66 4677567,
dta «,Iut "insh oc statu m —.a, erit: AB._..,.oaa,

. .:17 Ad hunc: 1g1tu + locume usque B, corpuss moty; s0lo

1¥0- super plano.: m.chna,ta descendet )’ quiz motusiFex.” wsolafor-

et. mtegrata dat:i — gargi

hi’ncque t_]/gsm s

aar

¥

D :__mz;é 26’ 8.

) .

o B0Q L Tae . 39
3 et ==, -—"“Mbb ot = siny é”""'— cos. -} . quast autem
punc  tadntegrari. .oportet ut : posites == e @ fat: angulozsQ = o

v

& 22
‘ %t.qll‘,‘e:-‘xnsup‘e"r;.ut; ﬁq:L 8 7. —dgoasin. g

T

ublﬁﬁtraﬂmAD —AB =z aequahs aveui BD =.aw.
—— d&'l?l [OEN
— ﬁiummtum demum Amnien- -

. Facto« 1g1tu1“:r='—“aa', tem-

§.,_.18” Pio.. motu™ qequente - determinandor eaedemrmamehunt *
y aequ;atlenea " diffeventiales - secundi” gradus’, - quas ‘supra-tragtavimus, -

Tah. I
Fig. 2.

Calculo - . qutem. rite Institito depre- :
.qui si* ponatar. —= 5 a: :
sives In. pambus‘ radii -

g, derivari ‘poterit. . Haecvenim® aequatios per 0z *
.
02— @il . unde'+ colligitur-

Aad Bi} naque v erit. if = 1/3—5;?, quod- terpus -
ect dis 161‘112: expgessum,; Praeterea: i VeL: ‘hoe loco. .
mixtuss mclpmt Percul 8Q.- smhcet rgpation AB =2 a,
ngulus:- BIC.D =.a:==: 1387, .33 52”’ et angulus -
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. R « bEID . '

¢ i9. Tum igitur sit g == wi%—ﬁ., hoc wvalote in altera

S . S ubstitato To teitur Tore o a4 . adox - bhb Ag dreosd
aequatione substituto Migitur Tore sm.g == YRR , quae

&g ;o o -
Ea_;% et integrata seguentem subministrat :

pa2 =3P __ . sl
| e T C ‘sm..{.
Hic ad constantem C definiendam loco 9 P restituendus est €jus
i T T R vt ey " TYIC : |
—=—, quo, facto aeguatio illa hanc mdwet formam.:
dx2(ad 4 bb cos 7)) ___ . . '

e = C e

, Quoniam igitur motus initio esse debet xZaa -et 39;2 Z4gaa -sin.é’,

wequatio ducta in dx =

valor

his substitutis flet tdnstans ?: -{—-"fﬁb—c“_‘_‘f"_?i?:_fw. Hine- dgitux, po-
. o . abb 2 -y _
sito brevitatis gratia S ==, efit
‘ 922 (aa - bb cos. 82) __ e . )
4aa got2 — @ +f) Sin"\é"“
. ‘ #

20. Cum 'hujus wotus initio , quod in '-pun'cfgo B statui-
mus, ‘\sitg—’::: 2y/grasin.g, ob oD __—:ax‘:s'e et cos. ) ——— cos. &
erit hoc momento celeritas angularis g—qi — cos. x )/ wﬁ, cum
b tamen fuisset O == 0, id quod insigne ‘paralioxon videtur, dum pri-
mo instanti subito céleritas angularis finita generatur, cujus rel
- caussa est,-quod, simulde -filum in directum extenditur, ne minimam
quidem elongationem ‘admittere in calculo statuitur. Totum autem
hoc paradoxon diluitur, quando filo vim quandam sese qiiam mini-
me expaﬂdep&i tribuimus. Tum .en'}m , quod hic calculus puncto
- temporis .evenire ostendit, tempusculo quodam ¥alde parvo perage-
tar. Similis autem saltus deprehenditur in ‘collisione  corporum,
prouti vulgo proponi solet; ubi etiam in instanti maxima motus mu-
tatio contingere déberet. ‘ '

~

»
5

v

*

§ 21. Ex illa aequatione §. 19. inventa deducitur quadra-
2 gqaag(x-4-f)sing

tum celeritatis pr i ilicet 2% 3
m celer) progressivae, scilicet 3 = aabb e ex qua




porro concluditur 98 == ;5o

.descensus a. loeo B.in: minutls secundrs eXpressum. .

) (1—cos. )2 ?

g4 ; V( (x aa—+bbeos0® cujus- iﬂ”tégl‘a?—
atque mtegrale dabit tempus

fio- a termino- m ~—a inchoari debet

.

-

§+ 22: Deinde 1p:>av tensio #li simili’ modo- ac sup¥a deﬁmm'
po-‘cerlt dum loco z sin. & scribitur ra.none comstantxs adJectae.. vas

quae substituto . valore: Jf==. “?’b T — S0 ow. sy

Ty o

!01“ @ fysin. &, - Q;Lua igitur estt @ T oy

Do asin g = f (1 ~— cos. 9)
; & + f —f pp—TT

Undé patet, s loeor = scrlbendum sit  —- f, loco asim..§ scribene
dum f01e asim §. 4~ F (1 — cos. D: Expressior igitur tensionis T

“supla {. '13. exhibita, qua erat:

3 _aacos.f-bheos 3+ 2asin . aviu b’
T Mbb sm.{ [aa—-]—-— B & cos. 62)2

-~

facta subsixtutlone pre a sin. ¢ pro' hoé motu  erit z-

. ‘aacos 8- & ¥ cos. 03 =2 o cin, (& sin. 0 ——F (1 — cos. Bﬂ
T—= Mb&b hln é - {sar+ bb cos. 02}

-~

§- 23. Hinc- pro initic miotus posterioris in loco B, ubk
, — 7-—-0 , ideogue. sin. == sin..x et cos. § = — C0s. .0, haex

tensionis expressio sequentem induit forman:

- "qea sin. e (@ sin. e+ F(1 -} cop a)—aacos a—bDbcos ol

T = Mbbsin.Z x - o 55 s
oos. a2 ___ BB .ot cos. of (Ob P

~

tag F 08
_,__./ sin. ot C . . ‘ .
T ) rech_mtur‘ ad: hanc 3
T — Mb.b - st é‘ x 2 sin. 2 - 008. 0" }

a.c — bk cos. a2

.. .

'§. 24, Cum auteny celeritas angularis- in punctor B’ subite:.
finita- evadat , ut supra §i 20. monuimus., ad. eam generandam” vi:
adeo. mﬁmta* oyu& est,. quod: autem. hic: longe secus evenit;. undes




p '
’
32 '
L3 - . i
. novwn paradoxon sese offert , quod antem facile resolvitur. Nam
: . o . ‘ e D xcos. § :
‘quin pro toto hoc motu sumsimus 9 == SE2%° haec aequatio; .
quae in motu 'praecedénte neutiquam locum habet, in postetioris mo-
tus initip nondum ‘valere potest. Quamobrent; cum hac relatione
' usi simus ad tensionem T -determinandam, mirum non est eam in
I e e e ~»ips—e——finitipfiBmaer;iiate;;abei-rare. Quoties wenim 'hujusmodi saltus
) ‘ occwrit, calculus nunguam -congruere potest. 1
. N
_ (- W W o
1
- ~
|
|
: i
| '
!
| -
R 3
| o B - . ] )
|
f
4 .
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