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PROBLEME DE GEOMETRIE

+ RESOLU]
PAR ANALYSE DE DIOPHANTE.

PAR . )

M L EULER

 Présenté 3 la Conférence le 4 Mars 1782,

1.

Le su_]et du probléme dont il s'agit dans ce mémoire, est tiré de
. la T1'1gonometrle rationnelle. On demande les trois cotés z, 7, 2,
. J"un telangle dont les lignes titées des angles par le centre de gra-
“yité du triangle soyent toutes trols exprifiiges en nombres rationnels;
cest {4, < dﬂ'e, o1 demande trois nombres @, ¥, 3, tels que

222 4+ 2yy — zz == [
29y ~ 2zz -— 2z — []
2232 4 222 — yy — .

J a1 déja donne & différentes reprises, des solutions de ce probléeme,
sans qu'aucune mait entiérement satisfait. Celle que j& présente
.dci réunit, & beaucoup d’élégance, la plus grande généralité, Mais

avant d’entrer en matiéré 1 sera bon dé faciliter la solition par
“le Lefinie suivait : .
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~§. 2. Deux nombres de. la forme:
A+ 2PABH- B® et A’ 2QAB B
seront” toﬁjoms quarrés , lorsque

S 'A-—.!e(P—i—Q) et B—-(P—O’) — 4

D 'e Mo StF ation.

MuItlphons Pune de ces foxmes Pal antre , et n0Us AUI0NS

Ie ploduit suivant ¢ . g

A2 (P—]—() A°B-+-2(2P()+1)A“B +2 (P+0)AB3+B4
Soit la rtacine de cette quantité ‘quarrée -
: , A® -}-(P-—}-O)AB——B“
. et pwsque le- quarré est
A2 (PQ)AB[PQ) —-—2]A J'B'—z(P_|_0)A]33-|-B4 .
" en ‘comparant cette forme avec la précédente on veit que, pour
- que - Iune s0it . egale & lautre, il faut que '
(P—Q— N A=4 (P Q) E, ,
done A_4LP+O) et B—(P-——-Q) — 4.
Subsntuant ces valeurs dans I'une ou Pautre des deux formes
du lemme, clle devient un quarré. Par -exemple la plemlere, en y‘
fuisant ces substitutions , devlendla .
16 (P+O) 2P [4 (P-l—Q)(P——~O) — 16 (P—]—O)]
| - —:—(P~Q)—8(P— Q)"+ 16,
ou il faut remarquer que
(P ——())" 4 8P(P—|——Q) (P — 0) ___(P— ) f3P+O)
' 16(P—|—Q) 32 P(P-;-Q)—S(P—--Q) — 8(P—Q (3P4Q).
De cette fagon la forme se reduit &
, (("P-a.-())\.E%P——]—O,--—4)2
Or le produit des deux formes du lemine étant un quarré et la
prefuiere l’etant aussi, il est clair que lautre forme doit étre né-
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cessairement de méme un quarré, Aussi la racine se troivera - t'-
elle, par des procédés semblables, etle (Q—P) (30 -—1—1’) —

Corolla;ire

§. 3. A l’egald des valeurs de A et B il faut vemarquer:
17} qui cause de Ta pelmumblhte évidente de ces deuz quantiiés,
on pourra aussi faire :- .

A—=F —Q)Y —4 et B—4(P-4+Q);

-20) que ces valeurs peuvent étre simplifiés dans certains cas. Car’
puisque (P — Q)" == (P - Q)" — 4P Q, en mettant cette valeur
dans I expression de B, on awa B—(P + Q) — 4 (PQ <~ 1),
de sorte que, toutes les fois que PQ4-1:=n (P_I— Q); on pourra
diviser A et B par le méme nombre P—-Q, et on aura A =4

5

et B=P - Q— 4n. Quant aux racines des deux formes plo-

posees, savolr
(P—1Q) (8P 4 03—4 et (O——P) (3Q 4 P) — 4,

- comme l_a premiere peut étre représemtée par

PrQDC—QF2PP —Q —4,

et que 2P(P— Q) — 4= 2P P Q) — 4 (PQ - 1), & cause

de PO»—'—:[ n (P Q) on powra diviser par P-4~ Q, de sorte

que la racine de la’ premiere forme ——3P-—Q — 4, et, & cause

- ~de la permutabilité de P et. 0 la racine de I autte forme sera

3 0 — P — 4n ‘

Solution du Probléme proposé.

6. 4 Soit 2m.i-+ 2yy — 2z = pp.
2xx - 222 —yy — qq
. 2yYy + 2z3 —xx 01N
et ‘en mettant TX —- Yy -}~ zz — s, on aura

i ) pp—+3zz=—=gqq -}~ 3yy,..._1r+ 3xx =24
;Epsult_e on trouve aussi que
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2pp A" 29 — rr " Uza
2pp 4= 2rr — q9 = 99y
29§ ==2rr — pp = 9=z=z _
Quoique ces propriétés ne contribuent en aucune maniére & la so-
- sution du Probléme , elles méritoient bien d’étre remarquées ici en
passant. Ouant a- la. solutmn méme,. elle se dedmt des operatlons

A

suivantes :

§. 8. Prenons la différence de la premiere et seconde de
‘1no0s trois equa,tlons fondamentales, qui sera

pp — ‘qq'z 3 Wy — z2),

ou bien, en facteurs on aura - -

%

P+ @ — 9= S(y—i—»)(y—-@
" Boit p-—i—q-‘"g“(y—z)

P —giz }T (Y -}-_z)

et la somme des quarrés sera _ S
(P = (p— )" =2pp—-299 =5 (Y= ) hi—w(y-i—z)’-

Or les equatmns fondamentales donnent _
' 2pp—{-—2qq_—':8.:va?+2yj-{—2zz, ou bien

T2pp 299 =822 —= (¥ == 2)" = (¥ — 2.
dou lon tire cette equatron entre x, ¥, Z:

525 (y —2) + 22 g+ ) =t ) =2

.qui peut aussi étre 1eplesentee ainsi ;

Bmw—‘g‘m (y——-,..) —I— (J+*)"'

§ 6. La. troisi¢me équatmn fondamentale 2YY~|-232 =— XX 21T
se transforme aisément -en celle - cf':

@+ 2 g — 2" ~—~ TR ZZTL,
" qui multipliée par 8 devient.
‘Brr=— 8(y+~)+&(ya-z)w8xm
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e ¢aquation qui, s Uon met L la place de 8zx la wvaleur trouvée auy
q qui, P

précédent §, sera
L o(bb— —bb
8;'1'.__2-(—53352(9——:3)2—{—#—-#—9““_& @~z

§. 7. Mettons maintenant

y 4z = a (-4 d;

g —z = b (¢ =— )3~ . )
prendront les -

et les deux expressions trouvés pour 8zx et.Brr

formes suivantes :

Lex T — 2aa:(cc +‘dd) - cd (’bb — 5aa);

orr — 20b (cc -+ dd) + cd (9aa — 5bb);
qui, divisées l'une par 2aa et Vautre par 2856, donneront:
g2 — oo 4 dd - B ed;

a4
gaa— 5bb

.rTr .
T cc 4+ dd + gbb—""d"

§. 8. En comparant ces deux expressions avec les formes
du lemmeé , nous verrons que A—¢, B=d, '
—, bb—yaa __ oaa—3sbb
P = 404 et Q = 4b8 "

De ces valeurs on déduit aisément :
n{b4 — 10aabb-}-gad)

{1

n (P+Q) = ; e ;
. —_ 5 b4 —i0aabb-—j-gat)

PQ —+ 1= R 4aabb »
done 1 == —— 2.

§. 9. Or en vertnu du corollaire §. 3. il y a A= 4. ef
B—=P-4Q - in, donec e—=4 et d—= (9M+::)a(baba+bbj 9

porta:nt_ _
a(:saabb+(9,¢a—l—bb)(aa+b6)) .
2

L ’ | y+z: 4aabb
y —z— b(iﬁaabb——(gan-ﬂ—bb)(aa.-—i—?ﬂb]).
- - 4aabb. ?

‘_'Et puisque,, en vertn du méme corollaire,

SR ;'ZSP—-‘Q——A’UZ et ;~;3Q-~P#ﬂ4fia




nous aurons aussi b ' o

a(lona—bbylad —4-55) — 2(9::4—54))
X - . 4aabb
. b[(qaa-}-—bb)(aa—:—bb) -~ n(9a4—b4)}
- ' 405D . .
Enfin on auwra = . :

p+q"‘3“(y——z)
FE S i_,,,,,,,,,,,(y,, +2)

§ Me'ttons pour abréger - ‘
C:iﬁaabb N g
: S 'D_“:_(Qaa—{—bb) (aa-{—bb) N
- -szz(ga — b");

2t en suppmmant le diviseur- commun iaabb, nous surons

_ w:a(D——F) _' r:b"(D—}—F)
y+z:a(C+D) p—|—q-::'3a((3'--—D)
, y-—z‘::b(«C»-—D) 'p.u—g:_b (C+D)

" Exemple 1. :
§. 11. Soit e—— 1 et b = 2, et on auf& C =.64
" D— 65, F——— 14; donc R

== 79 I r = toz
¥y + z == 129 p—{—q:-—-3'
y — =z =— 2 p — g — 258
par consequent on awa S R T,
) : '.x::’lg.‘.p:fi—;‘. 7 o
; . I27 : — 261 .
. Iz -
g8 = 5 r‘__i()z.

PR '

Exemple 2.
C§ t2. Soit aT— 2 et b/ 1, de sorte que C == 64,
D-— 185 et F.== 286, done ' )




" & = - 202 P 4TH

gy -z == - 408 p =g —~— 726

vy — 5 =izt p == g = 249.

B I On aurag donc

; x — 202 p = 1371

, y= 2§ ¢g=2

 E a= | =

of _' ) §_ 13 Si I'on veut avoir des solutions en nombres entiers,

quelques solutions :

il est évidemt. qu'on n'a qu'a multiplier par 2 tous les six nom-
bres de chacun des deux exemples pi‘ecedens.

En voila encore

Mémoires de 1 Acad. T.VII.

-

PR 69 87 85
' 158 127. 131
159 325 314

619 377 404

ATT 277 446

569 881 640.
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