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‘I.N‘;EsTIGATlo QUADRILATERI |

1N QUO, SINGULORUM ANGULORUM SINUS DATAM INTER
I ~ . SE TENEANT R.ATIO\TEM* o

UBl ARTIFICIA PRORSUS SINGULARIA\ IN ANALYSI .
DIOPHANTEA 'OCCURRUNT. R

AUCTORE
L. EULERO. o

Tt

» .

Conventui exhibita die 1 Maii 1780,

§. 1. Sint p,,q, r,$, angali’ quadrllaten quaes:ttl, quo=
s eandem inter- se teneant ratmnem guam isti nu-
C d Jam qma summa horum quatuor

tum sinu

‘meryi dati: a, b,
angulorum aequatur quatuor rectls, 1nde statlm dedummus ,

¢

-1

;has tres aequationes: .
: -1. sin. (p+q) - siny (r—{—s):o,

II. sin. (p+r} —~ sin. (g +s) =0,
" UL sin (p~- ) + sin GFr=o0,
.qualum quidem quaehbet bmas reliquas in se complecti-
tur; interim tamen plmlmum 3L1vab11: omnes tres COI‘ISIdG-

-

—

rasse, cum inde solui.o multo smlpllcmr et elegantlor de-

rivari queat. _ : :
§. 2. Nunc i\stomm angulorum tam sinus quam cosi- -

nus sequenu modo demgnemus.

Mfmwrz: de ' Acad. T. I’. ' , B 5_10 .




' -

~

gin. p—ax; cos’p::;l/l -—aa,a:‘x::'A,

sin. c{__b:r, cos~q__1/1—-bbm:::]3

" sin. -T = G 33'- ¥

cos.r-—‘l/1—-—ccx'n_,_C','

sm.s_._dac cos.s =V 1—ddrx“—D;, .

-
L

et Jjam totum necotmm eo 1ed1t_, ut quantﬂ;as x rite. de-

termmetm.

y

Hinc 1g1tu1 erit - L e

sim. (p~4-¢) =
sine (r - 5) =

unde puma; ‘aequatio - statim induet hanc fmmam :

‘elimipari possent;

613 11’106’1’1:2[.

gua istud 1ncommodum pemtus ev1tdl}1tur, simulque SOlu- 4

, aB—‘—-bA—f—CD—{——dC_ﬂO'
Hmc qmdem secundum praecepta Algebrae fmmulae 1ad1-
cales A B, C, D quadmtd continuo sumendo, successive
verum hoc ‘modo- non solum -&4d ae-
quatmuem maxime comphcatarn pervemretur, | -sed -etlam
‘signa hamm formuIamm ‘tadicalium -hillo - -amplius moc‘to‘

' lnnotescexent, quo 1pso tota solutio nnms prodiret amb1gua

axB+be - :
cxD 1.dxC, - -

Quamoblem longe aham viam sum 1111tmus,

tio sat1s concmna et elegans cmetm, T

§ 3. Temac €rgo aequationes m-1t1o memoratae istis

denommatmmbus adhxbms

gequ&tlones ;

sequentes nobis’ suppeditabunt,

S o v e

N
e R et i ey AP
i s v

0

e L e T
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-

3

=)




L aB+bA+cD+dC=o0."
I bCcBtdA-+aD=0,
111 dB—f—bD—l—cA%——aC_ho,

Py undc jam facile mtelllgltur, rationes inter bmas 11te1&-=
juscularum definiri -posse , quod . commodissime fit )

it

b | rum ma
= . pet hanC'combinatione—m generalem :
x L Ao 1L w4 IL v == 0,
- §. 4. Ut ergo hinc litera D extupetur, fieri. debet.

s ;\;; ~+ pa yb — 0. At vero litera’ C elldetur, . sumendo
ad o b+ va==o., " Harum jam - duarum aequauonum si

posterior, per b multlphcata, a priore, in a ducta, aufferatur,

1 ut litera v extirpetur, prodibit ista: aequatlo :-
re | | A(ac——bd)—f—g\x(aa—bb)'—o, - |
e~ unde erit ;‘;:: ge—%.  Er quia Yhlc tantum ratio m'
m computun'l venit, sumamus A= agi— bb et m==>bd — ac,
fo quibus wvaloribus in altera postremarum aequatlonum sub- 3
ia': stitutis prodit v = bc —= ad. _
3, - §. 5, Suuogemus nunc lstos vaiores in: aequatmne- '
e . assumta I A+IL 4 III y:.:o,‘ et quoniam ambae li- -
' _ terae Cet D ex calcrilo expelluntur,- litera A ]am facto-
‘rem habebit ?xb+pa+yc, qui- 1ndult hanc: formam.. ‘
is — Vb (ea4-cc4-dd)—2acd.
At vero litera . B factorem habebit ha—}— ch—l— yd sive

nt.,

—

’ ',-—-a(bb—l—cc—kdd)-}-zbcd

-

1@ ¥




}Ilnc lgltur istam deducimus ratlonem ;o

A

B

76

a3-—a(bb-—[—cc—}—dd}+ebcd
B3 —b(aa-l—cc-{—dd)—{—zacd 4 .

atque ex hac forma facile concluditar . fore simili modo

A .
_ c
- A

1 Y

a3---a(bb—+—cc-+-dd._)+ sbed
c3——c(aa—|—bbr—]—-\dd)—]—2a_bd’
a3 —ag(bb—mco-d-dd)4-2bcd .
d3——-d(aa-—|—~bb-—}-cc)+nabc' "; i L

§. 6. ' His formulis inventis "Jndmus brev.‘ ‘gi‘.
| a}._—:ag.;a(bbf‘r;cdf}—--dd)T-le,.zbod,
=t -=b(aacc+ dd)+ 2acd, |

' j(_cg—c(aa+bb+dd)+ eabd,

6 __d’md(aa+bb+cc) -+ Qabc,

ita llt Slt

A B
—2. A '; ; ;mde 1ntelhg1mus no-

p: C'—W’ D

strorum angnlorum cosinus , “A; B; C, D eandem inter se

tenere 1at10nem quam habent lstl numeu oc, B, '}/, 3 qul

_ex numerls- datis a, b, ¢, d, facile fmmantur. Ex quo ma—

mfestum est, si ratlo cosinuum smgulomm angulomm Ps. q,

T, s, loco smuum esset praescnpta~ hac methodo etlam

non dlfﬁculter solutionem -invenirl posse. R

§ 7. Quonmm 1g1tur cosinus angulorum p1oport1ona- ‘

2

-

les sunt lltens a5 B, Vs 3, statnamus’ cos. p:oc_fy', cos.q=3 y,

COS.¥ ==y, COS.8=23y; smque totam negotlurn jam eo. .

‘est reductum, ut valores . bmamm llteralum 1ncogn1tarun1

& et ¥ 1nvestwar1 debeat, ad quod has duas formulas in
' subs1d1um vocasse suﬂicmt" SR Co

1
) t

[
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I ada;x_{—ot.ayy:l 1I. bbxac—[-ﬁﬁyy#l,

' B O 7

‘ in BB, subtrahatur, et obtmeblmus hanc aequatlonem
| (aabb—ﬁﬁaa)xx__ﬁﬁ——aa. .

_ plicata, dat (aabb-—pﬁaa) yy—_:bb—— 0 Q..

' per factores ita repraesentetur :
(b + Ba) (ab— o) yy = (b -+ @) (b— ),

et Jam, substitutis pro a et B valorlbus supra datis, erit

sive o ab-{—ﬁa—"g(ac—bd) (ad —bo).

Porro vero erit ctb—l—ﬁa -2 (ab—cd) (aa-—~bb)
" consequenter yy = 4(uc—bd)(bc—l—ud)(ab—cd_)

: | modo vidimus factorem membrl e]us Slnlstll esse
aobb— B(S ao==4 (bL ~au) gbc-——ad) (ac— bd) (ab— cd)
‘At vero pro . membro dextro BR—uaa habeblmus prlmo
: Bt-a= (b—}-—a)(bb-——gab—}—aa-—cc—}—ﬂcd dd) ...
=(b+a)[(b—a)* —(c—d)7] (b +a)(b—a+ c-d) (b-—a-c—!— r}r)

\

quarurn dafferentm (aa —bb) xx + (cm__ B8) yy.= = o,
.. - 10§ Pelducelet ad Trelationem “inter x et y: at vero po- .
us inde investigemus seorsim: tam. xm quam yy Prinio’

®.. . igitur ab aequatione posterlore, ducta in aa,’ prlol, ducta

Contra autem, prior per bb, posterior vero per aa lnultl-

6. 78, " Incipiamus ab hac postrema aequatlone, quae |

" abfa= god(aa—-bb) — 2ab(cc—+dd), *

§. 0. Pro altcra aeq"uatlone, qua rx determmatur,-

-




Ny

. <

Demde vero. erit o

B—a— (b—-a) (bb—]—oab—{—aa)-—cc——ocd dd)

= (b —a) [(b+a) —(e+ dp1=(b— - ) (b+-a-+6-+d) b+ a—c——d)

Qma nunc ‘produictum  horum factorum .membro s1mstro

P — (b—l-ac-l—c—-l-»—d)(b—}—u——c—-—d)(b—a—{—c-——d)(b-——a——c—;—d}
g {ad—¥e)(ac—Dbd)(ab—cd) .

hocque modo nostrum problema pr Wltus est solutum, eJus-

x
que solutio ita se habet :

: Problema. ‘

- Si in quadnlatero sinus angulorum - mter se teneanf ean-

dem’ rationem , ut numen datL a, b c, d, ipsos dn-

o

: aequatur, utrinque per. bb—aa dividendo obtinebimus

S‘olutlo.

- § 10._ Smt ps q, 7, 8, anguh quaesm, ponantuque
~ eorum. sinus et cosmuq o - '

. Y’
\ )

‘.ksm p—'ax- cos.‘p'_—'_r oy,
l‘sm,lq:ba:- cos. q__py,

sinnF=—cx; cos. Fre=yy, - -
. = 0¥, B S
prlmo pro sinibus invénimus esse . . . -

e — (a—l—b—!—c—l—d](a—-}-b—c——-—d)(a—l—c—b—dj(b-—}—c—m-—d)
4lab—cd) (ac—bd)(bc-—ad)

“ubi. smgqus factores ita otdinavimus, ut cum. .01d1ne hte-

sin. & :da:, .C08. §

Idrum conveman’r, sc1hcet s1 horum nume:orum max1mus

'_31’; 2 et minimus d, in- numeldto.l_e ‘tres priores factores

- gulos mvemre. '_ . . o

;

o

.
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manifesto sunt positivi; quare, quo‘etiam gquartus sit posi~
tivas, reguiritur ut quoque sit{b +¢) > -(—a—;— d): E-Simi'li-'--—modo ‘
in den ommatoxe birti factores priores:. mamfesto sunt- POSl—
11\71, unde gtiam necesse est ut "pIO. tertlo sit bc ma]usT
quam ad. L | u

§. 11, Pro cosinibus invenimus,-eodem literarum ors:
dine ohservato , esse’ .- oo - e

1

Yy = 4(abmcd‘)(ac—bd}Cbc—¢d)
Practerea vero invénimus

a'::ag———a(bb+cc—[-dd)+gbcd
ﬁzbf‘l——b(aq—[_—cc—fadd)—{ffwcd,
== —¢(aa—+bb-ddy+ 2abd,
Bmdgwd(aa—kbb—;— cc)+2rzbc.

Antequam autert has formulas ultenus perpendamtis, 11011«‘

L

- nolla ezempia eVOlvamus, n*mmmos a\, b, <, d, ita ‘asstr=
mendo, at & sit mammus et d mmmms, summa médmrum'
autem - b+c major quam a—{—d

N

Exemplum e

§. 19, Sit a=4. b= 3, c—3 et d‘“t, atqt}e ex hw
~ valoribus deducmms Lekeras oy ﬁ, ry, 3 ‘hoc modo: a==6;

. B = — 27; fy_a-—Q‘j, 9§ == Deinde wvero. prodlt'
' Y
] T = s ety == i—-—i?w/_' Sempe&f ehim dude solutiones

locum habent, quomam, 51 summa, quatuol angulouﬂm fueut -




é:'.—'—gg' B—*'——968 ry._..r—-—3515 3_524 ‘Porro~

|
4 . E;
. -80‘ - DU A
3600 sumina - complementomm eorundem etiam est 360°% 2
) Hmc ergo sinus et cosinus angulorum guaesitoram, ipsique - @ p
anguh, erunt ut. haec tabula " eos mdlcat | | . 5 o
oAV o ot °,'25’, o t .
™, ' . . By . . .
sin, g == 55 €OS, q::;:/—g;, g=132, 1, 50‘,:; .
. " ) 1/ — o . M o N . . ‘i '. )
sin, ¥ — %—’f , €OS: F= 21;,—35 , r—132, 71,5, - 4
Vi L *13 —_ o a0
) sin. § = gyy . COS. S =Fyy = 14,18,43,- )
' e 360, — =~ .

. E}Lemplum 2.‘
 §.‘ 13, Sit a=3, b,d;,‘c._..ti d"—l, éritquc-

12. ,'m' , . | -4 .
vero erit :t:__l/as o LY = —l—l/ el sive .
b S rT=0, 1230880 et y —!—-00018939 -

;'lsm p__9,9933055Angulusp__ 100°, g/, 17,
1lsin.q=29,9353135 . . 9= 120,30, '.,6‘,_""
- Lsin. r“9,8683668 i r::1_32 23, 39,
lsm.s.__9,090915/5 - " _s: > 4o 14,-'
| v 360,-' -

Exemplum 3.

§. 14. Slt a=15, b= 14, c=11, et d::6 erlt-
_‘que oa_[_.—-'?g, B-‘——624, '}/_-__——-1176 3__e+1584

‘ 2.46.6.4. —
Pono ﬁet aca:__m et ¥Y = mompEe SiVE

’ ’ I i i I _43.
_,',V "'""s 12.9.8 1728 et T — 7~
— .
i R \ .



L1 A

'smus prodierint rauonales.

81

éﬁiguh, ertmt © SIS S o
sin.p =g s/ 23; cos.p=—%; p= 02°, 23/, 16%,

) sin, q—= 3]/23 CO§;Q~”‘“-.—~%,%5-"q:'__111,.10, 6’
sin.r==14723; cos.r=<4#; r=132,53, 14,

~ sin.s == &Y 23; cos. &= %5;,7 s= 23,33, 94,

_ . 360 -~ =
Hoc exemplum ideo est notatn dlgnum, quod omnes co~

T

§ 15. Q_uo autem mdole,; htl]tIS solutloms clalms .
evadant reales; ub1 quldem assmnemus numeromm LL, b c,
d primum @ eésse ‘maximum, d Vero minimum: Lum vero, esse
b>c Ac pumo quidem constat ut valor plo vy inven-
tus prodeat positivas, quia. bihi factores ab—c¢ d et
ac—>bd mamfesto sunt nihilo majores, necesse esse, " ut
factor be — dd etiam fiat positivus , sive ut be > ads
-Praeterea vero, ut etlarn leOl ipsius xx ﬁat posmvu |
quomarn tres pnoms factores. per se sunt nihilo _majores,

- res eo redit ut ultimus factor b -~ c 7-,&—+ d quogue .

sit hihilo major, hoc est- (b= ¢).>(a-4-d); veram hae
duae condltlones ad solam posteuorem (b+ c) = (a~{—d) re-
vocantur. Quotlcs enim fuerit (b —+c) > (a+d) semper
quoque erit .be> ad sed non vice. versa. ..,A_d hqc_ osten~

Ml‘mozres de I'Acad. T, 7. - | S , 11.




C ) '«
vy _i ‘Hinc ergo erit sin.p = @y et cos.p =55

_ 'dendum ponamus a=b~+1t et ¢= d-s-u, et qula b+c>a+d
' eut ‘u>t, hinc, cum sit bc:::bd-{-bu, et ad— bd+dt

homm valornm p1101 mamfesto major est posteuore, quia
b > d et u > t,,ldeoque bu > dt et bc > ad.

.brevrcatls graua XX -—"%, ita ut sit \ -
T ?)_..(a+b+c+d)(a+b—-c—-d)(a+c~—-b d}(b+cma~cl) .
et 3= (abwcd) (ac—bd) (bc —ad), atque vidimus fore

unde “sequitur: fore 5——}——__—* 1, 1deoque % — a0 = ad,
| _qu,o observato sequens problema dlophantemn resolv1 po- )'

"'terlt cujus solutlo aha,s satis ardua foret.u -

- . <
i

Problema Dtophanteum..

\

Prop@su:w quatuor - TUmeris quadmtw aa, bb, cc, dd,
inpenire  duos numeros z e, v, ut z-—a av;
z ——bbv; z — ccv,' z — ddv ﬁant numeri
quadrati. X - o |
e " Sofutier - |
§._17. Ex ‘praecedentibus manifestuns est, hLllC p1o—
blémati sausfactum it , sumendo '
v_(a+b+c+d)(a+b c— d)(a—l—c-—«b d)(b—H: a-—«-d)

et z.__(ab ~ ¢ d) (e —bd) (bc-——- ad)

-
. §. 16. Loco fmctlon;ts PlO T X 1nventae scubamus




Lt
-'83
ae solutio non solniii ob smphcnatern summa attentione

- qus
sed etlam inprimis ideo, qued pex praGCepta.

"digna mdetm,

d 4 . ,
. i - 0S mdetelmmatae plerumque solutiones maxi- "

cognita Analyse
JJne intricatae 1cpeurentt~1r. Inteum tamen etiam ista: solutlo

at ipsa Analysi satis commode. segquenti-modo erui potest.
§. r8. Cum quatuor formulae p1aescr1ptae quadrata
effici debeant , etiam = earnm ploductum erit quadratum »

ex he

quod quo facilios referri queat , statnamus -
aa+bb+cc+dd::.P

RN L

tum vero
aabb—Faacc—{—aadd—}—bbcc+bbdd—1—scdd‘—Q
aabbcc—{—aabbdd—}—aaccdd—]—bbccdd =R,
denique abed =S, “hincque 1psum productum sequenu

modo expressum aepenmr : , -

z4——Pz3v—1—szvv—sz;v3—|—SSu4 s

o z3 — LPav 4 Svw,
cujus quadratum, a pmducto illo ablamm, ‘relmquet
Q — lPP) % == (R-—— P‘:‘) v, unde fis

o Q_——IPP ‘____ 4Q—PP
= ~— ®R—_Ps T 4(R—ES)°.

¢

t

denominatorem, -ac pro numeratore . repenemus.

__a4...,_.b4.__.c4__,d4' |

quod ut guadratum  reddatur , tatuamus ‘ejus radlcem -

-~ §. a0, Evolvamm seorsim ‘tam \nume:(atmem quam'"

| 4Q~PP=2 aabb-+ 9aacc+0aadd+2bboc+06bdd+ ccdd'

i




) "éuae éxpressio. fac1le in -sequentes factores resolv1tu1 :
C4Q— PP ==(a-+b-+c-+d)(a+b—c— d) (a+c_—b~—d) (b+ c~—a-d)
'Simili modo pro denominatore’ fiet: — .

R-——PS-—aabbcc-—}-aabbdd+aaccdd+bbccdd
. ‘ a3b303ds——a3'b"”d3c.—-agc3d3b-—-b3c3d3 "

1 .

quod resolvnm in hos..factores: ..

R PS=(ab—cd) (ac—bd) (bo_- ad), °

-

qm ergo valores cum solutione 'plaecede‘nte eglegle conve-'
munt Velum hinc plus non seqmtur, nisi quod produc-‘
tam quatuor formularum ploposn:arum sit quadratum, smque.

A ‘adhuc dubitm superesse potest, num etiam. smgulae for—r-

-~

~thulae fhant quadlata. .
| §- 20.
suppedrcat, conditiones investigandi, sub qmbus valor pro

¥y inventus. fiat quadratum, quambbrem adhuc 1stud pro-

' blema adjungamus. _
R ~ Problema . prhanteum.

Qu.atuor numeros a, b,.c,d, quorum ‘a sit, maximus 6t d
tum vero b=+ c>a—d, ita determinare,

-~ . mu_nmus
ut tres istae formulae 1°) ab— cd; 2° ac— bd
) '30) bc -Tﬁad’g evadant numeri quadrat't - D
Solu tio. . _

§ 21, Pro adimplendis binis pllouhus condltlonlbus 4
ponamus ab——-—»cd"-:ra; et ac—~bd Yy, hmcque fiet

- Tl e
;..;:ﬁ!ﬁ-.a'p? ke P

Tertium exemplum ante allatum cccasmnem'




| arr dyy=

SR AN
b(aa——dol) tum Veio ayy—}—dm:_c(am dd),

aacac—!—dyy ayy—-dat-
dnde deducimus b = Zo——g5s da—ad - - His va-.

¢ substitutis tertia conditio postulat ut sit

(axx—~+dyy) (ayy—-dxz)
L T Ga—day o “d--——El

id quod non adeo est facile.
§. 22. Quo hulc conditioni satlsfaclamus, tractcmus

primo- castm quo x—=y, et facta multlphcatmne per
(za — dd)* ista formula’ quadratum reddi debebit :

(a4~ dy x*—ad (aa s dd) .
quae per (o -+ d) divisa dat x* - ad (a — ')"‘ = , haec-
_+d, sic en1m pLodn:

et c——‘"'-

Joribus

que condltlo admlplebltur si statuamus x=
at 44 o*d + 6aadd -+~ 4ad? 4 d*— 16ad (a ——d)
quod penitus evolutum praebet. hanc formulam sponre |

quadratam : : L, _
—~12a3d+38aadd-—12ad3—|—d4-—~ R
cujus radix est.aa — 6ad 4 d d. -

§- 23. .Cum autem "hoc casu fieret b—1¢; wut etiam.

e -
alios casus hinc eruamus, statuamus x—“+ +'” et y—fifi—-—'—” .

‘hincque reperletur ) | o .

. xm__:(a—?—d)ﬁ_}_n(a—i—d)-v—l—vw, S _7

) J,y:(ﬂ—}-d)ﬂ.__ ziq—l—:‘-d')'v—}—'v’us _ ,‘ "..
eritque primo ' : oL
amx__l__dyy__—_(a+d)3—%—z'qa(aa.———-dd)—}-(d_‘[—d)@:u’

ayy S dxr=— (_“+d33 -2?(M:dd)+(a+d)w




i

| A 2

> guamobrem habeblmu‘s

L
. f)"‘- (d—l—-d)"-—t(z(am-)w)v»}—mu R ‘ ‘ "\ C 5
T T Tae—a T . .
’ ) . ) . - . —_ . - - ‘ i .
§. 24. Nunc productgm be sequentl modo commode . § (_
'exprimefur T . : : o - ‘ <
bVC- —_ (a--—l—d')‘f- -—1— 2(:1—{——:1)5‘1“:—-!—114——4(&-——&)2@@ T 7 . o .
A — ( v - (-' zsﬁ(csa——dzfd) o . . -3
: e ﬁ—l—d — of{nd—b6ad—+ LT v .
sive bi:__ = L

Hinc 1g1tur erit . : ‘
be—ad=— (d+d)4“‘“"’f(““'f—‘fﬁl‘;—(i;af—)*t;;:;’—w—zsadm__;d)z
unde quadlatum fieri debet haec. fon;nula B
(@0 —6dd 4 ddy — 2 (@e—6ad+ddjvv+r=0 @
quod uthue evenit; e]us enim radix est ao— 6ad—+dd-vv. - :'
D1ﬂ1011]_1mum autem foret solutionem mdagale nisi jam g |

sponte -pateret fm:rnam hanc esse quadlatum , cum desint

potestates 1mpales. . : L o L 4

§. 25.~ Hinc e1go patet 11teram v, in calculum in-
‘,'Lroductam, penitus a1b1t110 (ROSLIO 1elmqm unde - llceblt‘
conditiones praescnptas penitus adlmplere P11m0 -sc11llcet=

)+ =
cum §it b+ ¢ = (—H, quae quantltas superale debet ‘

a—+d, sequitur fore v >1’ a2—-0 ad—3dd, quae. COIldlth
--,pnmo est. obsewanda Praeterea vero, quia esse debei,
o> b hinc ‘deducimus hanc determmatlonem S

4a.(q——~cl) (a+d) +2(a——-d)v+vv :

il




" —87-

— 2 d)'> (a -e—-lcf —+ vy, coﬁseqﬁénte-'r'--:- -
v<eva@—2d — (@—d), -

’ siv‘l: 4 (a.

:. /‘s'iréqﬁe habemus duos limites, intra quos walox 1p31us » ac-.
o cipi debet; uode patet, ante omnia‘rquj'ri, ut sit a>2d,
= _:']., | quia alioquin conditior;itgﬂ's 'praesbript;is : sa.tisﬁerir.l}on lice-
~  ret. . Operae igitur pret‘imﬁ ‘erit hanc- solationem aliquot
| exe;l.nplfis-‘ illustrare. S, | o
. Exempl am - 1. |
§. -26. Sit a—3d, et-limites; intra quos 2 Sle_s_istere,
. debet, ernt v>0 €t V< 2_d]/3—-§ d%, sive v < 1,464. d.
] { ‘Sumto igitur v intra hos limites erit'b:ls'dd’*";jq’._'—mj et
_ c:‘ﬁdd—":;”_'_w. Casusau!mrfl simplicissimns eruitur su-
x mendo v-::rd‘,, quo" pacto fiet b:::%d et 'c=¥ d, sive
¢ posito d = 8 quatuor numeri qqaesiti erunt: -, o
‘ a=—o4; b==21; c=13; d=38. - o
' . Sumatur v=1ZXd, 'Sivc d=g2 et v— 1, "i_d'edque. P —__-—6,
- " eritque b =1 et'¢c =4, unde per 16 multiplicando qua-
t tuof numeri quaésiti erunt | R o -
L a=096; b—=13; c—=517; d = 33.
v S __Ex.e_mp-luim_ 24 | '
) , S §. 27. Sumamus @ = % a, si’ve;, ut fractienes tq}—
' - lantur, sumatur d—=2 et a==5, atque limites pro- » erunt
5 . .

VU > — s ~quod spoht_e ‘evenit, et. v< 2V 5 — 3 < 1;472

. . . )
. ' .
’ . . . - .




88
49—1-61;-1——1;1:

‘tum vero erit b= et c = 497"61'2"’_””. Hic.. |
_ergo iterum sumere” ‘licet v = 1, unde fit b=% et c-—f E, X
et per 3 ‘multiplicando quatum numert quaesm eiunt'_f” 1
o=15, b= 14, c=11, d—=256, quod est ipsum. tertinm.
‘exemplum supra allatum. Sumto autem =3 fiet =2y M

Cete= thque a::zz}o b=—200; c::185 d=—= 96."-

o
48-7

Ex emplum 3.

§. 28. Sit G/_,_ll. et d::l, erit b——"ﬁﬂgjﬁiﬁ’ et

0#5—_3'”—4—_—?3 At vero limites pro v erunt v >1/5 > 2,236 ¢t

¥ <41/2——3 <2 .~,656 Sumatur ergo v = 2,5 = =3, eutque '
b= L_B_F et ¢ =— 6;, 1deoque quatuor numeu quae51t1 erunt -
a‘*lgg b::185 c.::65,._d_g_.;_48. N

Alld Solntlo'

axx+yy .
§ 29. - Sumatur d=1, ut sit b= e

a- ' o :
N

B 7. Nunc pro initio ponamus T==2 v, fietque b=

Laa—— 1

A

. o == T Hine formula bc-a, quae quadratum esse -

. .ag—1 - /5

debet , induet hanc foxmam. . T e i .
(4aa+17a—|—4)y4-———a(aa—1)=:—_g . |

Quia autem hic g in posteriore membro ad quintam pote-'

. statem assurgit , statuamus y == (a+ 1)3, ut folmula per
(¢ + 1)* dividi queat, ac reperietur

(a,—}: ) (4aa~1- 17a+4)z'f—-a(a-—1)




W

~r

| gu.mto 7=

g% e

T

qualis‘ forma - sit' ‘proditura .

5 30, Videamus nuic
r — 1, ac repenemus hane $ol
4a4+24a3+44m+24a+4 —n,

4 divisa fit at -6 &* + 11aa+6a+1\

ubi praeter omuem e*{pectﬂﬂonem evemt ut lsta fmmula

revera Sit. quadlatum, qmppe cujus radix est aa+3a+ 1.
sit y==a-+ 1" in sequentem

quae per

Quare cum pio. hoc casu

o

usum notetm esse.; - ' - )
(a4 1) (4aa+ 17a+4) -———cr(aa—-— 1)__*[3
ejusque - radix = g (@~ 1)(@a -+ 3a+ 1. -

. . .
L —

§. 31. Ut * hinc solutlonem magls generalem eru-
1 —vp e x==2 (a—}—l)—-—-v,

amus , statuamus ¥y = & -+
titutione plodlturam

facile enim est praevidere, facta subs

€sse formulam , qua1t1 gtadus s _cujus tam prlmus -termmus

quam uhglmus fient quadratum, quae COI]dltIO ‘in analysi’

dlophantea maximi est, momenti.-

ac:n_.4(a+ 1) —4(a-+ 1)v+vv -

et_yy—"-" (o -+ ) ——Q(a—]—l)v—!-—vv, |

fiet’ a:ca:—;—yy (4a+1)fa+1) {40+ 2) (a+1)v+{a+1)vv, ‘
ayy+a:x__(a+ 4)(aF 1)2~—(2a+4) (a+1)v+(a»{—1)vv,"

-quarum formarum productum, dempto membrd) a (aa— 1)% -

. debet’ reddi -quadratum. - At vero 111ud productum repe- |

ntur, ut, sequltur e e e
IR ) e

M:‘mazres de PAcad. T. V-\ ) '

Cum 1g1tur hmc sn;: .




e o 90 - " PR Lo
4o+ ) (it-—t- 4) (a:‘—l— 1 — 12 (ed~+ 3o+ 1-)Ef(cc—4-a-1 5p ‘
: -F~(L ca g+ 30 ¢—+13) (cr—;—l)zvv 6(a+l)3awﬁ+(a+1)zw 3

a quo jam subuahl debet membmm ‘posterius cr(acr_-l) _
quod a pllmo membro subIatL{m,, 1eImqmt, ut: S’le’d’ VIdl-v . T
mus, quamy:atem absolutanba (aa - 8d - 1)? (a + ) 4
qnamobzem tota. formula per (a; 4 1) divisa évadet - | ‘?"e
4(“‘1"["3“'4‘1)—19(aw+°aﬁ+1)(a+1)yv‘f id
cc

~+(13aa +-30a - 13) v —6 (a4 )v"—]—aﬂ “'_*'ff e R

i quarn foxmulam quadlatum* reddi oportet.’ - - . o
. §. 32.. Hanc autem formulans. accuratlus pelpendenu

. mirabili profecto casu’ patebit ,, eam Jam 1e‘vr—:1a gsse qua-»
_dlatth, qmppe cujus radlxz deplehenditm esse P
(cm -;—Sa—F— 1)~—- 3 (a+ 1)v+vv* e

qﬁﬁmObrelrr » cumr haec formula jam:’ sponte: sua plochent; .

g qna'd‘rat'um qUEII‘I’tltaS’ v nulla cfete;ml.na.tlone* indiget, sed -
| penitus albl‘mo nostro 1e11nqu1tm. "Hinc ergo sumtis binis
- Hteris @ et v ]gm: lubltu,, literae b et ¢ inde 1t@ deﬁ-»

muntur ut it : ‘ . R
.o 5 . C4u+II (G+=) — (40!"-5-2) v -!—fvfu‘

(a—w (a1 — (20 4 or ok o

g ==y . E

th pactcr fmmula. bc — a , ut- v1d1mus - \sponte f £ qua-r'-

9?

H II

E\

'éﬁatum S ) : c
§. 33. A‘Nihill aIiucT igitar -superési* ” nist ut ‘rﬁl{qtiié;
- conditionibus: praescriptis satisfiat, quibus postulatiirsz’ 1°} HE

. -

. : . ' et R SR e 7 ol
= . . . N . . o St

; ) L . v
. ' . - -




53t 7 b+c>f£t-+l; 20) ut sit. ’b<;a* 30) aut sit £<a.

\

Pyima. autem; conditio Pmebet e P
ey 5(a+‘=)'~——6(a+1)1ﬁ—~5—ﬂvzz>ua-—-1
quac trapsmuotatur in hanc: .o T 5
9fe—+1 )-——1°(a—r—1)v—1—4vv>aa——-2a- 3,
sen- extiacta radice 2v -3 (d 4 1) > ¥ (a4 1) ) (6 — 3)

?f¢+11+1ffaﬂ-—-!_r}(a 3)
ideoque » > - :, 'unde gemini Inmtes

g{a—i—-zj e 1"{&—;—1)(&-—-—3,_ '

ur

concluduntur 1°) D> 3
; ‘ 3(4+!)—’V’(ﬂ4—1)(ﬂ~—"3)
Y ) T QO) v < ) 2 ) ‘
Soli e1go v aloles lnma hos 11m1tes content1 excludumm.

by

§- 34. Secunda conditio, qua b < a, plaebet ‘ o
(4o +1) (a + 1)~—(4a-1— 2)7)—}—:)1: <. aa-—a,

3 r
quae £1ansformatm in hamc: S BN
| - (ea—t 1) —Q(2a+l)v—{—vv<aa——ga, N
& hinc radice extracta. fiet v < 241 +V m’ ande
. R iterrm duo ‘llrmtes stabllmntur, scﬂlceis v< 2a—|—1+ aa:Q_; \

et' v > ) a+ 1— 'l/ aa— 2g; unde sequltur valores 1;p-
sits p 1nt1a hos hmltes ac01p1 debexe. AR o

!

-§ 35. Teltta conditio *postulat it s1t f < a, unde

'pxodlt (a -}-4) (@~ 1) =(2a~4) v-}—vv<aa—a, swe
‘(a+°)2--2(a—]—2)v+vv<aa~—oa, Idec)que _
v<w+2+Vaa:E et’ v>a+ -»—J/aa--—:z

. ey ' 12*




- § 36 Quodsi hos lnmtes inter se compalemus st~
tim patet , ‘eos achmpleu non posse, si capmtur a< g5
deinde vero:si a=-2, hmn:es i nullum mtervallum mter_
se 1ehnquunt ; ex quo 1nte111g1tur s solutlonem Tocum ha- L
bele non posse, nlsl Slt y> 2, Quonlam lgltur 2{1—-{— 1.
- ‘semper ‘majus erit quam a - 2, persplcuum est, dummedo

fueut p<at-2 + 1’4 aa-— 2a, tum quoqne- fore-.

'v<2a+1+1/aa—-2cz, . | Xy

- . e
‘unde iste limes est superﬂuus. Demde ’ dummode fuerlt , ;
'v> na—i—l—l/aa—-ga multo magis erit ,
v>a+2—1/aa-—-2a_, T LA
quamoblem duo tantum limite§ nobis 1elmquuntm, scﬂ . |
'uj>2a+1--l/aa———2a, . 3
'v<a+2+l/aa—~0a,‘. 2

“qui duo limites,, quia nunquam in unum coalescere possunt "

- semper ahquod intervallum. inter se, rellnquunt, Intra. quod
valor IPSIUS v cadere debet Pmetelea Vero necesse est'_
ut v extra bmos llmltes supla inventos cadat qu1 ela‘nt
v>3(a J)+1/E::+r)(a 3) et v<3(ﬂ—l—1)——1/£a+1)(a—*3) ‘
. quas conditiones aliquot exemphs 111ustlemus. o
Exemplum 1.

§ 37. Existente d = i sumatur ¢== 3 eritque

B T4V vy 28 —1
b__f___..._:_:.’-__ et c__.’i__%_‘r_"*’,,_ﬁ_

- )




" Nancivero v ‘Cadﬁ‘le debot intra hos 11m1tes o1~V 3<3+1/ 3, | .

£ 5 :
"n .,siv'e' 2.5 268, et ¥ < 0, 739. - Pldﬁ‘tﬁlﬁd' 'VB!’O esse’ debet-;

2 ; vel v>6 vel 'v< 6 _ q_mbus ergo’ satlsﬁt, dum ne sﬁ:--' e
- 8 p— 6., Sumamps ergo: v == 5I =%, fletque b =% -..e,t\
o= Multlpllcmdo per. 8. -quatnox nostr1 numeri erunt-
4= 24 pb—o1;.c—=13; d= 8, quem casam jam supra

invenimus ,-etlam51 haec methodus leGlSlSSll‘na sit a prae— S
=% B oet

cedente solutione. Sumamus etiam v —t Terit b= 7
“c =%, hincque ‘@ ==247 b=13; ¢ = 21; d—' 8_,..‘q_ul ca<

4 . . .
o . ’

sus plaecedenn prorsus est smnhs, hoc solo d,1scr1-m1n_e,

¥

quod literae b et ¢C sint pelmutatae. S o N
E x emplum 2. T

~§. 38. Sumatur ¢ = _’ R erltqne/l:v___.7‘7;'"”‘*‘;"1’.“’“"J 6t

62 H407 tum ‘vero limites,’ intra, quosr valor lite- =~ .

—i—v
22 sive -

v

’ =
" rae v cadere dcbet erunt V> 6%—1]/5 et v <

v > 4,882 ot v < 5 618 limites Vero, extra quos hi¢’ va-

lor- cadere dgabet, sunt 1mag1nar11 s qul ergo nnllos plane'
valmes evzcludunt Sumamus 1g1tur '.') — 5. er]tque S 3- |
o et c*—IéI, unde nanciscimur hos valores. a—15, b-—*14j" . E
c:.: 11, d — 6, qm est iterum casus ]am ante 1nventus. " -
Exemplum 3. R

. §. 39._Sit a=4, ‘et prodibit; b*—.”“—“;’"*""” et

c*‘—‘i‘-‘—:‘—zf—'*:ﬂ leltes, igtrd quos v sumi - debet, hoc. -
casu sunt 9 —]/f8 et 6 +]/8, ,swex m demmahbus 6 1 o




: hlm vero avalores ipsius’ ¢ istam-:

o4

&t 8§, 83" cadere autem 2 debet extra limites 6,382 . st .
| 8 ,618. Unde’ intelligitnr vaforem ipsing 2 vel intra hos_

Blmltﬁs 6, 17 et 0,38, wel éxtra hos: 8,62 et 3,33 ca=

.. dere debere, Sumamus pro puonbus ;v—*-ﬁl’—""”a At ‘311,

f}:‘%‘ et = %, unde quatnor mlmerl ertint o= 192

b=185; ¢2 653 d__4‘8 qui .casus iternm {,onvenm, ».cum |

’.Li].tllil() ;exempll teltu supeilons soiutlonls,

! .

§ 40 Pro_ptel ﬁgleglum consensum mtel 4e*{empia;

quae ex utraque solui;;lone sunt deducta, summo gm,e ‘suspis

gamur, ambas solutiones prmsus inter . se conwenire ; unde
operae pletmm erlt ;stam convemenuam ;accmatms Pel-

scwt‘?u. Cuin jgltur puma solut’,m dedlsset

_"(a~1—«)2—‘—a(a+:)v—s—w' {aa—rﬁﬂ—z(a—-:av—m S
b - 4(““‘“3 ‘ ﬁt {C—_- R 4(a—-—1) :

in posterlore Yoco. v scribamus u, relat;onem ;mtel v et

I ex] 101ernus eritque ex secunda ﬁolutlone
9

b — (4a+i)(a+:)r——a(2{+1)u+uu ‘et C_(a+4)(a+zj—z[a+2)u+uu :
— T 7 ;ﬂ-—'—'l ; — . oa—t

Jam bini wllores 3ps1us b mter se aequata dant hanc ae-
guatiopem: . L ’ , ‘
(a+1) +Q(a_-—1)v+vp__4(4a,+;1)(a,.ﬁa) 8(2a+ 1)u—;—4uu,
(a-H) —2(a~1) v+vv—4(a+4)(a+1) 8(a+2)u+4uu. ..
Harum vero altera ab altéra subtracta pracbet . -,




A . . ]

.95:
10;((&(!—-—- Py 8u (u— 1)__«47; (@ = 1) =0,
ex qmr ﬂBCﬁUdt]OHe Seqmtm v=13 (a 4 1) U

§ 41 SUb‘S‘tItU&IHUS ln pr101.rbus valoribug pro b et

¢ inventis istum valorem Ioco v, et CaIcul@ peracte repe-
(4m+r)(ﬂ—|—r)—-vi(m-i—1)u—]—uw
4

yimns b = pap—
: 'C (cﬂ—|—4_) (rr—l—rx) — g (e )‘u—|—uu:
— C g —F &

quae cum pexfecte congmanﬁ cum formulis superloubus‘,
certunt est«po-Sl.euorlem:. solutionem - a priore prorsus 1o
discrepare , etlam51 per - opezatlones prorsus leGlS&S’ st
eruta. Nihile vero minus utraque aunalysis summa atten=~
tione digna est censenda ; idque; eo mdgls,« quod per prae~
cepta solita in arte Dicphautea vix ulfam solutionem eli-
cere llceat, qua simrul cond‘ltlombus praescuptls ” sclIlce{f.
ut fiat tam b ¢ > a - d quarrt-_b<.a: et ¢< a, satisfieri

!
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