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lnteglalls Maximum;. Mmlmumve mvolvens duas tantum"

: Qomplectltm quaﬁtltates Vallablles, quas: inter: eam: ‘relatio--

/57‘10

DE LINEIS CURVIS. NON' IN. EODEM PLANO} SITIS,,

QUAE MAXIMI VEL, MINIML PROPRIETATE SUNT
PRAEDYPAD

A;U_C TOR E:

L: EULERO. .

' ‘C‘c'i_nrvkcnltui' e.xhib._ die 8 Martii: 177Q:.

l‘

Quae hac’renus de: lineis: CulVIS MammL Mlnlmlve\
plopuetate quapiam, gaudentlbus sunt: tradita: tantum: ad!
ejusmodi; lmeas curvas; spectant,, quae. in: ‘eodem planos de-

scribi, possunt,, ‘cujus; ratip: in. eo. est; posita,, quod: formula:

nem, investigarl. oportet, qua; valor; istius; formulae~ mawn-!
mus{; vel minimus; evadat,, C qpae:. sicad® lineas:, curvas: trans--
ferantur;, eae: ita; comparatae: esse: debent,, nt: earum: natura:
per: aequationem; inter: dtia's' cobrdihatas: | expriinatur 5, unde’
ev1dens est,, hanc conditibnem; non: nisi. in: 11neas, supexr:
'eodem planOs déscriptas; competere posse.. _

2. Sin; autem: formula; 1ntegrahs ues vauablles, ve-.
lutl x,,y-et. % ihvolvat,, quonlam\ ea; detelmlnatum valo-.

Iem; 16‘01]_3816 nequnz 25 1‘1181 bmae pex. teltlam determmentur,,
AN

IS
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> ita ut tam: )y quam %z tanquam fmnctiones ipSiL'IS- x sing 7
spectandae, ad Maximum Minimumve deﬂmendum necesse
est ut tam lntel x et ¥y, quam inter x et Z, . Convemens
relatio -exploretm ; unde si illae tres varlablles :Jc, y‘ et ‘%
‘tanquam coordinatae spectenuu, clrva: inde omnr non 111"_

- eodem plano sita, -cujus determinatio: uthue bmas aequa-
tiones postulat, quamm altera 1elat10nem mtel x ety al-
tera vero inter x et % exprimat.

- 3. Quae quo clajius ob oculos ponantm » conc1p1a- ,
e mus ternos axos.inter se nmmales DA, OB et OC quo- T_ab. 1.
‘l.dz rum binl pnmes in planum tabnlae 1r101dant tertlus -VClO'Flg'-L
e QC el normallter insistat. Quodsi ]am % fuerit punctum

la"'_ quodcunque curvae quaesu:ae, €ejus locum per telnas coor-'

T dinatas - illis ax1bus parallelas a991gnare solemus, quae sint

o= ﬁ' OX = 1%, XY —y et YZ == %. Quaw ad ‘hune, locum

= , cognoscendum pro qualibet absmssa 00X = X%, necesse est

s~ . "%. . pt tam applicata XY=y quam altera YZ”—Z exhiberi © *

queant , ‘ad quod ergo duplici relatlone opus est, Sive .
duae aequauones ad hoc reguiruntur , €x- guibus - Jtam ¥
e & quam % per tertiam x definiri queat ; ubi. per s perspl-
cuum est, aequatione inter x et y -naturam \prOJectloms
curvae quaegitae in plano AOB .factam exprimi, , altera |
vero aequatione, inter & et 7, ducta’ recta XV, parallela'

et acquali 1ps1 YZ plOJectlonem ejusdem curvae 1n plano‘ :
a . o -‘ . ) 3* ."
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A OC factam exhiberi. ~ Simili modo-, si iride aequatitcy

ifter ¥ et % eliciatur . ea natura "projecti.onis in- ‘planum
BOC facta determinabitur. Sufficit. autem. ad curvam de-
terminandam. duas tantum projectiones. pl'iOr.es:nosse, quans-
doquidem- his tertia projectio jam determinatur. | |

4. Quodm jam ejusmodi curva des1deletuar, in quas
.ﬁormula integralis. -ff Ve maximum minimumve- obi:meat

valorem, ubi V.sit functio. quaecungue- non “solum 1psa1um'

trivm variabilinm' o, yet m, sed: etiam earum. dliferentlaha? )

cujuscunque- ordinis. mvolvat, ac fortasse etiam novas for-
mulas 1ntegrales complec‘tatul ad hoc' expediendum duae:
aequationes sunt neo‘essa_uae,,r ex quibus: tam. valorem ipsius
| ¥ quam ipsius. z; per'm' definire liceat; quod si pra'eétari?
poterit= simul ambae pIOJectlones curvae qua.esﬂ;aa modo»
memmatae innotescent:.

5. Quo. 1g1tu1 in hoc negouo 81111111 modor Versemur;,“_' h
‘quo- olim: stm. uwsus; c11Ca formulas duas tantum Vanablles .
- complectentes; statuamus prlrno pro varlablll Vs e]usque diffe~
‘rentialibus,, oy = paac op==qox, Bq*—*i ox - elc: Siml,-
‘ligue- modo: pro. differentialibus ipsius: Pponamus- az—p 0m, B

Bp =q'0x; 8¢ ==r’dx-efc., at vero a formulis: integra~
" libus-,, quae: forte- insuper in qua.ntu:ate V. inesse- possent,
mentemt abstlahamus, 1ta ‘ut. ]am quantltas V spectari Pos--
sits, tanquam functlo ommum halum quantitatim: x, y, :a,i
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": ete. unde, dlfferentla,tlone mme sohto.

nstittta. , habebltm talls founa :

oV = Mox 4N oy +Pop -+ Qaq + Rar etc.,

| - Noz -+ Pop’ + Qg —|—~R’ar EtG..

" Hac- forma m genere constituta tottun negouunL‘

hue l'EdlL ut inde b-nae aequatlones 611c1antm, ex literis .
M, N, N, P, P, Q. o etc. formandae, ex qmbus dem?
ceps natura curvae quaesxtae per bmas projectiones memo-
ratas definiri queat. Hic autem: ante cmnia meminisse opor-
tet, casibus, qmbus tertia Vallablhs % TIOISUS.. deest quos -
olim uberrime sum prosecutus ,, naLmdm curvalum satlsfa-n-

cientiumr sempel ac aequatlone e{pnml 2

. . | T80 o ww . .
N_f, -”l“a,«cz.’—"aﬁetc"'“o

Unde mamfestum est, ST Vﬂllablils ¥ abesset, et formula
1nte°‘1ahs f Vax tantum. vauablles x et %, 1r1volvelet ae=

quaLlonem pro curva quaesma futmam €85e.:.
3P, TPAQL . IR Lo
N. — i 2o : :
) o= ' ox® . - Qa3 ox. -

2.  Quoniam autem praesentl casu ,duplex: relatm est:

1nvest1ganaa, quarum alte:ra: 111ter :)c et _y‘, alteran vero: intexr:
x et % subsistat,- tota quaestlo ad.- casum praecedentem
revocari poterit. Primo enim: alteram curvae quaesnae pro+
jectionem .inter x.-€t % tanquam datam spectale llceb1t

quam jam revera: e]us natura esset cognita, ita ut ‘tantum:
altera relatio. lntﬁr x. et. y sit mveatlganda 2 1d quod Jama

.
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]
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per ‘methodum ordmanam fac11e expediri potent. Com -
enim nunc % tanquam’ celta functio 1psms X pectarl pos-‘
sit, etiam, quantltates inde- dellvatae tanquam Lales functios
" mes spectari poterunt, unde in valore dlffelentlah pro oV,
- N3z4-R9p +Q’aq —]—R’ar etc.

]am 1n membro .Mdax contineri erunt censendi 3 .quate cum -

assumto omupes hi’ telmml - S .

Littera lVI in aeq‘uatlonem ‘finalem non ingrediatur, aequa-.
tio 1nte1 x et _y hac exprimetur aequatione : | '
- o 32 3R :
N — 3 s+ — e = o

axz.

8. Quodsi ]am s1m111 modo Valorem ipsius ¥, quasr.
jam esset Cognltus P Contemplemur 1ta_ ut tam’ y guam
- p, g, ¥ tanquam’ functlones cogmtae 1psms x spectari
queant, hi termini: Nay—]——Pap—i—Qaq—l—Bar, ad" for-
mam’ M9z accedere erunt censendl, sicque aequatlo 1nter,
z et X per- hanc aeciuatlonem definietur : '

N’.,L—_ L 992 — 33:3‘ — o. .

o %2

9. “Ex his con]unct1s manifesto seqmtul s Si neutla
-.halum aequatlonum tanquam cognlta spectarl queat sed
'11t1aque definiri debeat quasesito satisfieri his binis aequa- -

tionibus con]ungendls : .
T aP 339 SR,
L N 24522 =0,

1l

dx? ~gx3
7 .00 93RS
I N — T FE— 5w = 0,
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haecque solutm adeo patet ad quotcunque gxadus diffe-

sn forimtila V' contenta; ascendant.’,
10. Cum autem solutiones talium ploblematum al-

tiora differentialia implicantiom, plerumgue nimis evadant

difficiles atque adeo plerumque plané intractabiles , hic
qLubus differentialia in formula

tantum casus’ 51mp11c1ores
V. non: ultra. pumum gradun ascendant attentius sumas
G‘ontemplaturl'

eyunt. petendae =

| A Nax——*aP’ et 1L N’Ba:::BP

R 1. Quamquam autem hae'- duae’ aequatlones totam'

negotmm conﬁcere~ sunt: censendae ; 5 tamen: plelumque plu-

rimum: -expediet: iis: adhuc: tertiam; quandam: aequatlonem,q'

.quae: quldem in. iis. jam: contmedtur ,» adjungere,. quippe

quae: calculo: sublevando plurlmmn= inserviet.. Qnoniam enim:

quae ergo ex. hls duabus aequatlonlbus'-

posuimus: dy — pa:c et Bz_p’ax,. eX:: illis: duabus ae—

L

latlombusj ehclmus . ‘
1o Noy __paP et 29 N’Bz __,p/aP"
qui Valores in' formula: différentiali: generall s
AV = Max+Nay+N’az-—\—Pap+P’ap,,

substituti, producent: hanc: founam

oV = Mam—]—paP—l—Pap-l—p BP"—\—-'P"'BP’;,\si.ve‘.

V=Max+a(p P p P

Hmc ergo, .si: brevitatis: gratia- ponamusj V—-P p—-P” p:.__S,a -‘

sﬁ!é‘;i'i"‘



-

orietwr ista aequatio: Maa,_._.BS quae ergo TUm bll‘l‘lS prae--
cedentibus Nz =P et N’ 9x — 3P’ commode conjungi.
| poterlt Intexim tamen probe esL obser'vandum, ‘quamlibet

harum trium aequatlonum ]am in’ binis religuis "esse conten-

tam, ldeoque omitti posse, nisi insignem usum in calculo"'

’evolvendo saeplssune praestalet. His notatis 1stud argu-

menﬁmm pl@lsus novum, allquot exemplis 1lltlsL1emus, '

P ¥ 0 b Lem a L.
Investzga‘re Zmeam curvam terms coordmatw x; y et %
contentam, in qua haec formula mtegrau,s, f —»"—3—5 ma-

 ximum ‘minimumve obtineat valorew.

SBolutio.

12._ ‘Cum igitur it ay__parr et BZ'-"'p’a'c, cu;us'

1000 commodltatls gmtla scrlbamus Bz.__ qax, quandoqm—
" dem haec littera' g in pr:uno significatw hic non amplms

occuurit, formula mnostra integralis. erlt [pqxow, ita at sit
'V = pgx, hincque . differentiando E)V = pgox -+ pxap ~+ pa,aq,

unde facta .collationé habebimus M—pgq; N=o0; N=—o0;

= qx; €t P—= px , hincque fiet S=— pgx ;‘ ‘quamobrem‘

&;1es nostrae aequationes erunt: .
-10, pgie —-—0.pgx; 2% 0=0. q:r et 3°, o=?. pr.

| 13.. Ex binis posterioribus aequatlombus fit’ qoc_ﬂ &
" et px=—0b, nnde tota quaestio -jam sponte .resolvitur, Cum

enim

omni

B /e

pox
tegre
sit )
N

proj
_juva

arbil
stul:
diffe
ut 1t

rias
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enim inde sit %::1;- — n, eyit. ¢ == np, et }‘élml r.cliﬁua ‘
omnia  per variabiléil p Tacile- defmul poterunts; - existente.
n=—"=%. Cumenim sit :n::%, erit 9% = — %—a-i)lb hincque
pam_,ay_._——?i?,—i" et qauc“::az:-— i%ai’, unde fit in-
tegrando ¥ = —f—Ublp et z__g——nblp Qunocirca cum
sit p = f?, nunc variabilis_y sequentl modo exprimetur:

y—=f—blb+blx, sive mutatis’ constantlbus y = f+blx;

tum vero z:g—k—nb}x.

14. Hinc figitur patet utramque curvae gquaesitae

projectionem esse curvam . 1ogarithmicam ;-_ubi observasse

_ ]uvablt in, his determinationibus inesse quatuor constantes

arbitrarias f, g 1 et b, quemadmodum solutio completa po- :
stulat , 191quldem utrdque aequatio punmpah& mamfesto
dﬁmentldha secunda complectitur , 1deoque necesse est,
ut utrumque integrale completum duas constantes albltra-

~

rias contmeat.

- 15. Cum deinde relatlo inter y et % ita eszpnmatur'
%N y+ c, pm]ectlo ‘curvae inventae’ super.. plano BOC
erit linea.recta; unde patet totam c@wvam nostram in idem
planum incidere ;, neque adeo: pxoprle ad p1aesentem ca-
sum referri posse. Interim tamen etiam. hinc nostra metho-
dus haud mediocriter illustratur, - cum declaret quando :
curva inventa in eodem plano describl’ p0551t.

.

by

Mémoires dz I’ Acad. T I V..

~




o6 .

Pmblema IT.

 Inwenire lmeam CUrvam ternis - coordinatis X, v et z con-
(y+=)dyd=
tentam, in qua haec formula integralis: [ ¥,

maa:m»zum zqzzmmunwe obtmeat valorem.

16. - Posito hic By.._pax et Bz::p | '—"q*ao:, erit
— pq (¥ -+ %), hincque d;ifmenmando : ' -
aV——anjf+anZ+(Jf+ %) qap.+ (y +2) Paq
Unde , facta comparatione cum formula generali:
| AV =Mox—+ Noy -+ N’az+Pap+P’ap,
habebimus. M=o0; N=pgq; N=pg; P= (y +2)q et
P’*(y+z)p, hine ergo fict S=V-Pp—P’ '—‘——pq(y-u—z) n
- Ex hls jam “tres nostrae aequatlones erunt :

Solutio.

' 19, 0=—0.pq: (y+z)
 pqaz=2.(F 77
0. pgax=12.(y +%)p-

Prima statim praebet pq (y~+z)—=u, ita ut 51t y’+ z-—f—

qm valor, in 1ellquls substltutus, dat : -M
o, pglxr=—2a.5 . ”;5, 20. pq&:}c:—_& ——-%’I
Hlnc sequitur fme P—g —— az; consequentcsl — ;—, == MZ— + by |
sive »==z- b, “unde elicimus g == =, -~ Sicque prima - 1§
- aequatlo fit yB= (c;_?.) 5 1ellquae vero dant PeoE—=— f;}?, :
idéoque @ T = .— ale Tpﬁ) °2 . cujus mteblale pmebet‘

cuju

dina

‘nunc

sunt

solo

per
cons
Sil“l g
desi;
curv
ex |
ox -
quér
erit
stitu

pote

Ve
scrik
geb
crat
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afc-+p) 2

- . _ : .
E . L1 _D‘eindé ob‘ oy ::'-p?;)a: e'rit nune 0y r=-— P
)11 N i. T CI.I]U‘; “j‘ﬁtégral'e“ plaebet e 21;1,)—]— ——]—g - Pro tertia coor-. .. .
iﬁ ;: dinata % qubniam jam vidimus . esse y-{—zza—(f—;;—ﬁ, erit
%}; nnnc % = aj;‘i? P— 55— & Hic igitur iterum intyodueﬁaa .
%é sunt quatuor constantes albltlallde ande intellig%ffur hanc -
11t ::4: solutionem esse completam
18.~ Hic quidem omnes tres coordinatas x,. ¥ et %
;{ per eandem variabilem, 'p expressas dedimus, id’ quod pro-
: consuuctlone curvae eundem plaestat usum, qmomam plo:
et . j mmhs valoribus loco - p assusmtis . totldem curvae puncta
2 iﬁ- des 1_gn.a.ntt}1, unde hand dlﬁicnl’rur 1nte111gltur totam hanc e
curvam non in- eodem plano esse sitam, - propterea quod .
ex his tribus formulis, elidendo p, nolla ‘talis aeqdatio :
ax 8y~ yz=—o0 formari potest. Littcram autem p se-
_ quenti modo- el'ii_ni-nare licébit Cum sit y—z__iP-L 28,
_iy erit p “"c(y-—%gﬁ’\ qui valor in’ pllma aequatione sub- o
e i; stitutus producet aequationem inter x, y et %, cui adjungi
1 ;} poterit ea, quae oritur ex tertia z 4 g== 2%?, unde. fig: -
ob, B 2a(z-+7g) = cc(y—z—2g)- |
ima . ” Verum hae formulae mhzl . plane - conferunt. ad cmvam, de-
g_q_gg"' scrihendam. Caetelum ‘evidens est hanc cmvam ‘esse. aI— o
%%1;45. gebraicam ,- secus atque ea quae ploblemate praecedente
. erat inventa. - _ - . . o L ) .,
¢ ; ‘ . .
4%

o
a2l




Problemm 1T1L

Invenire lineam curvam ternis coordmatw x, }r et z con-

- tentam,. m qu,a haec formula mtegmlw f X I/ax~+ay +02%
mAXIHIN zmmmumve adr,pwcawr valorem , existente

X functwne quacungue LpSLuS X,

~

| VSolUﬁla_
tg. Eic ér‘go, ob 0 y\ — powx et 9% — goux, erit |
V= X]/ 1 —+ }J P qq- ubl bzevﬂ:ams graua pouamus' B

14 1+ pp-+qg=s, itaut sit V=Xs. Quia 1gitur ipsae httelae
¥ et % non insunt,, erit -tam- N —= 6 quam N’= o; deinde

ob as—i’a?ﬂafg er1t P—= —33' et P"‘—.m-;, unde binae ae--
qua’rlones solutionemr continentes erunt oP—o' et BP/_. 0,
sicque habebimus X2—a et };q —b=na.

' 2o. Hine igitur statim }"’)atet fore; %::_n, sive g=—=np,
hincque porro’ 3z==ndys et integrando z = ny -+ c, ita ut
projéctio in planum BOC facia sit linea recta, ideoque

-Vtota_ curva qua'esrta in certo pldno- existat. Demde VETO N |

cuim sit 3“1/1+(nn+ 1) pp, erit - Xp“al/1+(11;z+1)pp,
‘unde, posito brevitatis gratia nn 4 1 — — m, colhglmns
e ?(Xﬂjmmm) Sicque pro. utlaque projectione quae-
‘sita_habebimus has aequatlones differentiales : |

@0 o nage
ay - ‘l/(}i2 mmaa] —maaa)y™

et az*—ﬂx
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- g1, Hic observasse ]uvablt, cum T/ am2+ay —;_azz

e"!{pllmdt clementum curvae , casu X == & Curvam lnven--. :

tam fore Catenariam, si quidem- ejus centrum gravitatis m—-

fmum occupat locum inter omnes alias curvas 1sopellme-
' gz ¥ x et

tricas; at vero si fuerit X =, ita ut o0y — ———

nadx¥s . anifestum est eurvam inventam esse.

0% == Y(t—mmaax)?”
Brachystochronain.

il

Pr—ob-lemgl 1Vv.

Invenire lineam curvam: peér ternas' coordinatas X, ¥y et z.

determinandam, in- qua’ haec. formula integralis :.
[V (xx -+ yy+22) (0x° +0y* + 92
maximum minimumve adipiscatur. valorem.

Solutio.

29. Ponanms brevnﬁatls‘ gratla 1/ rx ~{—yy —]— T =0

et 14 1 +pp —|—qq — &, ita ut nostra formula lntegrahs;_
evadat fvax, existente V=vs, ideoque 9 V = s0v + w83, -

xax+yay+z8% et as-mi_’af’"*‘qaq unde se~--

at vero erit ov —
quitur fore M:‘:,;—I; N—-"" N’——'g—” P___?-i P"'—i ‘

Sf

23. Hinc 1011:111* , cum fiats :
S:‘_‘Vw—Pp P/q___v_(_“—?i’#qq)ﬂ_;’

s
ternae aeq-uationes: nostrae "C'l[lnt'-

L2222, ML 225 =3.%0 et L Z5=0n %
@ . s T W . s "

B




~30

o

Ex qr_ubus solutlonem nostri problematis elici oportet,  id
qnod plurimam soleiuam anue insignta caleull altlﬁCIa
postulat '

24. Cum sit 2. i”" mai’%—p 9.2 etB
ob 0.% wjx facta hac subsm;utlone solutzo pelducetuL

ivaq

+q6

a:d_ has _duoas aequationes ::
I (yox — x3Yy)
‘ wvwdq .
JIL (2% — xOZ) = — s
quam robrem Vldeamus, quibusnam - aitificiis hinc formulas

1ntegxablles 0110618 queamus, quandoqmdem hae - aequatio-

w2 op

ss ?

|1l

d
nes manifesto sunt differentiales secunch g1adus, ob p ——ai
g2 .
&t q—_ax
25. Hamm aequamonum altera per alteram dnr;qa :
. yox — xdy __. 0P ‘3
pracbet ;aa?__x i aaq, unde nasc;tur haec - aaequatm
P —_— g _ep .- 94
. yax-—-;\.ay — zdx — x0z” sive y — bx “-'_az—-gx .
. 'Quodsi jam haec aequatio . ita referatur: 20p — 284
y— px z—qm
facile patet in utragque fractione, Immelatoxem ¢sse ~ 1pstiim
differentiale . denominatoris, 1deoque fme B T

- _iy-—;x::lz.mqa:——ln,

unde - habebimus. 2—gx = B(y—px) jta ut hinc jam

determinetur % per 1ellquas 11Lte1as N |
26.  Substituatur nunc iste wvalor loco- 'z — gx in

“nostra dequatione differentiali; . prodibitque oy ==nap, con=




X

e A

Semnoei

n

eyt R o % v
= e Al e R S e e s,

AN RIS L

T e e e s G

s

-

.
g st e e

g™ | -

) sequentel g=np--a, hincque porro integrando fit z=ny=+ox -+ b,

quae aequatio cail unicam” habeat dimensionem -indicat

totam cwvam , quam quaenmus, in celto quoddm plano

existere.

27. Hic autem probe-'nota-nd'um est in postrema ae-

quatlonc inventa constdntem clddlt'lm b pel plaecedentlai

jam determinarl. Cum en im mvenellmus Z—GT =Ny —NpE, .

ob q—— np-a erit- z:ny—|—aa:. Nunc igitur habe~

mus v=V (a:'a,+yy+gny+asc)_) et §= 1/(1 +pp~+~(np + )
ita ut jam. quaestio-,'pe.rduCta_ sit ad bll’lﬁS‘ tartuin variabi~
les x et y, propter p.— -g% , quarcm 1:elatio' ‘peten»da ?S_E'
ex altera aequationum principalium: yox— x 0y = vvdp

55 ¥

quae, substitutis pro v et s valoribus, transf'ormatur_ in hanc: .

: yax—xay . - : -r .
acm—+—3ry+(ny—l—amJ2 T i pp (i@

cujus prins membrom, posu:o ¥y =uuwx, indnit hanc formam.'

—dn . ' Fp . .o

-

:—-{—uu—}-—(uu-—}-—a]ﬂ - 1—|—1J'_p—|-(n,1:—3—a,2”

ita ut adepti simus aequationem -differentialem .separa~

tam, cujos adeo bina membra perfecte sunt similia , ita
ut ‘alterntrum -tantum integrasse sufficiat.

28, Inciplamus igittr a membro posteriori, quod evo-

e 9P :
lntem it s et quod ita referamus:

1 ap — fn — 1f-aa
I-4nn" pp +~2ap—|—&’ ut sit @ — 1—+nm et £ = 1-—]—1111.

» pro quo«
ponamus p-+a=t, skve p*"—‘t-ma, hmcque 1stud memb*um



- (1—|—nn)‘;/ﬂ——anr. . E—ord - (I"‘-ﬂ-n}‘l/{ﬁ—mx)

gra]e est

-slve summa horum dUOIUHl arcunm ﬂtqu&tﬂl qiiﬁﬂtlt&tl COon~-

postierimus’ ¥ — ux et dy = pdx, erit pdx — UKL LU,

d ) N - ' arl
eva_eL +M- f.__m_{_g,

Arc. tg ————, SiVE

cujtis mtcgrale eut :
Alc tb' —gﬁi_i ‘
B—ad

Eodemque modo, loco P, scribendo u, Pnous membri 1nte-

A.l.c .-tg V(g_t"a T . -' . I

—oa)”

{I-J-nn)lfe———mx

) 9 Hmc :tgltur integrale postremae nostlae\aequa-
tloms, ob coéfficientes communes, it :

- - C— Alct u_-i_i_.__Alct o T
- g €—aa g Vg ac.'.,’ N

stanti, consequenter etiam tangens summae . horum duorum . §

Apnaw}VE—an e
g—oua —u(p4u)—puT
tmde aequatlo lt-':l POtGllt 1epraesentau :

Jau—l—a(pmi—u)—]—gom-—mg——C(p—{—u-l—goa) sive
. pu—8=Ff{p+u+ow). "

Quod si hic loco o et. & valores assumtos 1est1tuamus qu1

arcuum debet €sse constans, 'quae est:

‘erant cf,__l_T_’:; et 8.— i—vii—,' aequatlo nostra erit : _
(1 +nn)pu—aa—1 =f {1+ nn) (p—}—u)—]— oan)

vy

Ubl notandum est esse u::; et p ___.gy

= ita”ut haec ae-

quatio, adhuc sit differentialis. Ad eam integrandam, cam

: s dx . du - - )
unde colligitur = — 4~-,. Nunc vero ex posirema ae-
guatione inventa valorem ipsias p per u definire licet;

X - ' _l " . - 0 . ., . a = — a ‘.'.L_ ’ .
quo .invento aequatio dli_’felentmlls P esl? separata,

cujus ergo integratio nulla laborat difficultate. Inde igitur



IOy, B T . S S SRS S e
S on, g g o e g s M W)

. T

expediri queat. .

\

33 .
¢ exprimetur per certam functionem ipsids u*—i , quae
ergo erit acquatio ‘inter x et y, ‘at vero pro coordindta’ ¢

jam vidimus esse % == N} -+ 6Ty smque solutlo hactenus

tradita est perfecta.

30. Commode autem hic evenit, ut hoc. algebraice
Cum enim sit p - 82N facta sub-

T a—F
0 . du(u—f :
stitutione reperitur —;x — +nmf:_2 fu)_ — , cujus 1nteglale
mamfesto est: lx== Il (s + 2af—1— o fu—uu), unde -

sumtis numeus ellt xl/ g 2 o&f+ qu——-uu*"g

Denique si hic loco u scribamus; 2, prodit ista aequatlo" *
gx % 2 afwxwgfwy—-w-—_gg,

unde adeo ‘patet hanc projectiéne'm esse sectionem coni=

cam. AcC si hic loco ¥ scrlbamus ”_;-‘ff, obtinétur ‘aequa- - -

tio inter T €t % PIO altera projectione , quae ‘ergo etiam

erit pro sectione conlca. " Hine 1ntelhg1tur hoc .probleina,'

quod dliﬁcﬂhmum Vldebatur, ad solutionem simplicissimam

esse pelductum.

Problema 'V'.

Posito ]/ (*cx—l—yy—i—zz) =V, i uent R functw quae-'
cunque Ipsius v, invenire curvam per ternas. coording-
natas X, y et z deﬁmendam, in quo haec formulav
integralis: f W]/BXP'—}_ oy* -+ az2 XTI, minimum=
ve valorem obtineat. ' |

oo, - o
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Solutio.
31. Facto lgltur dy—pox et 0 e qaa’:, positoque -
V (1+pp-+qq)=s, et formula nostra- Maximi [ws 9z,

3
ideoque V==ws; tum vero, ‘posito Iw=w'dv, ob = —20n oy tady
et 08 _..?a?'l_qaq_, erit oV = s/’ (xax*-l—ﬁy-l—zaz) ¥ (pap-g_qaq} .

s’

Lr? x ]
Hinc ergo habebimus : M =22 N —pd ig’ N/ == o2

?

F=2%; P'==% Ex his porlo colllgnm 2
S — 'wtss-——??-—qq).__zv
— = =.

32. Ternae ergo aequatlones, ex qmbus solutlonem.
petl 0p01tet erunt :

x3x
I- 2-5_"_' ———— a . ?;_’
II fw’syax —d -wp
-. 1‘, —— -
‘sz ® 'w
| OL ¥e20E — 5, e, y
. s . LI au . w 1y
Hinc igitur cum sit: d.->== + p. a .z
__‘.1 -
a 5

u hic Ioco 0. -'Z—" scubatur e]us valor ex I aequauona

' sxdee

.-—-

5 nanc1scemur binas sequentes aequationes :

(ya:c —xdy) = 222

a
ws (z0x — xd27) = »o
’quae sub forma ‘sequente repmesententur :
s yam---—seay____,wa?A
- L T = wes CL
II‘_“s_z_Bac—-—-xam —_ wadg
‘ " wwp = A wss?

“Haeque sunt binae aequationes, ex quibus soluticrnem de-
s&deratam deivare debemus.
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“similes continentur.

35

33, Primo igiﬁur Hamm aequationumy alteram per al-’

. zax———-maz_ §

teram dividamus, et habebimus - Sh e —ady — 35 unde; ob

dy — pox et 0% == O, deducimus  hanc aeguationem:
—xdg___ xap

dqg __. dp 3
s ita ut sit ;= =,

tores sint differentialia denominatorum_, integratio statim

ubi, cum numera-

praebet z-—qr —=m (y — px). Hoc valore substimtol
aequatio illa differentialis praebet 0q ==mop, hincque in-
tegrando erit ¢ =— mp +n, qui valor in illa integrata
substitutus praebet g —=my - nx, quae, cum’ coordinatae
anicam tantum obtineant dimensionem , indicat totam cur-
vam satisfacientem in eodem plano esse sitam, Hinc igitur
jam ex nostris aequatlombus pr1nc1pa11bus binas quantita-
tes % et ¢ elidere poterimus, unde. fiet:

VY == XX ~+ yjr 4 (my —}- 733:)2

§§ = 1 -—]—-pp_]—-(mp—-{—n)
sicque mnica tantum restabit aequatio resolvenda, scilicet:

9% — 20y _— W32 = 4§y qua ante omnia statmamus y=uds

v v = afwss
ut ea transfundatur in hanc formam :
— du ' oW adp
T un e (mu ﬂJ’ — welt+pp+{mp —i— ny2] ?

2 =—r, ita repraesentetur:
W
ou _I"' o radp
1w —(mu 4 n)2 I"!“PP"i—(m’P-I*%JQ‘“—O’
in qua ergo binae formulae differentiales. inter se proxsus

- .

quae , posito brevitatis gratia




36
34. Evidens autem est 1nregnatmnem ntlmsque par- '

tis, omissa scilicet 11tLelc1 7, ad certum arcum cncularem

reduci. Hanc ob rem hos 1psos ancrulos in calculum intro=

you o
‘ducamus , ponendo o acp et
v

P
: :+pp+(mp+n)2‘“*a‘1’
Sicque aequatlo nostra ad hanc formam mmphmssmam e~

ducetur: 0 + ro = o. Totum, 1g1tur negotmm huc re-
dit , quemadmodum hanc 'aequationem tractari atque ad
integrabilitatem reduci opmteat ~ Evidens autem est hanec
aequatlonem differentialia secundi g1adus 1nvolvele.

35, Facile quidem patet angulum ¢ dta esse compa-
vatum , ul ejus tangens tali forma: ol 3-8 exprlmatur'
quare ‘si statuamus tg. Q= au -+ 8, ert BCI)_._T_?%&-?%F—%JP -
Haec jam forma cam proposita ‘comparetur, ut inde valo-
res litterarum « et §, una cam 7, per litteras m et n de-
terminentur, id quod fiet hanc aequatlonem :

oc(l—}—uu—i—(mu—l—n)z)__ry(l—f—(au-]-g))
identlpam reddendo. Hunc in finem cum facta evolutione
sequens oxiatur aequati‘o :
o (mm- 1) b+ o+ (M -+1) = cary/ul =+ & ety (G821,
inde tres sequentes elicimus determinationes : -

1. ay=mm-+1; 2% By==mn; v (88 +1)za(nn+ 15
ex quarum prima colligitur a= mm;” *y ex secunda &= ”—;"',

qui valores in tertia substituti dant 7y = mm A1,
; :




31

. o i
ideoque N = V mm —|— nn + 1, hlncque a""""'i/(mm+nn+x)~>

et Q-——'}/(mm—}- nu—|—1)

36. Postquam igitar litteras o, &, LY per m L et n de-'

terminaverimus, et tg. ¢:au+€. Deinde cum supla

invenerimus :
1 - uu - (mu—4-n) *-“’(1 + (it -8 »
si Joco u valorem % restituamus, prodibit:
2 gy - (my +n5p =1 @2+ (ey +82) ),

ubi prius membram est ipse valcn ]pSII_IS v, - unde ergo

—e. {mm + 1y um’
sequitur fore: XX -~ (ay +Bx) = 7”’ eI
Practerca vero habebimus tg. ¢ = “—1";;3—-” 5 unde si loco

+
%——ng":ﬁ:’k— scribamus 9, ut sit occc—]-(ay—}—é’a: =000,

erit sin. @ =225 et cos. P =5, hincque porro
ay -+ Br=2dvsin. O et :n___Evcos (I), o
. mm 1 '
éxistente d = VW: Hinc patet, si modo angulus

(I) daretur per v, tam X quam ) per eandem q_uantltat_eln v
expressum iri, ‘sicque totum Jproblema perfecte séiutﬁm fore.

37. Stmili vero ‘modo, cum posuerlmus N =3 P—z?wfp o S

statui poterit gy = a p+€, ubI llttera'e ty @, v pristinos

‘Tetinebunt valores, enique etiam ut airte s

t o (2p B I b pp - (mp b = 03
“ttm vero aequatio principalis resolvenda” est: a¢+ra«z/-— 05
existente r,2= 1o, ita ut sit a\{f—}— ¥29% == o

Q




38

0o - Quonjam autem in formulis plaecedenubus adhuc
htterae x et ¥ insunt, pro detelmmanda relatione mter £
et, (1) eas ex calculo excludi conveniet , quod comino-
d1551me plaestabwur ope aequatlonum ayei- Bx =0 vsin P
et x==3vcos. P, quac differeniiatac pracbeat: -~ -

aay_;_aga:c__.a (@ sin. P - voP cos. P) et
=13 (3v cos. (I)-—-va@ sin. ),

quarum 111a per hanc divisa, ob 9 == pa :Jc, praebet
: dvsind -+ v3dPeos. .
a'p + g — gven P —uvidP sin”
Vldlmus autem esse wp 4 E—=1tg. ¥, 1deoque erit nunc :
Bwsznq)—l——'ua(bcosfb : :
tg \p T 0w ees. P — "an).l‘l?l ¢
39. In hU][]S aequatloms resolutione praecipoum ar-

tlﬁcmm con51st1t Si scilicet statuamns P00 = tov, ws

oriatur haec aequatlo

— sin.® - teos.® ___ fg.('p—}-‘-f'
tg'\p—cos.m-—-tsin.q:' — 1 — g0

haec postrema formula manifesto exprimit tangentem summae

duorum an o"ulomm, quorum alter est O, ‘alterius vero tangens |
=t, sicque horum angulorum summa aequabltm ipsi .an-
gulo s, ita ut jam sit. = _L.AIC. tg. t; quae” aequatm
_dlffelentlam dat o\ — BCD+_ +r1 oy
dequatlone principali substitutus pracbet B aq: S0 1o

~qui valor in nostra

1+ﬂ‘_0"
quo quldrm pamm lucrati vniemm s quamdoqmdem haec

‘aequatio, oh f:__ , --adhuc d]iferenuaha secundi gradus in~
volvit, atque adeo _Lres.,verlab.ﬂmv, @ et t implicat, quas ™
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.s

Y-
nt

3g.
qu1dem ad duas révocare ‘licetet, si loco.t valorem as-
gumtn 5’3"’—?‘3 scribere vellemts, quo autem facto i aequa.-
3
riopem maxime perplexam incideremus.

g —
40. At vero quoniam posulmus ea—w,g-p s sumamus
potins valorem 0 = 5?—3’ qui m nostram aequatlonem intro-

" o
ductus praebet ,“_i?_"‘i =2 + — == 0, haecque aequatio
per t lelSa, ob w’ oV 7 Bw, mdlmt hanc fermam pulcherri-

3 —
mam : 2% + AR (: 3 — 0, cujus mtegratlo nulla
—y_
prorsus ldbmat dlfﬁcultate Cum emtm sit f r(1+ = ZVH_”,
-a integralis erit: 22— — C, hocque :
aequamo nostra mtegmll Wt que modo

jam unam mteglatlonem absolv1mus, ifa ut unica tantum

nobis adhuc peragenda relinquatur.

gr. Ex hac jam aequatlone eliciamus valorem 1psms

Uf = —ew— -— unde cuil sit t—“—-
f, qui reperlttr '}/wwruru-—o‘_ac hlnc
v
colligimus fore B(D = Vamws—o0)? V3 est aequatlo ﬁna_

lis totum negotmm absolvens. | Cum emm wsit functlo

-JPSIU-S v, hinc angulus (I) per quantltatem v expressus re-

peritur, qui novam constantem recipiet, ita ut jam in caI«-

“culo habeamus quatum constantes albltlarlas, scﬂlcet, prae~

ter hanc novam, istas tles C, m et n, mqmdem erat at

MM 1 ‘ mn

‘r’(mm—f—nn—f_v)i gzm; ry

vidimus, a= ]/mm + nn +1 3

5= VB

AT Unde patet . nostram solutlonem pe-
nitas esse completam plopterea qued 1n1t10 deducn fuis




mus- ad duas aeqtmtlones differentiales secundl gradug qua-
yum. ergo. mtegraha completa necessario . quatuox congta11tes N

arbitrayias postulant. -

42. Postquam autem detenmnatus fueut angulus CD,-

plo quovis. valbre litterae -v ternae comdmatae x, ¥ et %
per sequentes formulas facillime deﬁnmntm : .
L a:_:::~81) cos.tl),

T ey 4+ Ex = Jv sin @,

1L z:m_y—-}—'nm. 3 L _
Caeterum Stdtllll atque 1nvener11:flus totam curvam in eodem
plano esse. sitam, . potulssemus solutionem ‘multo far,lllorem
adornare. Tantum enim planum prlnmpale AOB ~cujus po-
sitio ab axbltuo nostro- pendet in ipso plano curvae satise
fac1ent15 accipere 110ulsset, unde stat1m habuissemus =0,
ideoque etiam ¢ = 0, quo Pacto tota qt.uestlo ad binas
tantum vaxmbﬂes fmsset reducta, et methodo com;nnm re-

solv1 potmsset Vemm paaetelquam quod nostra solutio

nob1s hanc 1psam p10prletatem declaravit, maxime operae ‘

pletlum fuit 1n31gn1a 1113. artificia , quae solutlo postula.t,

‘ accmate evolvere.

43 Interlm tamen etlam ex ipsa- formula integrali, quae _

Max1mum thmumve esse debet " statim concludere li-
culsset culvam satlsfamentem in -eodem plano sitam esse

débere , propterea quod ipsa * haec- formula integralis ad

duas

titas

cuju

vero
cars
scili
hing

Teso




agse

% :

B

abiles 6 zedugi patiter. ‘Cum enim guan-

duas tantuin srarl

s it

. tl fas v = 3/ :EfE—l—j’_V*l“‘ 7o I ﬁgura - exprimat----xectam.. VL, .

cujus ergo littera denotat functionem guameungue, ium

vero formula Y D ~+ dy® +o0z* referat ipsum elementuin
curvae, formula integralis proposita duas tantun variabiles,

scilicet distantiam O Z — v et arcum gturvae invelvit,

hincque adeo istud .problema sequenti modo proponi &t

yesolvi potuisset, ut guaereretur in plano curva EZz, cir-
ca centrum C describenda, in qua, posita distantia CZ=yp,
cujus functio guaecunque sit w, haec formula integralis
fwos sit Maximum vel Minimum, denctante © 3 elemen-

tum curvae 7z .

44. Quo jam solutionem Ffacillimam reddamus, atque

ex vonlgaribus principiis isoperimetricis commodissime re~

Tab. 1.
Fjg- -21'

petere valeamus, designemus distantiam CZ littera x, tum.

vero, constituta recta fixa CD; ponatwr angulus DCZ=y,

fictque eclementum curvae 95 = V ox 4- xxdy?; et cum

jam w sit fanctio guaecunque ipsius x, forranla integralis,
quae Maximum Minimumve esse debeat, erit: Jwy/ (0x*+yydy®)s

quae posito oy —pox induit hanc formam: ﬁxiiax'l/1+ppa:a:, |

ita ut hic sit V=wV1-+ppxx. Posito ergo in genere
0V — Moz + N3y 4+ Pap, quia ipsa guantitas y hic

non adest, erit N—o0 et P:ﬁ%ﬁ, Jittera autem .

Mémoives de U Acad. T TV, 6




M plane in computum non ingreditur, cum aequatio pro
curva quaesita sit Nax‘BP sive 3P == 0, unde statim .
- sequitur P =22 — O, quae ipsa aequatio naturam

V(i+ppam) —
curvae jam cieclalat.

c
45 Ex hac autem acquatione elicimus P = oy remen 0SS 2

3 ¥ - Cox
sicque ob p—37 erit oy =—f TV » quae dequatio

per‘iecte cum ea congrmt _quam ante per tantas ambages
sumus consecutl, si modo loco x hic restltuamus v, tum

'Vero noster angulus, hic y vocatus, idem erit, quem ante
designavimus littera ¢. Ex hoc exemplo intelligitur, quo-
modo saepenumero problemata in se difficillima per levem
transformationem solutu facillima reddi queant.
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