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J REGULA FACHJS

PROBLEMATA DIOPHANTEA PER NU’\’IEROS INTLGROS
EXPFDITE REbOLVDNDL

AUCTOREr _ " R

L. EULERO.

| C:orl;v.entﬁi'exhil:".. die .3.5 Aprilis ':1778"., .

§. 1o

Quaestiones, gnae in‘ hoc genere proponi solent , " ita

communiter se habent, ut\, proposna. hnjusmedi fommla se=".

cundi gxadus C XL 4 §3: "+ 'y, omnes valores 1nteg11 pro & ..

inveniri debeant , unde numeu quadratl resultent ; quod

quo fieri possit, primo necesse est ut casus qtllsplam, ve-

lutt x=a, jam sit cogmtus demde 1nsuper requiritur, ut
_numerus @, guo’ quadratum zx in ‘hac formula afficitar,

sit posmvus, ac - praeterea non- quadratus.

§. 2 Cognito antem ‘tali casu x = a, analyms, quae,‘,

dmbe11 solet , ita propedlt, ut _primo ex casu cogmto
alius - novus eliciatur quaestioni SE!tledClE‘IlS, tum Vero re=
C'tlld traddtm ex hoc casu denuo ahum deuvandl, atque.

\ 1* '
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ita porro in infinitim. Deinde vero .demonstratum est-

cunctos istos valores ordine inventos progressionem I 1ecm-
‘_'Ientem constituere , -cujuas €ergo terminus generahs omnes-
r'plane continet numéms mteglos, qu1 plo x assumtl for-
mulam ploposnam reddant quadlatum. ) T
§..3. Quoniam autem haec passun abunde sunt ex~
posﬂ:a, hic ipsis pnnClplls unde haec solutio est. deducta,;
non immoror ,” sed 1egulam facilem sum tladlturus, ou]us
ope statim temnnus generalis, omnes plane solutlones in
se cornplectens, expedlte as&gnan queant; ita’ ut non sit opus
omnia momenta, qmbus solatio completa 1nn1t1tur, dhunde.
conquirere; Ipsam autem quaestlonem aliquanto g oenerahus
‘sequenti modo pioponam. | o

Prablema.

+

1‘0poszm formule am e A4 §x - ¥ mvesizgara omnes va-
Zores integros pro x statuendos; ut numert ‘hinc resul-
tanfe& simul. in alic simili formula secindi ordrnzf
4 yjf—l-".q y‘+6 contmeantur, ita ut si illi numeri de-.
beant esse- quadmh, haec altem formulaa stmplzmter
.- abitura it in quadratum ¥y
| _ Solutio..
'§. 4. Hic igitt'z.r,; uti jam- ante notavimus ;lnecé's_'se

‘est-; wt -unus saltem casas satisfaciens jam *aliande sit
. - ;_ ) J
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_ cogmtus, pro quo ponamus’ esse: & == ¢ et .V“'b ita
ut it “aa+§@+ Y = gbb—l—nb-{—ﬁ Plaeterea VeI

mox patcblt etiam requn"l ut ploduc‘(um aZ,’ 311: nuamerus

posmvus non—qmadlatus Uuaque haec .conditio. maxige: est

HBC@S.‘:«IH&,, IlISI ﬂl’llln casus SdtledClBl]S esset Cogmtusf GVG-'

pire; posset, nt quaestio. plane foret, impossibilis; tum emm,‘

sl ploductum al esset numerus quadlatus plemmque pracr

" ger casum cognitnm nullus allus locum habe1e posset._

§ 5 Cum lgltﬂl' requndnmr 1donel VaIOleS mteglf

pro litteris et s quii satisfacfant huic aequatlonl D
axm+€:c+ v_*g”yy—i— -ny-l—e

[

'quomam nov1mus tam Vd].OleS ipsius « quam Jpsms y se-
cundum serlem 1ecurlentem pmgledl, in- sub51dmm voce-

. mus aequatmnem quadraucam BT 28Z— 1, cmus lddl- .

ces blEVltdtlS glatla sint: aILeLa p = 5 + V.s*s - 1 s altera

vero g —§— V.88 — quamm ergo summa est p+-g=—=2 3
et ploductum pq___ 1. Notum enim est temnnos geﬂezales

serieram - yecurrentium- in genele potestates quascunque fa-- |

dium formularum: p €t.¢ continere, § ynde for*nul’ae pro nostris -

' htieus Tt ¥ genelahtm ita exprimi -sunt. conc1plendae;

x::!kp Bq +C ety__Fp -+ G’ +H
runde si erOnentl mdeﬁalm " mbuatm a10r n::o, oria-

......

fur €asus cogmtus xEo et y:__b: sip.. gutem loco n sug-

s, -



&
‘ceqswe caplantm numeri ordine 1.2, 8, 4, 5, 6 etc. . at
. amnes valores satlsfacwntes tam’ PIO xr quam Pro y ouanmr.

- §. 6. Tota €1g0 quaestio imc redit:. c-umsmodl valo«.
yes tam quantltati 5. qua -ambae litterac poetq ‘definiun-
tur, quam licteris A, B, C, ¥.,-G, H, tribui convenmt ut.
‘sisguli numeri pro n. assumti pracheant - tam ‘pro x qu_am
" PLO y valores integros pmblematl satmfamentesQ N

i

7. ‘Quoniam autem isti valores aequatiom propo-
_sltae aa‘:x—{—ﬁm——{—y é’y_y —éi—qqy—i—ﬁ satlsfacele debeént,
facile mtelllgnm, has fOl‘mdS pxopms ad hunc fmem ita
accommodau posse, statuendo'- o
. :if_#;,;p HET—L et y=50 vgq — %
Hinc enim, facta substltutlone, puus aequ&tloms nostlac
'membmm aaea‘:—}— §r+ v hanc 1nduet formam' o
P A ggd T+ 2 e’ - ~1—v) o
'quae, ob’ pqg = 1, reducitur ad hanc _ L
ffzi‘“—i—ggq”+9fg+ —£. |
Altemm vero membmm 4 yy—]—"ny—{— ¢ ad hanc formam
'redlt' ffp”’ - ggq — Qfg — 2 é—}—@ . 6t ‘cum . istaé.. -
duae formae inter se debeant esse aequales, hlnc orietur
-!Std aeq,;.atlo 4fg—-l—q/-—5§‘—““+e, 1deoque S
L Afg=t 40— L
§ 8. Quoniam in hac posirema aequatlone e‘v{ponens
Vaxldbllls n non- amphus mest2 sufﬁcn: ut pro unico’ casu

“y
3
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it %’ "cogmto @ ==e ety = b . satisfaciat, . 'Assmﬁimus" a;ﬁt_te‘rﬁ,
r. - | '(,asum hunc Cogmtum - oriri statuendo n=—-07j  hine.
}. 1g1tm, ob a:..._a, prodlblt a.__f '?—-—r tum vero ob _y___h
.- % erit b__-._f = :;”" ex- qmbus duabus conditionibus ambae
;1{;“_ ” “* i litierae etlamnine 1ncogmtae f etg definiri poterunt, cum it
m g aant =AY siniligue mods

. %i B f_"g:b]/g_i"w’f ﬁ/—%_ﬁ’ . e .
0~ ; . hincque aequahtdg p@stkemo, loco mvenm &ponte a*df:mw-'f )
i, 7 pletur; sk gnidem hinc' fit = '
ta b (f+g) _.(f-” )”*:4fg—aaw+€b+-— -ZBb*ﬁnu——,
' gi" Qma igitor per. hypothesm est aa -+ Ea—l—'y Z,’bb—l- b8, o
i rd hinc evadit 4 fg :_"4_.& + s PIOJSUS“ utd can‘dtlm‘

, t peuol postulcu:, o
} f §. g Invenus 1g1tur valoribus 11tte1‘alrs[m* f" et g SO~

Jutio. quaesna IlOStl‘l plob*Iemaus* sequenﬁbus« hinis f@rmullsr'

m [ eontinebitur : x—-wp "f‘vm n_;% v
ilr'f. | tbi elgo mfhﬂf almd snpelest " msr ui binae quarrtrtates
L 5 : --S—i—?/w—r et g=s—V¥ .s*.s-v-—-lf rite determanen«
- tar; ubi. manifestam ést litteram. & 1ta. comp‘a;latam esse” de~,
ns bere, ut pro-x et ;}t I%eSLllte'l.‘lTS va;loa:es. 131,1011&183.. Hunc 1115
s finem coutemplemur casuin. qpo n— 1,, q;:w pra,ebebl,tp .




x._ff"'f—gjs__}_(fwg)"l‘/ss-——l_ﬁ_._& et

Ve o« zd
___(f-—ng (Fbg)Vss—1
y.‘"" e + R ‘ D.§

Curn igitur supra invenerimus f + g = aya - ﬂ/a"' eff
f —g___ §1/ & —+ ﬁ', his valoribus substltuus habeblmus- :

-o8s b1/§' ss——-:) 'nV.s‘S——I"": ‘ﬁ Ca
= as—,-‘ = '—I— ( = T sive

- 7 — — -
m-_as_{_ﬁ(s )+b1 g"(ss 1)_{_7{1;5;“#“? N
Slmlhque modo erit: | '

eV {ss—1) .

‘ §a—3 eV lss—1
y__bs___}_ﬁ( }_1_ ( )__]_ 21/0;5 .

~ . }‘.,

§ 10 Ut igitar hae ambae expxessmnes ab omm,,

matlonahtate 11belentu1, ev1dens est hoc obtmeu, 51 modfa

‘J/ss T

' fueut founula },- Iatlonahs Ponatur 10'1tt‘[1

. Vi;ag—__r, eutque §§—1I —“aéjrr’ hlncque pono .5'—-1/1 -:-oaé’rr, '
quam ergo formulam' denuo rationalem esse oportet , 1d
quod semper praestari potes’r ope problematis Pelliani-, si.

! modo fuert:. ad numerys positivus, non-quadiatus,. uti ]am

supia innulmus. : o Do ‘ - STy

§. 11. -Ante omnia igitur pro resolutione hostri pro-
blematis €x binis cosfficientibus o et quaeratur numerus
h mtcge1 r, ut formula alrr+1 evadat quadrdtum, tum vero.
Sumatur’ S“Vaé"rr—;—l “et: quoniam hinc fit 1/(38 1)"")’1/0&%’,
asus ‘poT='1- plo x ety sequentes« suppedltablt valores
ratiorales ¢ | . .
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¥=as+ 26— 4 by -1 yr et
y:bs—}—“ """l)—k—aar—LTE’P‘,
qui valores utigue ‘sunt rationales , atque adeo mtegu,
nisi forte formulae £8—2 et ”{l : ) adhuc fl&Ct]OIleS in~

-

volvant , gquas autem gquemadmodum. tollere.' llceaL, dein-

ceps osiendemus

- §. 12. Colligamus ergo omnia, qmbus solatio nostrk

pmblemams innititur , ac pumo qmdem mvestlgatls binis

. numeris mteous ret S, ita ut 311: .9::1/ otgrr—i— 1, statuatur _ —

brevitatis gratia p = s+rVad et ¢ = s—ryal; tum
VEero binae litterae f et g 1ta detelmmentm, ut su;‘
‘ g — . "
f+g"_al/a+m et f—“‘—g-—b]/g—!—m,‘
quo facto formulae genelales pro valoribus 1nteglls amba—

A

rum qmnutatum x et y ita se “habebunt : _ o
L (517 ad) +,,a(s—m/mz> e

_ T—?'@(S*I—?l/“éo)_ +,75( V]/ )" ,ea N

ubi omnes numeri- integri, pro n assumti, praebebunt

valores satisfacientes pro binis litteris incognitis x et ¥,

qui nisi sint ipsi integri, facile ad integros revocari pote~ .

runt, utl mox ostendemus.

§. 13. :Hic ante omnia observeisse iuvabit, statim Aate

que binj valores se insequentes fuerint inventi » per sca-

lam relationis ex'iis facillime sequentes omnes- formzm

Mémoires de PAcad. T. IV, ._ - R Q




A

. unde eolllgltm fow .

io
posse. Ad quod ostendendum sint pro exponente guocun-.
que 71 valores satisfacientes: . o
CB g g Fom &M
""'VoLP +1f¢q —-'-z—met_jf'___ﬁp — 7z 28 2
hos autem pmume sequentes ab exponente n— 1 oriun-

di smt : R
ntz gy nT f'ﬁ p__Fonmts g o mbr oMo
W= T e Y =P e e
porm VEro sequentes sint & ' o s .
g nbz & 7 o g nta 7
T T Y =P Tl e

A x=p (f?p-lp—r~1)+ =d (qq-—w+1)—~* (2 ).
Slmﬂlque modo erit:

YRy =L (pp—rpr 1) —5 4" (99— M—H)— 5(2= ).

§- 14.  Initio avtem ‘vidimus litteras- p- et q esse bi-

mas radices hu;us aequatzoms quadraticae : 2z — Z8%+ 1= 0,

‘ 1ta ut sit, tam pp—z&p—f—l’:() quatn qq’——QSq—l—l__O,

qpocnca si Ioco A accipiamus 2¢, habebimus: -
x2S —}—af:—-—(s-——l) |
eodemque modo erit quogque _
sy Ay =1(s—1) "
ConsequenteL smml ~atque 1nveneumus ~bmos Valmes se
Immediate: sequentes x et o, item ¥ et ¥t ex iis protinus”
sequentes reperfentur per has formulas
2 = osE S (s — 1) et
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unde evidens est, dummodo bini valores priores fuerint ra-
tidnalléé,"seq;léntes omnes in 1nfinitum pafite:_ rationales

esse futuros.

§. 15. Cum igitur primi valores ipsatum = et y, ex
n—~o onundl, sint per hypothesm a et b, si ‘immediate
sequentes, ex n——1 ortl, deswnenwl per & et ¥, tum’
sequentes , ob: ' o g
o = as 4+ £ I)—l—”bi'+ Ly &t

— bs—{—“t I)—]—om:r—}— Igr, erunt
" —u (gss— 1)—]— 24”61’3—[—@(” I)—}—ws et
7 =b (285 — 1) +Oaars+““5‘ ‘)+§rs |
Hos autem postremos terminos semper esse Numeros in-
tegros inde patet, gquod sit 58 ~— 1= alrr; unnde Pro

priore valore a” fit fractio ﬂ%—s D —-'eZrr; pro alte-

ra autem “L”g D= ayrr. Hmc sequitur in genere

ctiamsi valores o et & adhuc fractiones involvant, se-

quentes tamen a” et b” semper ‘esse integros; -quod’

‘idem intelligendum ‘est de omnibus sequentibus alterna-

tim sumtis; unde termini fractionibys. mqumatl statim.
evitarl poterumt, si e\ponenu n non- omnes NUMEros , sed
pares tantum tribuamts, quod fiet - ponendo b

H -

| ® fm(PP)+m(qq) — 5 e
T =7 e = (‘JQ) — 5
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Cam 1g1uu fuent p—"s+1/ss——1 et q—'.S'——J/SS—l, erit .
-]Jp:QSS——l—I-28V s§—1 et qq__zss—lmgsl/Ss—l

ita nt in plaecedentlbus formulis tantum opus sit loco §

scribere 258 — 1, et loco Viss—1= m/ag scribi debeblt
ary el ( Z rr - 1) 5 quamoblem, OmlSSlS termlms ﬂaCtIS‘,
si oy y, ¥ ", ¥7 ete. tantum integros se immediate se-
quentes denotent, lex progressionis ita se habebit :
-’ =a(ess— 1) —ax -+ 28]rr et
y =2 (2ss— 1)y —y—+ cayrr,
Practerea vere hoc casu erit: |
@ —=a(ess— 1)t tgg”rrr'—k 2brs—4-wrs et
-~ W =b(2ss — 1) - anrr 4 20ars - Brs.

Eizemplﬁm I.

§. 16.  Invenire omnes numeros trigonales , qui simul

sint quadrati. Requiritur ergo ut sit 22— gy ideoque
in integris xo:+x == 2yy; ubi casus cognitus manifesto
est x__a,:l et y—=b=— 1, vel etiam a::a::o et
4 ==b =0, ubi perinde est utrovis utamur. Hic Igztur
‘primo est az—1; E—1 et y=o0, tum vero § — 2;

M= o0 et § ==0. Quare cum csse debeat: s'il/afr V-1,
erit hoc casw § — Varr ~ 1, unde sumto r—2o fit s 3.
Dei{nde ex casu cognito @ —= 0 et b = 0" habebimus

~

i
i
a'i:,

b B R

et

I

pa b
ot
N+
du

ip
pr
et

ba

nm
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frg=%et f— g—-— O, consequentm fﬂg__“ unde for..
mulae genemles_ pro T et ¥ repeuuntm
©= } (3+e‘1/2)"+ @—eVe) =} et
B e L

Hinc sumto n—= 0 plodlt 1pse casus cognltus X == O

et y = 0. _
§ 11 Sumatur nunc n;=1, ut plodeat secunda so-
lutio, quae exit —1 et y/ —= 1, qul est. alter casus. coo'm-—
tus. Sumto autem n,_«.,Q, ob (3 —1—.0]/2) — 17 +12V 2,
oritur tertia solutio x” — 8. et j/' 7= 6. Neque Vero: opus
est hos postremos valores. ex ipsis formulls generalibus de-
ducere , quoniam mnovimus tam VdIOIGS 1psms x quam
ipsius -y secundum certam legem serferum recurrentium
procedere. Cum igitur per §. 14'.-,5'1;*, x”— 63;/——3:—}—_2
et ¥’ == 6y’ — v, hinc ex duobus casibds prioribus am-
bae series pro x et y ita pmcedent : |
Pro x C 0, 1, 8, 49,988 16381 . etc.
Proy...o0,1,6,35 204,1189 ete.
Hinc enim utique erit %2 —= 62 = 36 ; similique modo
#3235 = 1225; pono 2 — 2042 —_ 41616

2

E emplum 11

§. 18 Invemre OMINES NUNIETDS quadmtos, qui umtaf:e .
minuti sint Tnumeri’ mgomles, cu_pusmodz quadrata sunt 1,
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4, 16, etc.  Requiritur ergo ut sit xxr— 1 = , Sive

2xx—2=yy-y, ita ut -sit'a’:_fz; E=—0 et py—=—2; tum
vero 4 __1, N—1 et §—03% casus autem cognltus sponte _
se offerens est x—a=1 et y=— b_,_o Delnde ob al=

-

erit ut ante s — U/QVV—I— 1, ﬂeoque e 2 et §= 3
Praeterea vero habebimns f—{— g=Vzet f—~ g—1%, unde
fit f __,_2‘/?4";' et g = ”—1/—1—1‘—’ Hinc formtl'laé' generales pro
- xoety colllguntm T : | : |

— eV o~-1) (2vV2—1) n
L= T avVa2 (3+0]/2) —l— 4?/2. : 3-—_‘9]/2) .
y:{“”’“ﬂ(S—LQVQJ ‘ (—1&;‘—’} 3—2ve) —L.

§. 10. Sumto igitur n=o0 sequitlurr_ foxe x—1 et
y= 0, qui-est ipse casus cognitus. Posito autem 1= 1
erit =4 et y—=>. Ex his duobus casibus sequentes.
emuntur ope fo1mula1um ' —=6x"—x et y ___6y -——y-—l—g ;

‘unde ergo binae sequentes series .derivantur :
' Pro x ... . 1,4, 23, 134,_ 781 ete. et

Pro ¥ . ... 0,5,32,1809, 1104 etc..
qul quomodo’ satisfaciant manifestum est, cum sit:
S
41-——1.__3 5_..—2—, 28?.—1__22.“ :%) .
Deinde 1342 — 1 =133, 135 o J

§. 20. Verum hoc modo non omnes. obtinentur so-
lationes, quandoquidem initio jam:observavimus satisfacere
quoque valorem x=—=2-et ¥ —2.. Verum hic probe te-
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nendam est ambas has series etiam 1etro comlnuau posse,'_
et =6y — y” + 2, un-
de 1nsh1per ommtur sequentes valoxes : R

Pro .. ctc 2174, 373, 64 11,. ‘2,1, 4 etc.
Pro y..etc,—-3075 —528,—91, ——16 —3,0,5 etc.

ope formularum a:— 61 —x?

ubi valores negativi ipsius ¥ facile in posmvos, transmu-
tantur. Quia enim 11111‘1‘161[18— trigonalis, cu;us. Jatus: est ne-

an (e ——

- quL est. quoque trigonalis: orinn~

dus a latere m— 1, Toco — m- scxlbele licet. - m — 1, unde'
novi valores hinc oriundl ex unt more solito e*;:presm T '
Pro T . .« 1, 2,11;064, 373, 2174 etc. et
pro ¥ . .—1,2,15,90:527,3074 ,
qui aeque satisfaciunt, ac priores, cuam sit:z
5. 16
z

o?— 31— 23 11— 1= 10.12 = 3 etc.

§. 21. Pro hoc igitur ex_e?mlﬂol ‘completa solutio

" ex binis seriebus recurrentibus est compesita, ita ut nu-

meri quadrati, qui unitate minuti evadunt tugonales, oL~

dine ita procedantu ,
‘1,05, 42‘ 11%,23%, "6"4‘. 134 78‘12? etc..,

Haec auLem dup1101tas 111 primo exemplou non occu:rrlt,,

-quandoqmdem series ibi mventae,. etiamsi retro contmuen—_-
b, novas solutlones non producunt.

iy
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Exemplum IIL

| §. 22. Invenire eos numeros trzgonales, qui- triplicati
etidmnunc sint trigonales , - cujuswiodi est I, cyjus trzplum
pariter est trigonolis. - Hic ergo requiritur ut sit.: |
3 £x°°+”)"—""?’;'_3', sive’ 3%z + 3z =yy 7, ita ut hic sit

2

L em=38;8=3; y=moet{=—1i; y==1 et $=— 0, pro ca- .

su autem cognito x _—__a.: 1.6t _y:i b— 2. Deinde ob

‘a4 =3 snmi debet § ==V (3rr - 1), sicque sumete licet

=1 et § == 2; tum vero ex casu éognito _deducimué
——3s¥a+s

f—]—g_.l/?»-]—m,g et f—g=12--1; ideoque f==: ;

et g,_,.y/—i——,' unde formulae generales pro x et ¥ sunt:

x#€ﬁ§%@+V$-+F$?MW—V®

—4m+0@+va — (=) (2 —V/3)"

§ 23. Haec autem binae formulaé justas plaebent

]
ct

- RIH 'IDIH

-

- solutiones non soluim quando pro n numeri integri positivi

accipiuntur, sed etiam negativi, quare cum sit :
(2 FI—VS);-—*“. (2 — V' 3), similique .modo .
(e—V3)Th = AV o
his notatis formulae pro altera solutione erunt:
xfwﬂ;ﬁxg—w%)+4%§;%@~FV@-_§et
=) =V — () (2 V) — 1,

B

-unde sumto n == O utraque solutio. prachet ipsum casum -

'covmtum r=1 et ¥y = 2.




- I

~.
) i .
e R

- i?:,!‘.::.,::j‘;-' Sl ‘

]
Y

e L . P RS AR
i, Miiq\-':%’fqr E i T ORI A R Y Y P

k ST R
R

EATE L

‘17

§. 2 4_ Sumamu—s nunc n==1 ; ac priores formulae”
nobis dabunt, x=—>5 et y—=— 95 posteuores Vero fmmulae
plaebent x—=—0 € y=0. Lx cognitis antem hlS dggbus
solutionibus sequentes ~€rui possunt ;. 0pe formularum :

M*vxmm+1ayﬂ4y_y+1,
unde ex pucne casn deducuntur sequentes Sf{llltlﬂn?s: o~
Pro & ... . 1, 5,20, 76, 285 ete. . |
-Pro ¥+ .+ 2,59 35,132, 404 etc. o
Posterior vero €asus praebet solutlones sequentes : |
Pro 2...1,0, 05 1 5, 1o, 176, 285 et

Pro y...2 0, 1,—3, -1o,—~36 —133,—495 etc.
Modo ante autem vidimus numeros tugonales quorum ra~
dices sunt negativae, puta — T, convenne cum radlclbus

m — 1; unde intelligitur posterlorem casum nullas novas-

solutiones pmducere Sicque - omnes numeri trlgonales quo=

am tllpla sunt etiam trlgonales, hanc seuem constltuuritz.
0, 1,15, 210, 906 40755 etu." '

- MOGOOOO'SOQC?QOG'O% .
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