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DE TRANSI* ORMATIONE FUNCTIONUM
DUAS VARIABILES INVOLVDNTIUM

DUM EARUM LOCO ALIA.E BINAE VARIABILES INTRODUCUN'I‘UR

AUCTORE

L. EULERO

-

.

Conventui exhib. die 18 Ovctobris 1774.

[

. §. 1. Etsi hoc a1gumentum in tertio VolummeInstltuuonum
meartm calculi mtegralls jam fusius pertractav1, ‘tamen - hic
methodum sum tradltums, cujus ope tales transformatlones-
multo facilius eXpednl queant. Si 1g11:t1r % fuerit functlo quae-‘

cunque binarum variabilivm x et Vs harumque loco aliae

binae Wauabﬂes quaecunque f et u in calculum mtlodu-

.cantur, quaestio huc redit: quamadmodum omnes formulae‘
_diﬂerentlales s €X proposﬂ:d functlone 4 ormndae, cu]usmo-

?
di sunt (& ) :4394)4 aa_aai),_{giz 3-8t Jpea Jamas no-
' vas varlablles tetu e*{prlmantur'? ' L

1

§. 2. Quomam 1elat10 1nter binas . Varla,blles x et y,
Tespectu novarum t et u, cogmta assumu:ur, “non’ volum

- bihae priores x et y tanquam }functlones blnalum ‘poste-

iorum t-et u spectan poterunt, sed etlam IST.IEIE tetu
6 *




q‘uae ut sint, determinatae, necesse est fieri: ( )
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émnt certae: functlones binarum prlomm x ety, quam xe~

lationem per sequentes formulas dlffemnuales replaesemdbo

ot —=Pox—+ Qoy et ous=R ax+Say,

8 b

( (%S-) ; ubi litterae-P, Q, R, S non solum- tanquam‘
'functlones ipsarum x et y sed. etiam ipsarum’ t'et u spec-
‘tari poterunt, ob cogmtam ratlonem, quam hae bmae va-

- riabiles inter se tenent.

§. 3. His positis primo investigemus valores formu-

larum differentialium-primf gradus, quae sunt (g——z) et (g;‘),_-
. quos acczplent per novas varlabﬂes t et u. Ac priino

quidem ,” ‘cum 'sit ‘tam 9z = dw ( ) -+ oy (a %) quam

0% = Bt( )—I—Bu( ?), Taco 9t ‘et du valores ante stabili-

Yos scrlbendo prodibit ista aequatio :

I R

, BRI \gz‘ +-89y (aw' —
Hic evzdens -est utrinque termmos, “eodem differentiali 9%
vel 2 y affectos; seorsim inter se aequam debere; unde col-
ligimus has duas aequationes : '

G=RE+RE
I ( Qe+ 8@

ubi jam | httelae P Q,R,8 tanquam fonetiones 1psarumi.‘ |
t.et u spectari poterunt, shcque formulae differentiales (a a‘)

ol ( ) pex ‘binas novas (ai) et (au) expnmuntur,.”
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§. 4. Multo autem difficilius est hinc valores formula=.
rum differentialinm secundi gradus, gnae sunt, (gif) 5 (;fg’ y},
aaz) 611061‘6_, id quod tamen sequenti modo satis -com=
mode plaC-Stall poterlt Inmplamus a . Pprima harum fora
mularum (é—xq), quae ouitur ‘ex formula (a“x)»_ si ea _dlﬁ‘e..: -
rentietur, sumto 9 y:: o, et differentiale . denuo per 92 di-
vidatur. At vero, sumto dy — 0, ex formulis: “principali- g
libus -erit 9t — Pox et au_Ram, unde fit (af)__P
a") R. Hinc tantum opus est ut formulae P )+R( =)
d1_ffe1en1,1ale per ox dividatur, pro casu- scilicet o ¥ = 0o.
Cum éutem jam P-et Q sint functiones binarum. ¢ et u, "
earum differentialia talem habebunt formam: Mot +~Nouj
unde ergo, ob (33 =P et (&% )____R pro & habebimus
MP - NR. Simili modo etiam slad functmnem ipsarum
t et u reducetur, quae reductio | cum pexr se sit manifesta, .

in calculo retineamus & et aQ‘. Intenm tamen cum sit.
2P ox
M‘"‘( et N= CEAS erit oo ,,)-I—R( ); similiqtie-.

modo erit (an) e P ) + R (BQ)

§. 5. Superest ergo ut etiam formulas gf) et "g—‘:}

eadem lege tractemus. ° Cum 1g1tur in genere sit:

| 2-(G1) = 2t (5) + (), |
hoc per dx divisum, ob. ( )-'—P €t ( =R, evadet
' 3z 2 ki |
PGs) -+ P‘(Eian%i _oar,

rs
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Simili modo s-2. (au) — P aata;) + R (Bd“) " His ergo b~
sewatls erit : ' |

) = 26 + PP + PRED)
99z 53
| _ _ tft.a_x(aa) + RPGm) + RR G
- - guae formula contrahitur in hanc. 0

G2 =2y 4 By o+ pp(%i;)

+ 2PR () -+ RRGH). \
~ . § 6. A 1ed1amu1 ]am secundam fo:.mulam o0xy, 1
88 3x3y

quae : prlmo ex formula = derivari potest eam sc111(:et dlf-.‘

- férentiando, sola y pro vanablh sumta, ita ut sit Jx==o. T

‘Deinde etigm illa formula denvarl potest ex for mula H) eam "

‘dlffelentlando, sumta sola x variabili, 1deoque oy =0. Evol—f

vamus primo hoc modo formulam (a =), et quia sumto dxr= o
ht 2t = QOy et ou *—-'Say,- ideoque ﬁ:__Q et- (a )-*S

_ 5

. 3P i ER—
T ————-—hlnc—ex——quan'tltatlbﬂs' —P—-— T R—orio ttrr'—fmmuiae 3y Gt .
o gi qaamm valores , uti. casu praecedente , pel- se erunt ;

coguiti. . Erit scﬂ aP — Q( ) -+ 8 (g-:) 5 similique modo
¢ erit g—i = Q( ) + 8 (a ), quarum autem loco. retimeamus
g; et 5. . Pofro vero habebimus: . -
392y , q 99z
: ('a"t')- = QGg) -+ 5 G=)
9% 90
5 a . ("E) — Q(Btau) _]— S (auz)

His 1g1tur colligendis 1epe11emus ;

formas

r
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22) - ;"5 5 - PQED) + PS (2%

(.aacay
+ 35 G + QRGS) + RS 23:),

guam -etiam hdc modo exprimere llcet,
332y — L WL Gy I
(Bxa_'y) é-y_ ot/ 3y \oul s -
z ] m
+ PO + (PS—+ QR) (55 )RS (auz
§. 1. Fundem autem -valorem ~etiam ex. altera for- |
mula g—:) = Q(§-;~") + S.(5%) elicere licebit, eam differen-
tiando, sumta sola y‘ variabﬂi,-idéoqfue 0y == 0;. unde. fit
%) =P et (5)= R. Hinc igitur primo babemus

ox
P(H+R &= g—g' . similique modo ? =P E)+R (%E .
_ Deinde erit uti in prlrno casu :
‘ 1 oo oz
=0-G) = P Gm) + R(arau) t
a1 PELE 33z
= 0 ( ) = aran) -+ R (aun)

qmbus collecus orietur : o
2% aa '
(aaacay) - a ( ) —+ P Q(aﬂ) + QR (arai;)
—  FRE)FPSEEIFRS G,
quae etiam hoc modo repraesentan potest : .

Gazy) = 55 O+ 5@

F PO @R+ P9) () + RS (9.
quae formula cum praecedente eglegle convenit : initio
oP .. 3Q . R __3s

- enim. ]am notavnnus GSSC 5y — 5—-‘: : 'a-'-y — 3z

§. 8. Tertia demque formula (a 2) derivari debet ex

\ .fo1mu1a ( )._.“Q( )-—}—S(au), sumendo B'B::...‘“O, unde fm’




o Deinde erit -—‘— '. 'al = Q aa?f) —+ S(a,«au) -

‘ guibus collectis fiet :

|
'-sive'conéinniUS' E S o B

e e

| I
——-—Q ot 2 - Hinc ergo fiet” |
aLf )+S()aa“~Q<%+w%-

dom
oy

' oz Y.} 33
aijl 0. a_: -— Q’(Bl‘azu) + S (a:)s _

Pﬁww H4&@n+®@m

dy?2

_;_I—ay 2+ QS (aagi )~k S8 (g;z;), :

CEERG+FE .
+0Q0 G +2Q8 (aiaai) + 88 GH)- L

§. 9. Istos. jam valores pro forrnulls dlffelentlallbus
secundi gradus inventos heic uni obtutui exponamus '
adxy By oR 0%
I (Bxl - aac at) + gx )

+ PP (2Z) - PRG@Q—FRR.QS

LD =56 +560 .
+M@+mﬁmﬁ>M@,
WG =56+ 56 -
T 00EH+ 208 E + s5EY,
quibus jungantur foimulae differentiales primi gradus ;
@ =PE +RE . ‘
@ =3 + s
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Manifestim. autem’ est cadem hac methodo inveniri

posse valores formnlarum differentialium tertii gradus, 'quae

| 9im ., M=z . =z , iz . o . R ] )
sunt =% Srous stews S Atque adeo ulterius pro |
gredi liceret; vernm quia formulae nimis complexae essent

proditurae, sufficiat methodum tantum e*{posmsse.

P%oblema.

= s

 Tnvestigare casus, qmbus hanc aequatmnem dz,ﬁ”e; ertio-
differentialem : ) == Vv (ayg) genemltter integrare .
liceat, ope tr ansformatz,onw ante explwatae. ' '

Soluti&
Baz

5
inventos substltuamus , orietur sequens aequatio :

23+ 2@ PP @)+ oPR(E) A REEY

=oo [+ 5 +Q0)+205@9) 58 @1

Nunc igitur quaeumr quomodo novae varidbiles- t et u

et (332) Valmes modo -

accipi oporteat, ut haec aequano mteglatwnem admittat.

Hunc in finem efficiamus primo wut partes- (ara) se_mutuo - —

destruant , quod eveniet si fuerlt PP — QQ’UD, 1deoque
P =+ Qu. Simili modo partes ( %) se distruent casu
RR=SSvwp, 1deoque R=-+Sw. Sumto autem P::_', O_v,
necessario sumi debet’ R _~—-—Sv, qulo ahoqmn etlam
_partes (ara) se. mutuo destraerent R e -

Mémoires de ' dead. T. OL 7
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§. 11. Sumamus igitur P = Qv et R = Sp, atque
nostra aequatio induet hanc formam ;. | )
. Q_p 5.5 o FEL:
S (59 — %5 5 — 22500 (575)
’ ag CrLS
= r)+””ay au)+9QS””(ara
sive -’
a. Q;v 9.5v ;Jmy oz ,
( ____31.9-0_ :Ei_n)'_vv f)+vv auj ‘ .
' . doz
) ~+ 4Qva (a m)
quae aeqatio- tnbus mnmm membms principalibus constat,
sc111cet : ' 1R ‘ .
39z 3Q SQ_:v 28 95wy dmy .
4Q_ Sow ﬁ‘a’i)“*‘(v” Tox )( E (7”’ ax)(é“u" —0.
§. 12. ~Cum igitm ‘sit P__,Qv et R = —Sv, erit

ot= Q(ual—}-ay) et du =S (dy-vdx); unde patet
quanutates Q et 8 ita accipi debere, ut hae dua\, formu-"
lae mtegmtmnem admittant , 1d quod a valore » potissi-

mum_pendet, - QLIO_IglIZI:I J_snnphmssmus incipiamusy -g= -

. mamus, 'v:a, capique poterit tam Q— 1 quam S=1,

unde fit P=—g et R=-—a; quibus positis aeqtmuo no-

stra elit' Aaa (aafaai =0, sive { ;%Z) ——0; qua ergo bis in-
t‘eglata habebxmus t—ax~y et u -y —ax.

T

o523, Ad aequationem Inventam (%a;) = o inte-

grandam statuamus (‘éa—z):s ﬁetque (a )':::.0 ubi sola &

variabilis dCClpltLu, existente u constante, quare mteg;and@

ST

T e i

> _;;-‘.E.M:-__.'.:;;;nz:;:n.-‘-'

N

=¥
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ponamus s=T"iu, existente faul"/ u=TI":u. Cum ignm sit
)“"S"‘_I‘ tu, (ubi jam sola u vauablhs smmtm, ita ut’ t

3]

on
pro constante habeatar), mi,eérando habebithus z=Tu+AcL,

consequenter, 1oco t et u SCllptlS eorum valoubus, habebimus.
5 hnjus aequationis : ( = oaa (—-—) mtegrale completum
g—=IC:(y—ax)4 A: (y + ax), proutl quidem .jam du-
dum constat. ST

5. 14. Tentemus nunc solutionem generahorem, su~

mendo v ___i, existenteé X functione ipsius x, et Y fanc-
S(Xay—Yay)

Y
H tione ipsius ¥, eutque at—“wﬂ et Bu_._ 5
quae ambaé formulae mteﬂrablles redduntur , sumendo
=3 e t 85=%; tum enim fit t f et u—-j' e E;f’,
: 1 — 3 ) :
POrIo vero P_-—-i et R _"E‘ .
§. 15. His ergo posms aequatlo nostra hanc 1nduet
formam : o o : "
4 29 X’-—Y’ az- Y ki az e -
| stow T )(5})-—(—@—) Fu) — 0
' | quae. dacta in X2 reduc1tm ad hanc '

() (X =Y (@)~ (X +Y”)( )-o

~de qua_ aequatlone obselvandum est, eam in genere inte—

r " grabilem esse non- posse, nisi alterutra forma (a ) vel ( )
%] evanescal. Statuamus igitur X/—Y/=0, id quod tantum
‘duplici modo fieri potest: 1°) scilicet quando vel X’'=0 et
¥ — 0, hoc est' quando utraque functio X-et Y est con-

‘gtans, 1deoque etl&m v constans, quem casum modo ante

{. o gt




52
| ‘expedivimus ; 2°) vero quando X’=—0b et Y =—b, unde
R fit X = bx et Y=y, hincque v == 2, ideoque aequa- .
' 902y ___ yy ;002 .
tio nostra pxoposn:a est (52) =% (5a)» sive.
— aaz' s ' -
z (57 = ry GA. -
- quem ervo casum hic evolvamus. _ ' .
| §. 16. - Cum igitar sit- X= b et Y=by, erit t=;lxy -
et u:—lﬁ_’_ Pono vero. erit P— .3 Q__,_b 5 R__uu“,_' '
1 afau :
S=55- Aequatlo autem inter ¢ et u erit 2 (55= S52) (au) 0,
‘a cujus ergo. mteglatlone tota . nosira solutzo pendet Fa-

cmmus lgltur, ut ante, ( )_ S, et aequatm nostra erit: :
2 () — bs——-{o, ubi sola t est variabilis, ideoque u con-- |
stans ; -quo notato erit 20s—bsdt=—0, sive ...~—~—bat o, |
cujus integrale est s — 1bt — Const. —=Il:u, et.ad =
© pumeros transeundo ! Se B t*eI" &R ¢d,eaqu.e &:..(%E] :e”'“I“":.u,
sive posito- b==2¢ et (-a——) — ' IV:u. In hac autem

aequatlone ]am sola u est variabilis, unde fit 3z—¢ Taul“/ i,

--w— —--——-— ----cujus integrale —mamfesto* [ i—e“T—u—;}-“&‘” T
§- 1'—7.' Ctlm igitur sit == Z:ch, ideoque €° _';/a:y

ly

ctu_. e

hinc erit I':y— funct. cuicunque % ,- si-
mlllque modo A:t= funct. cmcunque ipsing n:y‘,, consé-
quenter integrale nostrum completum erit 5=y 2y % 4+ Brxyy

ubi prius membrum multipkicari potest per ¥, quo facto -

erlt  Rp—

yE:Z 4 Q: xy. Ubi observasse ]uvablt CuImn.

b3 g_;. comprehendd,t omnes functiones nullius dimensionis
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ipsarum & €t ¥, prins membrum denotare. om‘nes functio-
nes 1ps¢1rum X ety unius dlmE‘l’]SIOIHS‘ Pj_aetel h@g a[_nem_-
duos casus modo tractatos haud’ patet ahos exhiberi posse,.
quibus aequatio in problemate proposita complete integrare

s

liceat. ) N
Problema. . - .
Investigare casus , 'quibus haec ae'quatio diﬁerentiali&
secundi gradus : xx (o) — faxy (2 axay +gyy (s )::o' |
ope trazwformatwms hic tmdztae complete integrare
posnt ' : AT -
B Solutio.. ) |
§. 18. Loco binaram variabilium % et ¥» quarum
functio est z, 111t10ducan.mr binae ahae; t.et Uy qualum ad
illas relatio his aequationibus éxprimétu»ri ot=Pox—+ Qayl
et du=— Roxr—+ Sdy, atque ex formulis supra datis €ol-
ligamus primo coéfficientem termini (—g—a;), qui est

"PPa:x—-‘fPQa:y_—i—%QQj/‘}’-- o

Similique mode .coéfficiens termini (g—a—ﬁ) erit . -

]

RRxx -———fRSocy 4 gSSyyg |

quos ambos evanescentes reddamus , quod quo commoding

“fieri queat, stdtuamus f_a+b et g=ab; hoecque modo prior
. coéfficiens resolvitur in hos factores: (Px—aQy)(Pr—bQy),.
qui ut evanescat ponamus Px = aQy. Alper Vero coéffi-




54

ciens in hos factores resolvitur: (R. T — aS ) (R — b S y)

qm ut evanescat faciamus Rx —=bSy.

§. 19. Cum igitur sit P—"“%?'- et R —. S” formulac :
p'rinci‘pales pro ot et du erunt: at__Q(ﬂa—xi_—fa’) et
ou =1 (Z’M—@) quae ambae fient integrabiles sumendo

—j et 8==2. Sic enim fiet dt=a. 0% ? et du=b.2 a;; o
‘ unde integralia erunt’ t == alx4-ly et u_.._bl:n—%-—ly, sive -

t=1x'y et u:la:y Sumtis autem Q-—; et S=_,

, y?
erlt P'—*~— et R_;
. - . §. 20, His jam Valonbus substltutls, qma termlm.
' %?,f aaz) jam.ad nihilum sun‘; perductl » cogfficiens

termini ( 2223 reperietur |
2PR3:x-—f(QR+PS)xy+ gQ8yy,
qul ob f=a4b et g—ab, facta substitutione litterarum -

'

majuscularum, fit 40 b—(a4-b) —=— (a— b)'z. ita ut hic
K

_____t_emmus Jjam_ Sit. —— (0 —— b)z ﬁdau)._. _ Pom: Vero. -termini-. -
(3 ) coefﬁaae;ls erit xx —a—Qm f:cy o g}fyay, qui oh
. — — ——— ._'-I £ " . -
52 = To, 5% o et 7 — Ty abit in hanc founam.

——a (b 1) Slmlhque modo coéfficiens términi ( ) col-
hgltm fore' xx (33) — fay 2 ax‘*‘g"’ﬂ’ay'—“b(@—l—l);'

"
I S Py

g

§. 21, Aequa.tio igitur resolvenda nunc hanc induet

3o s

formarn' o o
(amb)* 2 (1) B 4D (a4 1) (2 .__0,

et e
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de qua autem ante- omnia notarl oportet, eam mrllo mo-
do adhuc cogmto uactau posse, IllSl alteluter posteuoh-
ram teunmomm evancscaL Statuamus lglmr b_..—-—l,
unde fit f'::a—i' g—-—a et t___lscy. et_u:l%,
Baz RN T

Aequatio vero resolvenda erit (2 1)? (atgls (q+g)(é—u):o.

= — L - o
Hinc ergo si ponamus (3= )—=wv, ob (arau) = (57) et
(a4 1) ( 2) = (a + 1)7), sive (a—l— 1) ( ) = v, ubi lit-

tera u tanquain constans est spectdnda, quo observato erit

gw__ ot

\(a-pl)a'y:zﬁat, ideoque ?', PR unde fit l?)—';————i—lf Uy

1.
sthue numeris SUI‘HUS er1t TJ = e% I‘f: U..

. 9 .
§. 22, Cum igitur posuerimus zz'__a—:,- ‘1ta ut nune

-t pro constante sit habenda, erit: %g: eEFFTIY ru, sive

" R ;
_Bz:er—ﬁau I’: u, unde ob faul"’:u

T:u’ habebimus

i .
% == 7T : u-} A:t, quae explessm, ob binas functiones

aibltmrlas, utique praebet mteglale completum aequatlonls

propositae, casu sc1hcet quo f—a—1 et g==—a.

§ 23 Quo nunc hanc formam "ad variabiles x et ¥

transfmamus, notemus pumo esse: t—=12x" ¥ “unde ﬁt
a : I

e =x'y, hlncque eﬂ'H — x¢+‘yﬂ+l—*‘ 1/:17 ¥; tum VEro

_funetlo quaecunque ipsitis t erit etiam functio . quaecun—-

que ipsius ), unde pro A:f stribere licebit A :rx'y.

Deinde cum sit u==1%, ejus functio quaccunque etiam




56

%, sicque loco I':u nunc habebimus

Mokl
™m .

erit functio ipsius-
T':Z, Hinc hojus aequationis differentio - differentialis :
' 392y - B0y ;
a1 : ’ i

integrale completnm erit 1 % == vV 2y T —:— Aty

Quoniam igitny ista aequatio abit in eam’ qﬁam praece-
dente prbBletﬁate invenimus casu @ = 1, eadem forma in-
tegralis prodibit, quam supla . 17 1nvemmus, sc111cez:. ) :

% =V y I —{— A:x y .

§. 24. Prms membrum 1111[19 formae mtegrdhs multo
simplicius exprimi potest, dum scil. ejus factor prior per
quandam functionem‘ripéius 5 multiplicatur vel dividatur,

“y %, prodibit zema Tt Aaly;

Dividatur ergo per
ubi potandum  est pnus membmm 2T : 5 continere omnes’
functiones homogeneas unius’ dunensmmq Ipsarum x et y.
V'Observetur hic, si etlam fuerit a:.._,~— 1, ita ut‘aequati'o

“proposita sit T —‘xJ’(axagD yy(aayg)_o tam inte- Jf -
. grale completum f01e z—=xT:%2- A:Z,  Ubi notandum,

-etiamsi duae functiones e}usdem fonnae ‘occurrant, eas
in unam contrahi non- posse, propterea quod prior multi=
plicata est per. x.

A
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