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| Conventl}i ex_hibita. die 23 ‘_Feb'r_uari? 1779 -

"_’ : §. 1.

e yw... m x', cojus formulae dlffelentlale est

d: dv(a+pbx+cxm)—-—zvdx(b——}—cm) )
B == T G o

bac—{— cxx) —2 vda: (b —|— cx) + vvdm — Adx.

: 1nc 1511111-' sublato "denominatore, oritar haec aequatlo s




.mus 4fg—2cf=o0, unde fit g=1%

tet ff 4-ae—2bf — A, unde determinatur duplici mode

- atque’ nostra aequatlo integranda habebit hanc formam

A
Fhxt 4~ 4ghx? 4 szbha:x+ cahxr—+cag/
—pegx¥ —ocfx—2bf
+ of hxx < 4fgx —+ ff
+4882%

Ut jam. ista aequatlo evadat 1dent1ca, necesse €st, UL sin-

— A

gulae potestates ipsius & seorsim. se destruant; qguare pro
potestate quarta tollenda debet esse h — 0, hoecque modo
etiam tertia potestas abscedit, at pro secunda tollenda de-
bet esse 4gg—2cg—0, unde fit g—Ic. Porro si ad ni-
hilum redigantur termini ipsa quantitate affecti, habebi~

gquae conditio jam

sponte . est adimpleta, sicque tantum superest ut reddatur
ff+ 5 ag—2bf—A; quare cum sit g—1¢, statui opor-

guantitas f, erit enim f=b+ Y bb— e+ A.

§. 3. Quo nunc aequatio proposita commodior red=
datur, loco ¥ bb—ac—+A seribamus k, ut fiat A=kk— bb+ac,

o (Rk— BB —-ac)dx

! . dy+yyda'_(a+2bx+cxxj’
et nunc haic Aequatlom satisfacere vidimus hunc valorem :

) b-l—k-}-cx -
y"""‘a-—{n bx - cxx?

quationi nostrae satisfacientes, propter signum ambiguum

litterae k assignatum, qui autem non erunt reales nisi &

ita ut jam duos valores simus adepti ac-
, ‘




P
A

i - - ! i - . .
e . o .

:ﬂproptearea quod nulla nova constans arbmana est 1nt1o-
. ducta, n,a ut ‘ista mteglatio tantam’ plo pBITICHIarl su: ha-
i;enda. Vemm aequatio p10p051ta ita est comparata, ut ex
quohbet integrali partictdari facili - integrale céompletum
_erni possit, qnod qnomodo fieri debeat in aequatione multo

e‘nerallou dy +y ¥ dx — 'Vd:c ostendlsse jovabit, ubi V

i;uventus 51’(: th valor paltlculaus y=p, ita ut haec ae-
| atm dp+p;3dx__de sit identica, atque nuinc ex
3pso hoc valore p ehc1 debeat 1ntegl ale completum.
A : '

--§. 4 Hunc in finem statuamus 1nteglale completum

csse _‘)f p+z, factaque subsmmtmne ouetur haec aequatlo"

dp+dz+(pp+°pz—}—zz} dx——Vd:r:,
-_ unde si 1lla aequano subtrahatur , 1emaneb1t Ista :
dz+ Q}sz:x:—}—zxdaz — 0, quae posito "z —- tlansforma-
' in hanc dv—-Opvd;r__ci:c quae per ¢ —~afpds mukti-
phcata evadit mtegrabllls .. quippe cujus’ Integlale erit
pe 282 — fe s gy, quod “integrale constantem arbj.-

‘manam involvit, jta ut habeamus
. ,D___e-fpdxf -—zfpdx rlx—{— CB' p,f'pdx

denotet fnnctlonem quamcunque ipsins x, cuique sablsfacexe- .

]

Y
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guo valore invento erit nostrum integrale completumy =p-+=.
u

§. 5. Applicemns hanc operationem ad aequationem
kk—bb d . :
éﬁ—ﬁ_;ﬁ_"flé , pro qua invenimus
" T . X T b4k cx .
integrale particulare y == p == ;G a0 €% qUO fit

‘ _.(b-—i—k—i—c:x)d _
Qijdx—"“——“—n+abx+cxx’ cujus 1nLeg1at1o nulla laborat diffi

cultate. Ponamus igitar hoc integrale fopdx —1g, ¢

fiat ¢ 2P —e” Iq::f; et 674" —=¢q, sicque integrale com-

nostram dy —+yydx =

.
qf%r +Cq ’

§. 6. Quomam vero geminum integrale partlculale

pletum jam erit ¥ = p —+ —5——

~ sumus adepti, proptel signum amblguum quantitatis £, inde
1nteg1ale completum multo facilins eruitur, id quod etiam
in aequatione generali dy-+yydx=Vdx ostendamus, cul
bina integralia particrilaria satisfacere assumamus, scilicet
primo ¥ = p et secundo y =g¢, ita ut 5it

tam™ dp -+ ppdz =Vdx

quam dq - qqdr=Vdx

_‘ subtrahendo ergo utramque ab ipsa aequatlone proposita
hae duae aequauones orientur :

10 dy —-dp—}—(y —ppydxr=—o et

00 dy —dq+(yy—qq)dz=0
- unde eliciuntur binae sequentes:
437288 4 (o p) dex=—0 et

y
dy-—dg : _
3:._..‘2_ _}— (}f —jl-“ q) dx ""'—O




qnamm haec ab 111a subtracta 1611nqL11L
—- y——di’ (daf——dqr) — (P — —
jus mtegxale mamfesto est ly —l—f(p-—~q) d:r___l,

§ 7 Cum enim pm HOStld aequatlone sit;

iy kk— bb : y
d; _}f -+ yydac::éa +£bxi:’;}f}ﬁ, ubi ex superioribus patet esse
' b-}—-k+cpe b—r——k——l—cx = —_ " ok

p'—"a—t—sbx—}—cxx q_'_kt:l-—l—:zbm +cxx’ el’lt p qd= 3—'—2bx.+..cxx’
~tnde si ponamus f—= +£bx_’”_cm__s, habeblmus ly P—|~S__C

Age—5—1p

L A ff,' quod est . 1ntegldle completum nostrae aequa-

\'e\emplls 11111stlemus.
S Exemplum I -
. Adw
Hu]us aequatlonls d: Ly + ¥y dx == =

- quam- ob rem pro imtegralibus pa1t1cula11bus habeblmus

s__sz]/(A 1)f1+xx——9}/(A—_1)A g. .

/

~ -

24+VAF1 Cx—VA—1, <

W‘Porro vero est p == T et ¢ = - >—; unde
Afg—V A1) —eS (x4 A1) =

colllgltur integrale completum y = =—r——mmrrs—r-

namus mteglale ita cap1 debere, ut evanescat poswo =03

B P

'i{mc colligimus ;“ ._P —Ae ], ubi A denotat constantem'

,:-arbltrarlam s hmcque poro concludlmr y—“ ; A;—:s—- . mvc -

“Quo ista integratio clarlor reddatm', eam aliquot -

§ 8. - Hic. igitur ante omnia . est a= 1, b=o0 et
=1, hmcque erit A =—hik+ 1, 1deoque R= 1/ (A~—1),

§. 9. Quo haec propius. ad usum accommodemus, po=




s

-

hoc autem casu erit §=— o, unde constans A ifa deﬁni;:i

AV E TSIV E—
debet, ut flat 0= M/?‘A__I_{’ 2 ', unde fit A——1,
— VAT (x VA
smque erit y — IETOIC -;2_'_”_95) quae EXpressio sem-

per erit realis, quoties. A — ¢ fuerit quantltas positiva.

§. 10. Cum autem Thoc 1nteg1ale semper debeat esse

reale etlam51 V A—1 fueu_t imaginarium, ostendendum est
quomodo ‘his casibus imaginaria se mutuio destruant. Quo
‘antem -hic . calculus facilins expediri possit, ponamus
esse VA—1 = a']/‘-—- 1, tum-vero sit brevitatis gratia
A.tg.x=0, ut sit x;:.tg.(b et 1—]—3:39::55—’5;, sicque

‘nostra aequatio erit

— (g ¢—~M’-—z+e“‘q"‘"—' (tz, O 4-a ¥ — 1)) cos. q;ﬂ
1 y__? l+cg‘a¢'vﬂl

§. 11. Quia hic ubique. imaginaria occurrunt, - at-
- que adeo etiam in ezponentlbus , e€a inde tolli oportet,
quod fit ope formulae® genemhs " "' —=cos. w+y— 1 sin. .
Nostro casu erit & (W —cossead+yY—1sin.2ad,
ubi brevitatis gratia loco- noc(b scribamus tantisper ». Hoc'
valme substltuto numerator flactloms inventae hanc m-\
duet formam : ;
tg. (I)——-obl/——-1-{~(tg @—1— a]/——1§ (cos. m—-{—-]/———i sin. m)

Sive hanc:

tg. (1 -+cos. w--Y — 1 sin. w) ——-ex]/—--J. {1—cos. m-]/—-l sin. w).
‘Hinc ergo s utrinque multlpllcemus per 1~-cos. w—} —18in.u,




sive y =

yator, calculo subducto, evadet th.d) (1 -+ cos. ) —2 a sin.,
ue modo tam numerator guam denominator est realis,.

ted (1 4eos. m)-——aszmw} "
I——cos. w tos. q)

n goo. ergo integrali est tang (.Dﬁx ; a____._]/ L A
'___._.zoLCD,__...——-—QC})]/l——

§. 12. Quando igitur in aeguatione Mostra proposita:

uocnca integrale nostrum erit y=

-+ yydm—-—(xi oy fuerit. A=1—uaa, tum posito a—tag. O,

ﬂl‘Pth[le angulo 1) Rl 0} OLCD 5 erit y= = (1 = cos: 1) ~— ot 57N, W

i ) (1 ——tosiwy *

gnae expressio adhuc simplicior reddi potest. Cum enim

g st w . ) o x—atgd :
SIt s = 18- 1w —tg.ad, erit y == ——Im—~, qui -valor:
posito X = 0, €vanescit. '
Exe'mplum II.
Adz .
Hu;us aequatmms dy + yadr =g -

5. 13. Hic ergo est a—1, b—0 et c—-'-—l, unde

ﬁt A = ﬁk -— 1, ldeoque E= 1/ A + 15 consequenterx ‘

g—20 ]/(A-|— Df—m= V/A—i—l x ]2 + . Hinc ergo exit
LES :j:) > unde Ob p — Lﬁ e = — zk—:,:x’ mtegla_le
strum fiet: '
- I+x
) ‘ q—P(I—x -
y, - t——x\k . i
'_-‘(I—x - T

G AR 1 — )k (R 2) (1 »—I—x)k
1—xx {14}k —A(1—x)} "
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Ouo -hane expressionem ad formam commodiorem redigamus,

J : :
statnamus [ —-—=w, ¢ fiat s=2hw, atque pro integrali completo

. 4 el RO . h—x — he—x
pacti sumus y = SIS existente p=i—ip € §= [T
—_—
g Y g2 R .. . \
ale+=4ti—=e * Fic jam loco A scriba~

1ta ut sit == ) (PR — a)

mus ¥ et supra et mffa multiplicemus per g, eritque
] " P ‘ s

"_kw‘ 4 .. o h— .hm . wmgr. . Cha
y=== (ko) drn(—n) et ? - ange forma facilius applicarl

(1 — ) (n ek me™ R)

poterit ad casus, quibus A= V' & 4 1 fit quantitas lma=

ginaria, quem casum hic jam omni cura evolvainfis.

§ v4. Ponamus igitur formolam VA4 1—=Fk esse
imaginariam, ita ot sit E=— a}/—1, ideoque: A ———oan—I;,

atque tum habebimus equ_“l' — cos. aw -+ VY — Esim ow

et 6 Y T — cos. g w— Y — Lsin. aw, quibus valoribns

substitutis. fet :
{—-I—m(c-os.' s Ve Tesih. oot (o - VY — 13} .

¥ = —n(cas.am,—i—‘}/—a:rsfn.am)(xw-a.'p/w—z
* (1 —xx)(neos dw-i Y — 1.5if. W) -— MEoS. AW myY — 15 an

§; 15. Mic jam constantes arbitrarias m et . ita:
assumi convenit, ut saltem denominator evadat realis, quod“_
eveniet ponendo, m =X} —1 €t n=—X - vV — 1,
jta ut fiat mn—2ouny —1 et m—n=2or. Hoc enim
modo. denominator. evadet — (1 —xx)(hcos. aw+ i sin.awh
Pro. numeratore autem. evolvendo: notetut fore ::

m (o—-a)/ — 1) — Re—oap—- (opx)V—1 et

i (X— &Y 1) =— AXx~fap - (e px) Y —1




@

.,‘

:atqﬂe lpse numerator erit: ' S
T \COS. B (?\a, — p.a) —- o sin. e __4_7“”:3

ocque modo tota. expressio reddita est realis, fit enim:
- cos. we (A — L&) — sin, oo (A o L)

‘ ¥y = (1 —zac) (W cos. oW —— . 577w w)
fqumd ergo est integrale completum hujus aeqmau@ms dif-
— (a4~ 1) d&

. i"e;cntmhs. dy -+ yydr = G
§. 16. Quodsi hanc expressmnem ita determinare wee

mus, ut evanescat casa X =0, qtmmam POS‘L’[I[’HL’[S:

’+’° hoc tasu etiam evadu w==0. -Sic~

= £ —10 =

gue esse debeblt 0= ’5;— ; unde patet gtatni debere p.==03

hocque modo integrale desideratuin erit:

F e €05, OBy o SN AW L ——a——algouw o
YT e Ve Y T e Quomodo an-

tem haec eXplessm satisfaciat, operae plf'tlflm erit e*{ammale.
fore .

. Hunc In fmem ante omnia notarl oportet, ob dm_ —
~ dze (1w )-—audafac rxmz-—.a axdmt‘g el

adx
dig. O (Yoo — thm vero dy == =T —
: sast wat g
Quare cum sit _yy-*"“f'#'" “(f_“;;; - g,w_” . erit -
’ L e 1 SR ‘

+ ry = Gy
~ Integratio
generalis aeguationis | propositae.
§. '17. Quoniam in solutiome supra data posuimus
A — kk—bbaac, duos qasus' evolui oportet, alterum quo
A>uac—bb alterum vero. quo A < ac—bdb. Pro priore

rgo casu poni potent A—=kk—bb-ar, utisupra (§: 3.) feci-
.ahdx —
mus, tum vero cum supra §. 7. posuermus [T

' . Q*
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nunc statmamus [ ‘-‘—:ﬁfgm —uw, ita ut flat s=0kw, atque

integrale completum, quod §. 13. ita invenimus expressum:

e patkw . . .
J,:-_‘_W_Pe__' nunc, Posito A:’f,, transformabitur in hanc

.2

Ameakm . Lk
1 . . mge W —_npe tw o )
formam: y=—= = TFu > existente
. b+ hkd-c= : "____rib—k—i-_-«_cx
p""‘u—m}wsbx—l—cxx et q““"a—]—-abx—]—cxm’

ubi constans arbitraiia continetur in litteris m et n, Hocque

modo casu priorl est satisfactum, quo est A=-kh—bb+ac.

§. 13. Agglfediamm nunc alterum casum, quo 0t
A 2 ac— bb, ac propterea statuamus A —ac—>bb—aa,
qui casus ex praec;deme nascitur , ponendo k — 2y —1.
Ante antem vidimus, esse Y ™ — cos.am—-) — 1sin.aw
et e "Y' — cos. aw— 3 —— sin. @ w, unde denominator
praecedentis fractionis evadet:

1 (cos.at— Y —1isinaw)—mn (cos..ao:—i—-]/——~ 1sin.ecw)
¢t jam constantes m et n ita acciplamus, ut iste denomi-
nator evadat realis, quod fiet sumendo m ==X - Y — 1
et n——hA—-f-ny —1. Sic enim iste denominator in-
~duet hanc formam realem : 2Acos.aw —- ¢ p.sim.aw.

§. 19. Pro numeratore autem nunc habebimus ;

A(bex) 4 pma——(w{db4cx)—Ara) ¥V —z
o~ 2be—-cxn -

mg =

Simili modo reperiemus :

— A (b cx)—pot (u(B-ox)—Xa)V —1
a—f-zbx-t-cxx -

Ponamus autem brevitatis gratia mg =M+ Ny — ¥ et




wr

© - Meos aw— Nsin. aw

ar

13

'_f;;";pf —_— M+N]/—1, ita ut sit M :—_,”H‘”‘)'*'“ et

a2 bax—tcxx

b — ' ) .
N — Blétem)—z = yscque modo numerator noster erit

a-2bx—tcxx"

(cos. g — Y — 1 sin. aw) (M 4Ny — 1)
~} (cos.aw —+ Y — 1 sin. aw) (M—N 4 1)
— (2 M cos. aw + 2N sin. aw)
1ta ut nunc etiam numerator habeat formam: :realcm. :

§. 20. Cum igitur lntegrale nostrum eompletum sit

» si loco M et N valores assumtos IC=

— A Cos aw - LS. aw

E stltuamus, 1stt1d mteglale evadet:

'h(b—]—ca:}cas w—— Lo gos. gw—- U (bFeex) sin. g Aa sit. 2w
N (@ 42bx—j~cxx) (A cos. ow— 1 sin,aw)

‘ubi ratio inter quantitates A et w constantem arbitrarians

involvit. Quod si integrale debeat evaneseere, sumto
dar

r=—0, quo casu etlam integrale w—— f m cvanese
cet, constantes A er pu ita determinabuntur, ut hat

by . : ‘ . . e
o ____;:w, sive A—a et p—~"b, hocque modo integralé

e eus. ety —— it et ot BB Beow
T (e+F2bxcxx)(acos aw—bsin.aw)”

- nostrum  exit i

§. 21, His expeditis geminam mteglatlonem hic su‘b

finem uni obtutui exponamus,
—_ (ee—BES-KR) &%
— {ad-sbxcxx)® ¥

1. Hujus aequationis: dy -4 yydx
integrdte completum est: _
M (BAex—FR) —Ew_n(sq,_cx_,-_@ R o
J (a2 ba——cxx) (me— Ry ghwny
ubi litterac m et n arbitrio nostre relinguuntur.

: Y . —bY :T :
II. H.u.]us,: aequationis : dy +yydx— E;;Txﬁz‘ J’;,
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integrale completum est:
A (b—-cx)cos. aw—t ot €05 aty -t (b e2) sim e — K asin. oW
Y — (a—|—sz—|—crx)()\cas,aw—-|—p:sm o)
ubi litterae a et arbitrio mostro reliquuntur. Pro utro-
d
que autem casu © exprimit integrale formulae { -0 s

quod ita sumi censendum esi, ut evanescat posite X=—O0.
§. 2o, Neque wvero totnm negotmm adhuc est con-

fectum , sed unicus adhuc casus evoluendus restat, quo
sive k== o0, sive & —0, ideoque A — ac —bb, quando-
guidem hic casus medium interiacet inter binos tractatos,
atque €X neutro, NOR nisl per longas ambages, deduci pot-
est; multo autem magis expediet eum ex primis princi-

piis repetere, ubi bina integralia particularia ita sunt con-

L Bcx—k bd-cx—FR
stituta, ut esset P == ;o o7s 1 cas et § =i iaTens’ nnde

fit p—qg= Lmk:c—x;, atque pro praesentl cast statui

debebit k= 0.
§. 23. Spectemus igitur & tanquam quantitatem mi-

nimam, ac ponamus brevitatis gxaud p=—q-+o0, ut sit

eh -
0 = rrpigense tOM VETO prima operatio nobis suppedi-
tavit -hoc 1ntegmle V=2 A-[(p—q)dre = C, quod igitur
ﬂkdx
+f————-——“a_|_ S2t . =2 AR, quae ergo expres-

o, ob fﬂ_Hb e W abit in hanc formam:

—-~+ okw— oAk, ita ut jam sit

X
—_— 2k . .
3’"_‘1 T (y—aq)(at= b::-—i—cxx} ol"w_“oﬁh—-—ok(bb——-ﬁ),

hincque fit yﬁ—q'—'(wv—-g)(a#nbx-—l -5z consequenter loco




q valote substitute, pfodibit: [~ . 1 7
bf-cax ' bl
e ¥ = m+zlzm+6l’x"+ (“*"—A‘) (a—+ o Bx 4-cotm)?

Btox) (w—A) +1 ‘ -ale T
: sive. y_(wL 3 (s-Fabat owr)’ quod est integrale completum

r.—h‘umsr casns desiderati, quod ergo neque exponentialia ne-

que circularia Involvit.
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