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DE RESOLUTIONE
FRACTIONUM COMPOSITARUM'

1N SIMPLICIORES -

AUCTORE

. L. EULERO.

CDnven:cui exhib. die r1. Januarii 17789

§. L.

Cum olim hoc argumentum tractassem, praecipue:-adejus- .

wsum in calculo integrali respexi, unde necesse erat; des
nominatorem fractionis propositae in suos factores simplices,

seu - pfimi gradus, in quibus scilicet ‘quantitas wariabilis
non ultra primam potestatem assurgit, resolvere; quo, facto -
methodum tradidi, pro quolibet denominatoris factore sim-

" plici fractionem partialem inde oriundam investigandi, sive

ejus numeratorem, qui semper est constans, definiendi.-

Quod’si enim hac ratione pro singulis factoribus simplici-

bus tales fractiones partiales fuerint formatae, summa om-

nium aequalis esse debet ipsi fractioni propositae , - siqui-

dem fuerit gennina et quantitas ‘variabiii's in numeratore. -
. £




4
pauciores habeat dimensiones quam . in denominatore; sin
autein fuerit spuria, et variabilis in numeratore ad totidem,

vel adeo ad pluses dimensiones surrexerit, tum ad ﬂlam‘

fractionum partialinm summam . insuper- partes 1ntegras,

'quae X lelSlOile nunmeratoris per denommatowm resul-

tant, addi opmtet

§. e.© Quoniam attem plemmque evenire solet , ut
plules denommalons factmes simplices evadant 1mag1na_111,
quorum b1n1 conjunci semper producttim 1 reale consntuunt

‘methodmin meam etiam ad factfnes secundi gladus hujus
formae: @-L-bx—cxx extemh, atque’ demonstraw, quem-ﬁ

admodum fractiohis hinc natae numerator mvenm debeat

qui plerumque duabus constabit partibus, dum in eo etiam

prima- potestas variabili§ inesse potest, ita'ut fractio inde

‘a—-fe

nata hanc l?labltﬂra sit fﬂrmam : m—x

tem neg@tm calculum 1ma01nauomm an sub51d1um vecare '

sum coactus. I _ -
§. 3. Peculiaria autem artificia reguirebant casus,

quibus denominator - fractionis propositae duos pluresve

complectitur factores inter se aequales, gquorum evolutio.

in fractiones partiales longas ambages. 'posttllabat“'-' impri-

#is quando dud pluresve factares secundi gradus fuerint . "

inter se aequales Nune. igitur aliam’ methedum proponari,
quam etiam ad factores altiorum graduum applicare liceat;

Tn hoe au-
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- Enb;qmbus ergo etiam._' quadrata aItioregque ‘potestates_’ fac-
oL, ;:E)r;lm tam Pprimi_guam secundi gradus comprehe'ndi' POS=+
o ;u;rlt. Imprimis autem haec methodus a praecedente in
) €0 dlsmepat quod totum negotinm sine quantitatibus 1ma—-
gmarus absolvi possit, quam ergo methodum hic accura~
tius exponere mecurm constltul. ' / _
] §. 4. Considero igitur huone in ﬁnem flactlonem'

_ quamcnngue, compositam hujus formae. Pxpﬂ NPT cujus de-

nominator- complectatur quotcungue factores P, Q, R, S, ctc.
qui smgull non solum sint -primi, . ‘vel secundi, vel tertii,
sed etiam cujuscunque altioris gradus; ita ut, si cujuspiam |
factoris gradus ad n d1mens1ones ascendat, ejus forma fu-
tura sit ax” 4+ BT Ay a” —{—Sx 4 etc. . Imprimis.
autem in hocce negotio necesse est, ut omnes isti facto-—
yes sint inter se primi, neque ullum factorem . communem
involvant. Numerator vero N functio esse potest quae~
cunque rutionalis in"tegrd ipsius x; ac perinde est sive
haec fractio sit genuina, sive spuria , quandoquidem’
'p'osteriore casu partes integras in fractione proposita con-
tentas pér divisionem actualem eruere licet, quod quidem,
postquam jam omnes fractiones paltlales fuerint inventae,
demum fieri poterit.

§. 5. Primo 1g}tur hanc fractionem 1es01v1 opoxteblt
in hujn1smod1 partes : %—{— E—:]-E—}— etc. quae scilicet ex
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smguhs factoubus dénominatoris ‘oriuntur, - Demde vero,

sl in numeratore N quantitas varlablhs x. ascendat ad to-
tidem dimensiones, quot habet in denommdtore PQRS etc.

praetelea accedéet quantitas- constans %; sin autem ad plu-‘
res dimensiones ascendat, msuper accedent paLtes mteglae-

A - %x—{— xx ete. Quemadmodum 1g1tur omnes istae
peutes commode’ inveniri- queant ; methodum facilem hic
sum nadltums, quae’ ita est comparata, ut quaelibet pars,

. site  respectn ad rehquas hab1t0 > ~.seotsim - investigari

possnﬁ ' . _
. 6. Cum i itur ex denominatoris factore P oriri
grur

statuamus fractionem z ante omma est notandum . hanc

P2
fractionem esse debele genumam, ita ut in ejus numera-

' t01e P quantitas x paucmles habeat dimensiones, quam

in denominatore . P, quandoqmdem paltes mtegrae n f01~ |

ma Y+ Br4-Cxrx —l—st + ete. continer} ponuntm
Unde: si factor P fuerit primi gladus formae « -4~ Bx, nu-
mexator 3]3 erit quantitas constans a; sin autem factor p

fuerit secundi ordinis, . fieri potest ut etiam X in €I3 iin- -

Gredlatm, ita ut habeat formam- @—+bx; at si P fuerit

factor tertii gradus foxmae cx—i— B sc—1~'y:m:—f—5 x%, tum for~

ma numeratoris P esse poteut @~ br 4 cxx, et ita
porro; ita ut in genere numerator ‘.}3 involvere posm om-

, nies po’restates ipsius ‘T minores quam in denommatore oc~"

9}

e
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In operationibus igitur sequentibus probe caven-
dum ‘:erxt , ne 1n numeratore P mvestlgando istae potesta-
'bcs" minores ex calctilo extirpentur. . Hoc observato me-
thodum hic sum expositurus,. cujus ope ,..pro\ qualibet- ha-
yum fractionum numexator B, sine Irespectu' ad reliquas

~habito, inveniri queat.

i

Investigatio Fractionis

quae scilicet ex denominatoris factore P oritur.
4§ 1. Quoniam- igitur fractio proposita’ PR Sum=
mae omnium partium aequalis esse debet, Ita ut ‘habeatur

sequens aequatlo ‘ '
o -—-—”’—t— B A B Cr - ete

pro fractione % mdaganda rcliquas partes omnes sub -cha-
ractere etc. com‘plectamur, ita ut habeamus hanc aequa-
tionem : ‘;E—i-;;;—* ¥olete. In ipsa autem fractione pro-
p051ta, qula hic tantum denominatoris ‘factorem P respl-?
cimus, producturn reliquornm factorum QRS etc. littera
M de91gnemus, ita ut jam habeamus hanc aequatlonem :
'F_*— ? -‘etc. unde valorem numeratoris ‘P erni oportet.

§. 8. Hunc in finem multiplicemus hanc aequatio-
nem ﬁ—a]ﬁl- etc. per ipsum factorem P, ut prodeat ista:
u_ﬁ]'j—i—Px €tc., quae ergo statim pra_ebet GBZI;T"—“‘P"GW‘
Quamobrem si statuamus P=—=o, fiet P :%, quae ex-
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pressio- cum sit fraetio, totum negotmm hue 1edzt quem-
admodum mde functio mtcha wpsius o erui possit.

_§. 9. Iuc1plamus a casu mmphcmsnno ‘quo fact01 P
est primi gradus, ideoque numerator quaesﬂ;us 5}3 quagti-
tas constans » atque ex aequa‘czone P=o SLatnn eruitur
r=f, qui valor in fractiorve % substitutus verum nobis
praebebit valorem ipsius P qua.esitum.- Sin’ autem factor .
P fuerit secundi gradus‘ ex aequanone P—= o elicimus:
T == fx+g, unde omies a1t101es potestates ipsius- x per
similem formam expmnele poteumus-. Cum enim inde
sit ®3 == f.xx—-[-— X, 31 th loco XX - ejus Valor scubatur,
habebimus _ SR -

2 = (ff4-g) x -+ fg, dc dento per x multlphcando em;
x*—(f3+2fg)x+(ffg+gg), tum vero
= (fi+3ffe+gg) o+ (Pe+cfeg) ;

hocque modo quousque libuerit pmgredl Ticebit, Jita ut om-.

1gs potestates altiores 1psms % per talem formam f;l, +g
exprimatur ° '

- §;' 10. Quod s;i" exgo -hos valores tam In numeratore.
N quam ‘in ._den'ominatore" M substituamus , 1nariifesfto | ad
‘talem formam perveniemus: —=P= %ﬁ: ;
telllgltur, numeratorem et denoniinatorem per e;usmodl

ub1 facﬂe m-

factorem communem. multlphcau posse,. ut p031to xx= fx+g
€x denemmatore quantltas X pemtus extlrpetur, quo pacto

L3 [T

<
t
A
1
£
(
?
]
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Quod si eni-m' Pf@

:'jiwlor 1psms 95 "obtinebitur.

ﬁlO
apa-{aq i bp) x +bgxx, qui, posno T ,___f:x:' —1-— g, i
duet harc formam: (aq—bp -+ fbg) x - (ap 4+ gbq), ubi
tantum opus est p et g ita definire, ut fiat aq-+bp~+fhg=o0,

—

nominator erit =— ap-+gbg=gbb—afb—aa, 1deoque
constans, Numerator vero tum erit

(a+ﬁw)(p+qx)-—ap+<aq+ﬁp>x+ﬁqxx, qui ob
TE= fa:i-}- g, reducitur ad debitam formam fm—-}—g Krit

enim W= (a9~ Bp - Bfq) = + (ep--Pgg), ita ut nume-
tator "quaesitus sit T= “q""ﬁ;’bj‘jf;;i op+REg, |
§ 11.  Eodem modo si fuerit P factor tertii gradus,
posito P = o.fiet a4 fxa:—{—ga:—}—h, unde etiam omnes
‘potestabes altiovés: ipsius: x per similem formam exprlml
‘poverunt; in qua scilicet . tantum prima et secunda ejus

iﬁsrl'. pobestas “inde énim coﬂlgitur fore

s #—fb—-' —_— P .__;_‘ —— -
sive 2="%=". Sumte ergo p—-—fb--u et q=b, de

o= (ff4 Q) vx 4 (fe+ b x4 fh

= (Pt 2fg ) 22+ (Ffg + fit-g8) v+ (ffh-tgh)
Ylterius autem progrediendo evidens est has formulas
constituere seriem recurrentem, cugus scala relationis est

fi +g + h quo Observato f&cﬂe, quousque hbuent, pro-.

gredi licebit,

Mémoires de T Acad. T. 1. , - 2-
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§. 12, Jam satis manifestum est, " si’ denominatof Pi
fuerit gradus cujuscunque, puta n, ex aequatione P =—g
semper fore " = fx"7" < gx"* <4~ ha" 7% 4 ‘etc.. unde
simul omnes. altiores potestates ‘ipsius X Pper potestates
n™ inferiores  exprimi- poterunt. - Quod si jam isti valo-
res tam in numeratore N quam in denommatore M substitu-
antm, tum pro ‘,]3 repelletur fractlo, in CHJUS tam numera-
tore quam . denorninatorf; : tanfum 'pdtest_atés_ : minotes quam
exponentis’ n occurrent. Tum vero haud difficultex .in’c'el;
ligere licet, sempér talem multiplicatorem communeminvé-‘
stigare licere, ut facta ~multiplicatione “denominatox eva-
dat quantltas constans, numerator vero ad Jpotestates mi- -
nores quam exponentis n reducatur, quo’ pacto valor de-.
sideratus  pro littera 5 obtinebitur. |

§. 13. Hoc autem modo mvestwatlo pos’meml mul-
tlphcatorls plerumque -calculos perquam operosos et taedio=
sos postularet; quamobrem plurlmmn 1nterent allam exco-

- gitare  methodum, cujus ope fractio inventa X in - aliam

M

- formam transmuta/rl possn: cujus - denommator evadat quiin-

titas constans. ‘Talis autem methodus hU.iC pllﬂClPlO 111-

nititur: quod si duae fractiones ;111 et - L fuerint . inter se

_aequales ,- tum nsdem etiam fl‘stlO haec aptpr. futma

agtfs
§it aequalis , CU.]us 1e1 veritas 3am sponte in- oculos -

CULXIE,




1% -

‘:\ - § ‘t4.  Hoc principio stabilito, quoniam pro P in-
N
'ven jmus - fractionem 3, unde majores potestates ipsius

' ’a_m exclusas esse assumimus, SI hic SU_CCESSIVC tam S[lPIB. ’

quam infra multiplicetur per x, %% a?, etc. et loco a” et
ma]orum potestatum valores assignati bubsutuantur, prodl-,
bunt aliae -fractiones, totidem pariter valores ipsius P ex-
pnmentes, quae sm.t ;f, - ;’,,, » ;!,, 5 etc. In quas tantum po-
‘testates ‘minores quam x" in oledmntm. Harum Jam binae
ita per principium expositum facile combinari poterunt, utr, :

(4
posito P — ZI\N{FE;, ex denominatore potestas inferiorum

maxima, scilicet x"7, excludatur; quod si pluribus modis
fuerit factum, simili modo ex his novis fractionibus- aliae.
formari poterunt, in guarum denominatoribus ‘maxima po-
testas tantum sit x"~*; hocque modo ulterius progredien~

do tandem pervenietur ad fractionem, --cujus" denominator

_Pprorsus sit constans, quae ergo ‘valorem desideratum litte~

fae $Pv praebebit. -~ In’ his autem operationibus -cautela
supra' memorata probe est.observanda, ne scilicet istae
fractiones,  qualemcunque habeant formam, unquam depri-
mantuy, etiamsi forte habuerint factorem numeratori ac de-
nominatori communem. , |

'§. 15,  Hac igitur methodo pro quolibet denomina-
toris principalis factore, sive P, sive Q, sive R, sive S,-
fractiones -partiales %, %, %, E?, etc. seorsim assignari po-
*




.18 B
terunt, in quarum nameratoribus guantitas x ubigue ad
pauciores potestates assurgat quam in denominatoxe.

|

Alia Methodus

numeratorem B 1nvest1gand1.

§. 16 Postquam perventumn. fuerit éd aequalitatém

:i, ubi omnes 1psms ¥ potestates jam: sing minores quam

in ipso’ denominatore P, smgula:ns se mihi obtullt via, mul-

t1p11cat01em lﬂum supra memoratum eruendi, qui si litera

Il designetur, habeblmus P=I7

ut posito P =0 iste denominator evadat quantitas con-

stans, hoc eveniet statuendo MIO—=C —+P®&. Sic enim,
ratione habita aequationis P==o0, utique fiet P— e,

sicque ista littera per functionem -integram ipsius % expri-

metur, postquam scilicet ex numeratore NII altiores pote- .

states. foerint exclusae. \ ~

Jam quia requixitur

T *

§. 1% Nlmc ad istas quantltates II et © invenien- - &

das, evidens est si quantitas variabilis x ut infinita spec-
tetur, tum fore MII—P®, ideoque 'g :ﬁ ; unde patet, = ;

. I . ’ . . P o
fractionem 3 proxime aequalem esse debere fractioni =

Hic igitur in subsidium vocare conveniet eandem' opera-
tionem, quae in numeris institul solet, quando fractione

quacunque - proposita’ alia ipsi proxime’ aequalis quaeritur,

Simili enim modo, quantitate P per M divisa, residuum
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‘ pro d1v1sore, praecedens V:eYO dlvztsor YO dl"Vl-
dendo 5 hocque mado procedatur, donec ad quotos fractos
Pervematn:r, in quorum scilicet denominatore ipsa quantl—

tas x insit. Tum enim si more solito ex quotis repex~

tis fractiones formentur, ea quae ultimo quoic mtegro e~
IL

spondet, nobis exhibebit ipsam fractionem g, ex qua dein-

ceps, numesatorihus et denominatoribus seorsim aequatls,'

numerator P facili negotio eru:ﬂ:ur.
§. 18./ . Quoniam autem tales operationes it quanu—

tatibus glgebraicis nondum sunt usitatae, rem exemplo il+

lustrasse operae erit pretium. Sumamus igitar denomina-

torem P.o-=1 - x*; at pro littera P statuamus pervant‘ﬂn;

) 0 . . x84 . e . ' .
esse ad hang formam:. s ita ut N=—gf4-1 et
3 P ; o4 1
M el *'“J"“ rx --lv- 1, sic que eru: flactl() " — m, PIG

qua msmtuatux haee operatio:
Wit ;::44-: 1)

[

—|--:=
*-,ﬂ3-—-a-l~'z 3+¢x-+-1 —t

23 x —1
Aggeeg—pon | —x3—tdeyr |~
—x3-x—2 _
XL & oz | rer-zrefen] -,
: —}—-xx—x_t \
+3l-xx-}-x+1 “’“"’
3
—xx
‘ | -—_-f-::'c-—}_:i etc.
Hic ergo quoti ordine sunt: 2, ~ 1, —x, — 1, — =,

- - - - - 3
Posita jam prima fractione primo. quoto x subscribenda,. ut

vulgo fieri solet s, = §, sequentes fractiones inde miore
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solito formatae ita se habebunt:

Y -~ 1, —X, —1, --*-,—:,03.’1‘,‘
1 - &, ——-1 ' x* % T et Al |
c I ? —r1 .7 ‘x+: 2 —_——z

guaram fl‘ﬂ.Ctlle'ﬂm Tlltlll’ia = __{__2 IPSI fract;om o est

aequanda, ex quo fit I=—xx—+2x—1 et ® —x - 2.
§. 19. Cum -igitur posuerimus MIl'=C 4 P®, erit

C=HMI—Po. At vero pro nostro casu -est -
M = x5+2x4—]—x._;-1 el L
PO__._a:’—}—Qm‘*—kd:—l—z', |

unde ‘ denominator constans erit C—— 3, -consequenter

valor siumeratoris P quaesitus | |

== =— (@ — 2 fxrr—1)

‘"ubi“ autem potestates 'cﬁbo altiores ':exturbari debent, quod

fit ope aequationis P—1 —-}—x*::o, _unde co]llgltur gty

et &5 — —x, quo facto erit P = —}— (aﬁ —_— ocx + 2)

IllgVCSle’H.IlO partlum mtegrarum,

81 quae .in fractione proposma contlneantur.

§ 20.  Postquam omnes fractmn.es partmles, scﬂ. ;!;,.
0 % \ :
.Q,, R’
b allud superest, n131 ut partes integrae, quae forte in frac-

7 g& — sunt contentae, Velutl %+%x+@fxa:+ R
ete. 1nvest1gentu1 Ponamus igitux, postquam omnes fac-

etc. :per "methodos expositas fuerint inventae, _nil'
tione proposu:a

'tores denomlnatons fuermt in - se. 1nv1cem muli;lp_lz_cam, ma~ -
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;unan} potestatem ipsius & ibi contentam esse 2", Nisi
crgo etiam tanta potestas, vel adeo major, in n%ﬁeratore
insit, nullae prorsus partes integrae habebuntur. O_uando

b : autem evenit, ut tales potestates n numeratore N 1nsm1:,'

eas partes integras, quae tum mecesse in fractione propo»’
¢ sita continentur, sequenti modo facﬂllme 1ndagare licebit.
g

- §. 21. Ponamus primo maximam potestatem in nu-
b 8 meratore N contentam esse ipsam x", atque evidens ést,
: partem integram inveniri, si tantum supremi termini ‘tam

obtinebitur pars integra Y. Sin autem summa potestas in

numeratore occurrens faerit x™ 7’

» tum pars integra repe~
rietur, si-divisio tantum -inter binos supr'etnos terminos in-
' stituatur, quo pacto orietur pars integra formae Bx - 2U.
Simili modo .si summa potestas in numeratore occurrens
,fuerit &2, divisionem institui - sufficiet intex ternos ter-
sninos supremos ; unde quotus formae § xa:—{—%:c—]—%t re-
sultabit. ~ Hoc igitur modo operationes divisionis hand
mediocriter sublevabuntur — Conveniet autem omnia, quae

hactenus sunt praccepta, aliquot exemplis illustrare.

Exemplumif

X1
§. 22.  Proposita sd: ista fractio: -0

in Suas par-
tiales resolvenda. '

numeratoris quam denominatoris dividantur, hocque modo "7
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 Spmatur hic primo P=xx et Q=x-1 et N:xﬁ_-{—'x,‘

e T T I PR

ita ut pro Pprima f;ractione partiali habeamus %, ubj, g | i
5}3—-—-— x4+’, posito scilicet P=xx=o0, unde supe- (
-riores potestates omnes evanescunt. Hic autem cavendum $
est, ne etiam 1nfer1ores ipsius % potestates pro nihilo ‘ha- 'Q:i: !

beantur » etlam51 pautﬂ evanescant , idque ob cautelam
supra memoratam - Erit igitur hoc casu 1°) P==- _*_x 5
tum vero, primam methodum adhibendo, h. e. per & su- -
pra et infra multiplicando, et loco'xx cyphram scribendo,
erit 2% P—1I, quae duae fractiones combkina’t;_ae , ut

i

' - supra est stabilitum, praebent fractionem, cujus denomina-
J —

. tor est constans, scil. P-——I1=%, “qui idem valor etiam  #
prodit dum altera methodus adhlbetur | ' ;

»n

Fractio 1g1tur partlahs prlor, ex denommatous factoxe' |
- : o SR - K '

Lxx orta, erif —=

Quod si jam fractio ex altero factore Q— 1-+x nata
1-}—.'.\':4

‘statuatur __‘a, erit per Q multlpllcando Q=

0 ‘ .
- séilicet 1+x:0, und_e fit x—=-—1, xa:__—-]—-l et

gt 1,-' unte statim in integris oritur Y=, ita ut, al-

posite

“tera fiactio - partlahs fit ;o 1deoque ambae hae fl&CthIleS

-3

1-——3:
}unctae o —}—1 s | ‘
Restat 1g1tur ut paltes mte.grae in f’ractlone propomta'

“iconte_ntae, eliciantur, guod fr:t, dum numerator 1 -4 x4 di-
viditur per. totam dex;ominatbx.em,‘ ‘ex duabus tantum ’pér.— _
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- 4ibag ;é@’hs‘tantém x* - 22, unde oritur quotus ¥ -— 1, ad

fractlones pa1t1ales, instar partmm integraram, ad]1c1endus,~
441

quo facto fractio propdsita mi[x T in sequentes partes re-

solvﬁ:ur'.’m —+- - +x+x-—— 1, gquae tres partes in unam

ac‘i-—l—-r -
summam eollectae revera dant ————.

Exemplum IL
1 1 e r . : . 6-
§. 23. St proposits haec fractio: rromET
in suas fractiones partiales resolvenda. .
Hic ergo estN=x%, P=1-+x2, O=(1~x)* Siigitur fractiones
P o 6

. ‘partlales statuantur —~—— et ——, erit primo ’5,]3 feE==rs:

posﬂ;o scilicet 1 + xx — 0, unde flt xr——1, ¥=—2,
xt— 1,' 65— - x et xS — -— 1, ex quo colligitur

P = "—c:—xyz .. Hic autem denominatorem evolvi oportet,

quo scribi possit — 1 loco xx, ita ut prodeat 1°) P=;
tum vero, multiplicando supra et infra per x, erit. 2°)

P=_-=—2%, sicque prima fractio partialis (21?113 T -
Pro altera fractione habeblmus Q= - o= PoOsito
(1 —x) — 0, unde autem neutiquam concludi debet

x—1, sed evolutione facta, perinde ac si nulla binomii
potestas esset, statui debet rr— 2r—1, unde x*= 3x—2,
=4 — 3, ¥=5x—4, et 2= 6xr-—5. Hinc erit
O — 93—:5 » €x qua fractione more solito formatur
HQ=— ”“_f_, quibus debite combinatis ex“denbminé-tore'

Ménoires de I dcad. T. I, . . 3




*

elidetur ®, ut fiat Q==

. —d . . R . o SRR ’
erit - W . o , |
Pa1tes integrae denique onentur, sl numerator 25 di- % e

wda._tur per denominatorem, et quidem, uti jam supra .1n- -'
nuimus, tantum per ternos terminos suprémos x4 — 2m5+9xic,~
‘urde . quotus oritur. xrx —- 2% - 2. ‘,Hdc' ig‘itur --modo-tota
resqlutio ita se habebit: R N

6 .
o
(I-—l—xx)@—-—-x)ﬂ—"" a (r —+ xx)+g (1 — ac)-"' +xx+2$+2

Exe'lﬁpluﬁl T,

i ‘}_ o . . zq—lqcx -
. § 24. Proposita sit haec fractio: FO—ay I Suas
partmles resolvenda. '

Quoniam hic nullae partes mteglae occununt -sint

o 1—-xo
fractlones partiales 2 et T AC pro priore erit SI# e
Posito - sczhcet 2’ == 0, unde etiam omnes potestates altio--
yes evanescent.  Cum’ 1g1tur facta evolutione sit -I.
ey 1 m-—l—-mS acx——}——x‘f-
) E}S___W, fractiones reliqui erunt: II. . — s UL e
A xa,‘Y_E.A S

Jam “eliminando” ex fractione pnnmpah L. potestatem

—ah
xt ope ultimae V ex denominatore onetm 19) SB o

1—oxx ’,
4.
at facto eodem cum’ IIl. et V. ent 2°) %___W—:c; 3
Nurc autem 1" et 2 combmando ut etiam extnrbetur,

pervenietur denique ad P = Lﬂ’fifi“—‘i , qui est valor
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" ‘ .

o uaesltus pro numeratore P, quo igitur invento pnor
fractio partialis erit L 2 R
iy ;'- Pro altera fractione habeblmus Q _ ’fi;;—’-f, POSlto
(1 — xX)* == 0, sive 1 — 2:1:3: + at — 0, unde fic
g4 — oxx — 1 et % = 203 — x, quo substituto fies
0= g;j’_cx . Hinc porro nascentur sequentes valores. '
) ] 1. Q__—x+x3 =3 '
sxd— xx T gxx — 3 o
L o= = ..
oL 0=S=5=n=%

Cum harum derivatarum prima et tertia tantiuh po-
testatem secundam rx In denominatore 1nvolvat mde sta-
1:1m obtinetur flElCth denominatore constante praedlta 61'11}

1 1-l—3acx-—}—5ac4+7x—-—5x3

x3 (1 —wx)® T (1 — oex)Z

cujus veritas;caléuliim evolventi mox patebit.

.

’

- L Exemp—lum IV.

' §. 25. . In fractiones partiales resolvenda sit haec
-, 1 " '
f!‘ﬂCtLO i dexx) (1) (1~ xd) -

b a 0%

Statuantur fractiones paltlales quaesﬁae
ac pumo qmdem erit P=

(1~ 3 u—i— x4) POSltO 1=xx=0, unde fit
2 = — 1, P =, xt = 1 5 qulbus substitutis - erit 1°)

‘}3“‘“1 — twmn vero hmc 20) P= —_x_ﬂ), unde statim “colligitur
. . "

s . |

enim I 42— § =—= chinke mk unde altera fractio pat-
3

t1a119 concludltur — ;’—I’f—vf;; . Erit igitur -

1--xe? 1 »-{—-xS’-:; = xq.;‘




’ 20 ) . ‘. ! ) |

2

fraotlo abx, quoad denommatorem, 1mmums, seil, 513.__‘ oz
I '

41—y * '

Pro 'secunda fractione habebimus € —

ita ut prima fractio partialis sit

g

ita ut I Q= = e ;_HM * Derivantur hine
porro Il O =="—F—— et Il Q __mf"-:—:—x, unde
eliminando primo xx ex I. et II. erit 1) Q___;—j_f et ex
I et IIL. e) Q-,:::"—— » €X qu1bus demup x eliditer, cum
'_ﬁat 1% 4-0° ———3-317—%——, ita ut secunda fractio sltﬁ"—f_}{:;;—)”f

—- 1
Tertia denique fractio est 9% Ry e ‘existente

1~ x* = 3, sive r*r=—1 et X = —x, q‘uibtis substiti-

tis fit I R —= I_x+1mm+x3, €X qua porro denvantur

II m_x—}—mS—x—I-——x.’x
IL K= I“_xm._;-xs o

‘Elidatur :E"', et derlventur hunc in flnem sequentes:

1°) ex L et II. Rz 21—

2——ox - oxx

2°) ex L et JII. O — === i

LR —— X

| -3°) ex 1. et IV. 9?__1—”3
ex quarum prima et secunda’ statim  tam prlmam quan

secundam potestatem 1p51us x-eliminare licet: fit enim hinc

R =""""2, unde tertia fractlo partlahs erit =%

. 2(1+x4§'.
ita ut jam sit | _ o o

L x 3k +z+x_‘,m S
{3 A~ wx(z = &) e x) T 4 1t ) Ae=a8) T 2 ad

. : ' T ax) {:-+- 5:4) s,
existente 1 — & — o0, unde fit A= — 1, 1z L.

i B L

vy Y o o o ™

L o
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haec pestrema investigatio haud ' exiguas. amba-

. pcstulawt eam quoque pe: alteram methodum. tente=

gcs
mus, quam supra §. 16 et seqq. exposuimus, ° Cum -igi-

1

tor primo invenerimus valorem numeratoris 9%____1 e
9bﬂamus_ multiplicatorem. idoneum 'esse -II, ta ut sit.

o
aratum esse
R = et At vero II' ita comp,

opoxtet ut fiat II(1-——a:+scac—{—x3) ——C+®(1 LON

wbi ergo fra,:t1onem quaeri oportet 5, guae proxime aequia-"
' 4

lis sit -fractioni =52 ——.  Inter terminos igitur bujas

fragtionis instituatur sequens operatio, <cujus ratio ]am Si

pra eﬁf/ exposita:

“H-«M—’-‘I lmj:-l-'——x f—xx_}_x i

—-x-i—t—qcx—a:—]—x 2 3-2x —— 20 = 1|
x3—xx - x——1
axx—*zx—}—z —x3+xx—x+: x
03— _'_'?
L T = lzx:c—zx—i-almcx
220

J 'J;': N A Co . - . wzm‘-l-sietc

Nune ex quotls .more solito formentur fractiones:

X, —1, ‘_'5513', 2xx
I x —x ~}r  Exx - L
o 1 ? — s Ix i1

quarum uliimae aequatur fractio g ; sicque erit M=xx--% |
et © —x -+ 2; hincque jam erit
3} (x*+;nx—:c—|—1):x‘+2:c4+:r et
. O {14t = P tortd-x 2
unde mauifesto fit CxH (P4 2rmx41)=0O (14 39) =




2o .
2% -2 '

quocirca. erit R — T — L2, qu1 valor cum ante invento
egregie convenit. L .

Ex emplum V..

§..26. Pmposz,ta fractwne -_T‘f .
factorem constat esse 1 — 2x.cos. § + xx, mvemre fractw-

5 ctgus denommatom

nem partialem ex hoc, factore onundam quae. szt 'm?: et
C S L - + etc.  exit
. 1m lgltur S]t L &% T 1— ax cos. e+xx . 4
m iy 5. ‘
P == & T i£29 posito scilicet 12 cos. §—+xx=0.

Qnia vero  hoc casu tam numerator quam denomlnator

—— ox cos. 6-—-{—-.«3&'
1 e T

evanesceret, in fractlone

et ‘denominatoris eorum differentialia substituantur, unde

2x — 2 cos. § . 20008 —— 82 cos. §

oritur f{ractio _—W, sive ————, sicque erit
=™ (axx —— 2% cos ) ) ' '
Pl R ‘
Quia - vero nostm casu fit 1 - &* = o, ideoque.
:x:”-———l, erit SB——-’-—-iac (exx — 2% cos. ¢), ubi jam .

id sumus. adeptl, ut denommator RO amplms 2 ct}m- ,

o

plectatm. o _

.

+Nihil alind igitur supelest, nisi ut ex numeratme'

potestates a1t101es _ipsius x exterminentur; factore Autem
1-— 2x cos. § a:gc nihilo aequato fit ox— 2% COS. 0 — 1,

T {ox con O — n)

ex quo porro . colhgltur P —— —. Jam quaeran—'

—-—-—-n

tur Va101es altlolum pptestatum pel snnpleh * -expressi,

H]

loco numeratorls.
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4t — 8 cos. § — 4x cos. §— 4 cos. 0 ¥ 1,
qui valores 1in progressione recurrente procedunt ; cujus
ccala relationis est 2 cos.f, — 1. K

Quoniam autem hi termini continuo -fiunt magis com-
7 ~ plicati, totum negotium egregic sublevari iobs;aﬂrx_fo, si qguae-
rantur  valores formularum o3 sin, 0, x¢sin. 0, 2 sin. @,
a6 sin. § et ita porro, quippe qui secundum eandem legem

_progrediuntur.  Cum enim sit, utli ex calculi - sinuum,

£
i
M
L

‘E elementis constat, 2 cos. f sin. A0 —sin. (A — 1) ¢ = sin. (A-+1)0,
: progressio recurrens scquenti modo se habebit: |

g ' x sin. § — x sin. §

* a2 sin. § = x sin. 20 —sin. §

5 2% sin. ¢ = ¢ sin. 30 — sin. 26

x4 sin. § = x sin. 40 — sin. 3¢

2% sin, § — x sin. 56 — sin. 49

2™ sin. § — x sin. md — sin. (m-—1)9
: Hoc igitm' valorce substituto erit:numerator quaesitus
1 P — — = (x sin. md — sin. (m — 1) §)-(x cos. § — 1)

N _ sive evolvendo et loco xx suum valorem substituendo, erit

' , - 2x sin. mb cos. §? - sin. )o
£ L _ sin. (m — 1
1 ‘ P=— ;i | —xsin. (m—1)écos.$

—~ X sin. m

A
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pro qua forma scribamus brevitatis gratia
- P= ;-;,29 (Fx 4+ G), ita ut sit

== 2 sin. mé cos. § — sin. (m-— 1) .6 cos. 6 — sin. mb

G — sin. (m — 1) 6 — sin. mb cos. §
Jam pro valore F, cum sit
sin. (m — 1) ¢ = sin. mé cos. § — cos. md sin. 4,
erit F == sin. mé cos. 62—+ cos. mf sin. § cos, § ~- sin, mf, sive

F — — sin. mb sin 92 -+ cos. mf sin. ¢ cos. b, hincque
F

. sin.

Simili modo erit G = sin. m cos. § — cos. mé sin. § —sin. mf cos. §

—— == cos. mf cos. § — sin. m#h sin. § = cos. (m < 1) 9.

. . G . ;
— — cos. mé sin. §, ideoque —— — — cos. mf.  His rite

substitutis erit ¥ == 2 (cos. my — x cos. (m - 1) §), ideoque

. . 5 et —— 2 [cos mP —— 2 cos. (M =}~ 1) 8) .
fractio partialis quaesita =— -+ == e igem - Hinc

simul facile inveniri petest, cujusmodi anguli pro § as-

sumi debeant, ut haec formula 1 —'2x cos, § + xx revera
evadat factor denominatoris 1 -~ x"; ex formulis enim °

x sin, nd

- §in. (n—1) 9

- . Quia igitur
casu Xxx —— 2% Cos. 6—[— 1 =0 etiam 1+ x" evanescere de-
bet, satisfacienda aequatio erit xsin.nf—sin. (n—1)§—sin.é=o,

ante eﬂnbltls erit x" —

id quod fieri nequit, nisi fuerit sin. nd — o, ideoqrie
cos. nf == + 1. Cum igitui‘ sit “sin. (n — 1) 8 = sin nd
€03. 9-—'-cos.‘nasin.6; ob sin.nd=0 erit sin. (n—1) H="Fsin. §,
sicque aequatio adimplenda fiet sin. § -+ sin, ¢ == 0; unde
patet signum Inferius valere deberf_’;’% ita ut €08, nf = —1.
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Hanc ob rem si T denotet angulum, duobus rectis aequa-
jem, statui debet nd — i,
sicque simul omnes plane valores jdonei pro angulo ¢
inc e g g
obtinchbuntur, qui erunt o, s s g 0t wC Unde
si pro singulis factoribu$ denominatoris hinc oriundis guae-
vantur {ractiones partiales, sTmna €artm
. . - L, . . . . . xm > =
bitur ipsi fractioni propositae, scil, % giquidem m< 1%,
hoc est si fractio fuerit genuina;

1it spuria, partes integrae scorsim extrahi debent.

Mewoives de 1 dcad, T L 4

existente i numerc impari;

omminm  aequa~

alioquin etiam, si fue=
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