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 'ACCURATIOR EVOLUTIO
PROBLEMATIS DE LINEA BREVISSIMA
§N SUPERFICIE QUACUNQUE DUCENDA

A“UC’I‘ORE .
. "EU L E R O

- ergo patet ad differentiulia secundi gradus assurgere.

Conyentui exhibita di¢ 25, Janparil 1779

Pro superficie,, in qua lineam brevissimam duci oportet , data
it inter ternas coordinatas orthogonales x, ¥, %, haec aequa-
tio differentialis: oz == fox - gdy, ubi f et g sint functiopes
binarum gz et y, ita ut sit of = adx + Boy et 0g= B ox—+ 1 oy

His positis, cum lineae ewiuscunque in hac superficie ductae €le-

mentum sit ¥/ 0x + 9y ~+ 0%, loco 0% hoc valore posito erit -

Slementum istius.curvae = ¥ 9" ~+ 5" ~+ (for +g)"; ‘unde si

- statuamus 9y == pox, hoc elementum erit oxy 1-+pp+(f-+gp)”

§2. Formulaigitur integralis , quamad minimum revocari opor-

tet, erit {3} 1+pp +(f-+gp)’, quam in Tractatu meo': Methodus.

snveniends fineas curvas M axims Minimive proprictate gaudentes, in ge-
nere per [Zox indicavi, ita ut pro hoc casu sit Z=y 1+pp+(f+gp).
Tum vero, posito 0Z == M dx + N 8y + P op, ostendi naturam
Minimi_vel Maximi hac aequatione exprimi: N ox = JP, quam

§ 3.

L



wmq_gﬂ

§.53. Cum lgltur sit Z° — 1 + pp +-(f—t- gp) 5 d1ﬂ'e~
rentietur haec formula, ac distinguantur triplicis genhms elemen-~
fa, scilicet dx, 8Fy P, hocque moils reperieturs
Z0Z = dx(a+ Bp) (f+gp) +dy (f+ Ty p) (f+gf3)

+ 9p(p -+~ng+-ng |
Cum igitur in genere posueum oz __Max+t~loy-a~ Pﬁp, hoe

casu habebimus:
< M = e FBR) tf+gm

N — B+Y ?} tf +-8P)
— P+E {f+gP)

Hinc ergo (ob Ba:n + ’}/f? ‘x == 0g) fiet Nox =% ‘f+5?3
unde aequatio pro curua nostra quaesita erit 28 U;— £7)
= 9. BXEUTEN, Pro ‘qua aequatione evoluenda @onatur,

brevitatis gratia p +g (f + gp) =S, atque habebmms

o5 (f+gp) — 35 ___ 892
S Amaan = SR siue

| Bg(f+gﬁ)::as 2. ,
Quia igitur est 0S8 == dp~+og (f+gp) ~+—g 0.(f+£p), erit
nostra acquatio 0= 8p -+ g0 (f +gp) — ZZ.  Porro vero est

% -= PP *_:g;f?}i;’; 12, quod mult1p11cari debet  per
S == p + g (f + gp)., Hinc multiplicando ‘per denominato-
rem 1 -~ pp ~+ (f 4~ gp)®, habebimus:

0o==3p+ (g —f) 2. (f+gp) — gpdf (f+gp) + op (F+8p)
seu 0 == dp + (g — f) 0.(f+gp)+ fop (f+gp), quae aequa- _
tio porro transmutatur in hanc formam: '

0==0p (x +ff+g8) + (g —-fp) (f +103g)

L
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§ 4. Quanquam haec aequatio satis est sunplex, tamen

‘non patet, quomodo eam:. ad differentialia primi gradus revocare

liceat. - Observavi autem sequenti substitutione negotium con-
fci posse. scilicet: v == &£=72; unde fit p== g —f . hinc iam
v P , j- + P ’ u . Io grv +J , : N B

(Ff 4 gg) 90 4 |1+ vv) (fog — £af) |

differentiando deducitur op — — T gu)®

Porro erit- g — fp == J{f_‘_*‘qf ), denique
of |- pog =12+ 8% ;%M quibus substitutis aequm*fojarodﬂ*ﬁm*wf—ﬁ
0 == — v (f+ g8 (x+ [+ 88) +v (fF+rg8) (A ~8%8) |

C+ (I ~+ VD) (fag Gé‘f) ~+ (ﬁ+ g8) (o8 — &9of):

§ 5. Ad hane aeguatxonem simpliciorem reddpndam'

statuamus ff +-g¢ == hh, eritque fof+gig=="hoh, deinde
vero  sit  L== =%, ut flat fog — gof == ffok, sicque aequatio
‘nostra contrahetur “in hanc formam:

0 = — hhov (x =+ hh)—+ h*véh + (x + hh +w) ek
Cum ‘autem g — fh, erit ff (z Ah) ‘= hh E ldcoquc

F=; ”bkk, unde habebimus:

=t ov (3 +hh) =+ vhoh + (x —+ hh+ ) L 1+kk

quae aequauo porro , ponendo v = .S‘]/ x+hh, reducitur. ad
hane formam: .

o—=—0sy (z -l—hh)—i—-@’i.%_f}i‘T”l
Nunc igitur quantuatem s.a rehq.ns scparatam . exlnbere hcet,
P L 3k o
cum sit % == mTmn TSy, quae forma 51mp11c1551ma esse vi- -

detur, ad quam in genere pertingere licet.
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§ 6. ‘Quoniam autem hlc ,bmas -variabiles y et x per
eandern % determinare sumus conati, cum famen OmMRes tres

.quali ratione in calculum ingrediantur, universam hanc quae-
“formulaé paric

" stionem ita traciare mihi est visum, ut omnes
ratione. tres -coordinatas ¥, ¥, % involuant, quo pacto’ specu-.

" lationi potius consulatur, quam usui, :hancque ob rem investiga-
o txones sequentes subiungam. © :

’Sapplementum.

d §. 7. Pro -superficie data sit haec aequatm dlfferen-
tialis: px —.qdy — riz == o, ubi p, g, r sint functiones

1 coordinatarum X, §, %; unde, ut aequa.tm sit pasmbﬂm, haec

_conditio inesse debet:

E Paq—an+497—Taq+rap—?ar_.....Go
; oz ox a3y

Hoc posito pro. linea brevissima in hac superficie ducenda se-
quens habebitur aequatio, quam ternae coordinatae X; y,
pari ratione mgredmntm _
~ 00x (qo% — roy) 0%y (rox —poz) +aaz( POy — qaa,) ==0..

Vel si brevitatis gratia ponamus: ;

QYo% — 0By = f 5

0500 — 0x00s == g,

 0x3oy oyoox ==h3 .

erit fp-—l—- gq-~hr —o; tum vero etiam fax +gay+ hog=——o.
Deinde si clementum curvae brevissimae ponatur — as, erit

s’ == dx" - 9y* - 0z°; tum vero quoque.
095 —— qRd% — 733y — 198% — PIgE — paay — 429% .
as qo% — 19y 9% — po% ?asv - qax

I

Appli-




e R S
Apphmtlo ad superficiem sphaaucam.

§ 8 Sit aequatio pro hac superﬁcra x3$+y33y~|—~2;32:::".0,*

ita ut hic habeamus p == %y § — Yy FT=1%y €t prima. aequat;.o (N
pro linea brevn-.mma erit sequens: a

- oom(yoT— 2 ) b 'y (20—~ X0%) —-00% (:t:oy' —Y0L) == 04
cujus €rgo 1ntegra'le completum est aX =~ By —~y%E =0 ‘uti- A
ex rel natura patet. Quaestm 1g1mr huc vedit, quc. aodo hac h
' mtegrale erui possits : ; fi
'§ 9. Cum iam altera dequatio sit f:n—}«gy‘ ~A-hz==0, T

g, — z.?x-—-o,aJ zoe — X%
s pw hac aeqaa tione ponamus 0= erit BH d. TR .
s — wdRz - |#0% xg%) {49% — raa'v) v

ideoque 011 = —'”‘“yax ey e TaE sive evoluendo .
oIl — l._...._..-----yaw T [(dy00z — 020dy) X —+ (azaax ~ xaaz) ¥
- (oxooy ~— Byaox) T

—— ffos_;;uj._’z.%l YR :
. et mtroducns f,g,h, erit 0TL = X T 2555 Cum autem sit . p
fﬂi—‘l-‘ gy+hz 0 4 erit ¢I — 0y ideogue I qLantitas con- :

stanss:. quam si Statuamus — A, erit aequatm differentialis- pri-

mi gradus Sam 53

— qdx — X%, quae divisa per IX erit integrabilis; flet enim
*‘“ —Z-+38, sweﬁwamwﬂ_D,
om,+ By -+ ﬁﬂ; = 0,. quae aequatio cum s
. cungue s.rr..r

duci possunt.

§ 1o

o = Zd'\‘-"’xa"? ity €Epressa: . A (j’f.ffl) —_ 33'2’}");

vel mutams constantibus

it pro plano quo-
‘centrumn -sphaerae ducto; in superficié sphaerica |
pascentur cirenli  maximi; unde sequitur OMIlES circulos ma--
zimos esse lineas brevissimas ommum, quae in superficie sphaerae
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§ ro. Quoniam in huiusmodi calculis omnja, -ad unje

“eam - variabilem  reduci solent,” si prohoe efficiendo popamus

¢y == toX et 0% =idx, sumto Dx pro constante, erit _prima
aequatio vt sequitur: o o

Ot (r — pu) ~4= du (pt — ¢) = g. ‘
At aequatio pro superficie erit  p - gt - ru == 03" unde cum
hine fiat p —= — gt — 5 ¥ priof - Aequatio -hane  indpet
formam : : o '
| ot (r 4+ gtn - ruw) -~ i (= rie 4 gtt) = o.

Porro erit

TR Ao (TR T P 0" 0 h = dx" Of ;
tom vero 35 = 9x'(r - tt -y, et denique . °

2

T o5 Ll M9 A udu e gpu —i it o BB gt
s T x+iituu gu—zr; T T—pu " ph—gt, -

§ xx. At si malimys quartam quandam variabilem puta

‘angulim'Q introdicere s penendo ox—1ad; Oy ==ud's dr— voQ;

-Aequatio pro superficie erit PEqu = F =9, Porro pro-

litteris f, g, h, habebimus _

f =2 (uop — von)y

§=o* (vt — top)- - .
L h== 00" (tduw—udt) . SR
hinc ergo - erit St gu By —o." Aequatio pro  linea
brevissima eri¢; = . —

- fr 89+ hr = p (udy — V04) -+ q (0t — iov)

R (08— udt) — 0., . -
denique fier J5* — O* (Tt - w4 ), ideoque

dos —_ 1B 4wy 4

=2 7T — g0V . —ToU ___ rat — a'v-._......‘ i — ogf
o5 tt + U Qe - T u—-_L ——y 23_.__,,.9_‘-9_.

A TR T W Ty T —

Nova Acta beaq, Imp. Scient, Tom, xr, - G

§ 1z
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.quae ergo hanc induit formam:

" D (3 e pp—ga) B (np— — ) g (mpy q)“o set-

on (x +PP —+g9) + (Op + vraq) (g — mp)) == 0.

§ 16. Qllomam in hac aequatlone potissimum binze
formulae p —-mg et g — TP occurrurit, plurimum inuabit ra-

tloncm 1nter eas. 1nducere,_. Statuatur hunc in finem - ‘;"'g“‘*ﬂ,
g +

unde. iam fit = _.__‘i::ifi- tum vero vicissim q-—-'n'p — v ppaa).
P ptvg ¥

£
t

- ?BP—*-qu—F @ (43 — P99
porro amtems erit ap —i—- mog == S Tl

Si nunc ponatur g == ‘Mp, er1t G I"_'i_"u'; ) hmcque

m-u-a‘ulI-i-'vw)—-—an(I-{-nu) !
om = lrtoi—gizen) . Ponatw powo pp g7 = i,

‘et cum sit g::up, crktpp_..

et a z -—-ai&"" pog—gof hmcquc
L% pp

rdq — qop = ppou
qmbus valoribus subst1tut1s, ob g

tol — [ wity + (I~ uu -
Bp +1raq_.... Pil"lﬂij L) erit

0._ (9 (Tchvw)— 3w (T wr EEHy bt (10T 4= fur) gt —wifdu}
I ?pCHou eI

(x ~{-—tt) (az:(x -+— vv) ] Bv (1 -—}—-uu) g
- vt (5 - ) At — vtiu) == 0,
quae. gequatio porro reducitur ad basnc forman:

ti‘au
FETad .
1y - ...__._.E.f_t____.. et
- P14 vu)

H -.:H-

sive

o ((x ~- ) (2 -+ ) — wtt) — o (x D) (x - zm}_

-+ vitot (1 +m«1) = o,
sive ad hanc comcinniorem s =
1+u = +vv—1-tt)— ov (1 -+ ) —l—vtat == 0.

Popatur nBAC D =W J/ I~ 2t eritque gy o B T ity —iRE
' (I—Ht).a

seu




msg‘:_-_*::

seu erit ov (x - tf) — v*Bt = (z )5 Bw,
tum Vero erit ‘
S R = (e 1) (2 +ww),
quibus subsiitutis aequatio nostra ita se¢ habebit
2 (x —-18) (2 + ) — (% - t)E O = 05
hinc separando nanciscimur 24 — qwyITé - copsequenter
. ‘ F4un S el S

_ 8w —_— . B
T ww (l—e—uu)]/:[—}—tt’

quae erga aequatlo semper integrari potest, quones f f’ﬂel‘lt .

q

functio ipsius %, sive quoties pp—+4qg fuerit functio ipsius 3 sive

g functio ipsius p-

6§ 1. Evenit autem, ot gsit functio ipsius p,  prime
si 2 et y ita determinentur per x et aliam novam variabilem
wy ut sit ¥ = Ax et z— Bx, existentibus A et B fanctionibus

quibuscunque ipsius m. Cum ergo pesuerimus 0% == pox ~-40y , erit

Box ~- x0B == pox -+ qA0x —- gxoA,

ubi terminos differentiale ox involuentes seorsim inter se ecoms

parari oportet, unde fit’ £ —B-—Ag; et comparatis seorsimy

terminis 1psam quantltatem T COﬂtlﬂEHtlblIS, erit g = gi 2 ideo-

~— B3 — 428
que p == Z2-29%, Sicque petq sunt functiones ipsius w, ideo<

que et &= pp--gq et u:.; erunt functiones eiusdem quan-
titatis wy et 1/ I »1-1:1,* erit functic ipsius #. - Quoeirca aequa-
tio supra inventa pro linea brevissima integrationem admittit.
Hoc autem casu, quo seilicet y —— Ay et 7 == Bx, pmdxt su-=
perficies conica super basi qnacunqyc constructa.,

§ x8°
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. §-18. Aequatio “supra’ tradita porro fit integrabilis sta:
tuendo y == Ax 4+ C et 2 =Bx 4+ D; tum enim erit

| 0% = pdx — gdy “= B x - x0B - oD

et quia Oy == Adx ~+ X0A - dC, erit etiam -

0% == pix — gy == pox -+ Aqox - oA+ gqoC
ideoque, comparatis inter se membris ipsam quantitatem X con
tinentibus, tum vero, iis' qude. differentiali ox affecta sunt, erit

. B p -+ Ag et B = goA '

hine g =4} et p—— B3A—23%  Praeterea Vvero €sse debet

A
9D = 4eC = M, sive functiones A, B, C, D, ita debent
esse comparatae ut 9ASD = 0B3C ,” qtiod, ‘si* contigerit, ‘erunt
jterum p et g functiones eiusdem wvariabilis ©4 hincque erit etiam
Y 1 it functio ipsius #, quo ergo casu quoque lineam bre.
 yissimam definire licébit:  Hic vero casus complecti videtur
omnes plane superficies, quae in planum explicari possunt.

DE
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