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Anuflore
I. EVLERO.!

Conuentui exhib. die 28 April. T777.

§ 1.

'Sﬁ@' & hac formula- primum-obferuo, jnde_omnes cafus exs
clody debere, quibus numerortm X et y altervter eflet —=c,
quoniam tum haec formula {poute euaderet quadratum, qui-
conque numeri loco A acciperentur Secundo porio oblerto,
§ fameretur vel £ == vel k=~ ", formulam iam [{ponte
eife quadratum, quicunque uumerl pro T et Y ftatuerentur.
Tertio vero obfernari co-~uenit, omuia quadrata regatiua
loco b affumta nulla difficultate laborare. 'Si enim Ppona-
tar B — — 1 it, formula euadet x* —NNI XYY —+ y°, quae
ergo in quadratum, abit, fumerdo vel x = 1Y vely =nx.
ficque pro littera & vltro fe offerunt cafus A =-+ 2 et A =
— mn; vnde quaeftio in hoc verfa’ ur, vt cmues reliqui va-
lores pro.k inueftigentur, quibus reduftio formulae propo~
fitac ad quadratum locum kabere queat.

D2 ' §. 2.
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~ § 2. Cum igitur pofiulentur omnes numeri integri
pro k accipiendi, quibus formula reduftionem ad quadratum,
admittit, methodus Diophantea varios modos fuppeditat id prae.
ftandi. Verum quacunque vtamur methodo, femper aliquog
dubium relinquitur, an inde omnes Plane valores idonei obti. -
neantur; etiamfi facile fit innumerabiles valores idoneos eX-
hibere, vt hoc modo omnes numeri inepti cognofci queant,
cuiusmodi funt A =1, vel kA — 3, vel kA — 45 vel k=3,
vel k=6, ete. pro quibus iam folide demonfiratum eft,re
“duflionem ad quadratum nullo modo locum habere poffe.
§. 8. Quod fi enim quadrati, eui formula noffra ae-
quari debet, radix fratuatur — x -1 22y, prodit k= 7+
2222 — 2> qui valor vt fiat integer, primo patet pro g
fumi debere diuiforem ipfius yy,id quod eo pluribus modis
fieri poteft, quo plures fallores numerus ¥ inuoluit ; vnde
lam patet iftam methodum nimis effe vagam, quam vt om-
nes plane cafus in genere exhiberi queant. 51 igitur huic
conditioni fatisfecerimus, vt fit Yy ==aq, aequatio inuenta
dabit A xx = Eﬁif"qiﬂ’ﬁ —agq.  Requiritur igitur pomo vt
formula 2 pxa—+ap ps fiue 2 x x4 a p, divifionem per g
admittat, quod fi fuerit effeltum, et Q it valer huic fra&io-
ni aequalis, infuper, cum iam fit h— %‘Lx“_?,_ effici debet,
vt quantitas Q—agq euadat diuifibilis per x x. Ex quo iam
{atis intelligitur, hac methodo perfeltam enumerationem om-
nium valoyum idoneorum ipfius % fperari non poffe.

§ 4. Ildem defeftus fe exenit, quando radicem qua-
dratam f{ormulae propofitac ftatuimus g o - Lxy+yy,
tum enim fa@ta euolutione reperitur = . L

, ' Exy
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poy =2 (rzryy)xzay+Hry, fue

xet I 4o 2 -
<y -

qae forma etiamfi fe}cile at.i numeros integros reuocatur,
hincque infmit.inumcr% idonei erni poffunt, tamen pariter
ingens yelinquitor dublum, num hoc modo omnes plane vas
Jores idonei, nullo practermiffo, obtineri queant,

>}
—22,

2P
a4

§. 5. Nuper autem, cum haec perpendiffem, incidi
in methodum prorfus fingularem, quae primo intuitu adeo
paturae quaeftionis aduerfari videtur, Confidero enim va-
Torem litterae k& quafi eflet formula irrationalis, in binomio

| Py Q contenta, ita vt fit E—P -7 Q. Euidens enim

eft, poftquam in genere ominés valotes pro P et Q-fuerdint - - -

inuenti , id infuper effici debere, vt Q reddatur numerus
quadratus; hoc autem valore fubftituto formula propofita
abibit pariter in tale binomium , cuius pars rationalis exit
ot + P xxyy+y" inationalis vero xxy ¥ Y Q, quod igi-
par quadratum. effici  debet. Conftat autem hoc fiexi non
poffe, nifi quadratum partis rationalis, ablato quadrato par-
tis irrationalis, fiat quadratum; hinc autem peruenitur ad
fequentem formam : o
B2 Pafyy+2atytraPrays+y
+~PP ' '
—Q

§. 6. Cum iam haec forma in genere debeat effe
quadratum, quicunque numexi pro x et y accipiantur, ma-
nifeftum eft eins radicem aliam formam habere non poffe,
nifi vel t+~Paxxyy+y* vel w+Pxxyy—yh At ve
o prior hi¢ locum habere nequit; pexduceret enim ad Q=o;

D3 V-
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vnde adhibeamus alte;:alm formam, cuius quadratum eff
- 2Pryy = satyt—2PaayS—+p5,

| , ~+ PP o
cui fi' formnla inuenta  aequalis fiatuatur, peruenitur ag
hanc aequationem:. ' o '

| 2yt —Quty* 1 PrayS=o,
quae per xx y* dioifa praebet:
e 4P Y QB A~ BT oy o
cul vt fatisfiat, ftatnatur P = f 1 a3 hincque fponte fe prodit
Q=2fyy—+a, vbi id commodi fumus affectiti , vt nul
lae amplins fra@liones fint abigendae,

——

| §- 7. Quoniam igitur inuenimus P — frxx et Q=
4fy ¥y~ 4, binomium pro numero £ accipiendum fiet k=
frx—2y (fyy—+:), uihilque iam amplius fupereft, nif
‘vt formula fyy -1 reddatur quadratum, quae cum fit ipfa
formula Pelliona , euiders eft, hoc infiitis modis praefian
Poll&’, dum pro f pro lubitu omnes ntmeros pofitiuos " affu-
mere licet, exceptis folis numeris quadratis ; quamobrim
huc transferri poterunt, quae circa hanc formulam iam olim
{um commentatus, vbi pro ingulis valoribus f vsque ad
00 valores requifitos ipfius ¥ in tabula fam complexus:
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§. 8 Quin etiam, f loco & iftum valorem Tnbfii.
tnamus, deprehendemus, formulam nofiram bropofitam reve.
1a fieri quadratum. Prodit enim

A-fatyy +yttrzeyyy (Fyry—-1),
quae manifeffo eft quadratum huius formae: :

yyHzeV (fyy +1) -
quemadmodum periculum facienti mox patebit. Ex quo in. !
e -telligimus; -etiam-pro ommibus valomibis ‘idoneis Titterae j |
ftatim radicem quadratam ipfius formulae propofitae affigna.
ri poffe. Tta fi fuerit f=—=2 et ¥ =2, hinc fit £ z2xx+s,
ex quo valore formula euadit

9x* + 242+ 16 = (3 T x - 4)%.

§- 9. Contemplemur iam accuratius formulam prok
inuentam A=fxx + 2y (fyy—+1), vhi per {e manife
ftum eft, membrum pofterius radicale tam pofitiue quam
negatiue accipi pofle, ita vt fit 4 =frxx+o2y(fyy +1);
quare fi primo fumamus x=1 et y=1, erit h=f-oy/(f+1).
Iam vt haec formrula reddatur rationalis, ponatur f~+ 1=nn,
ideoque f=—nn—1, eritque, |

h=nn—+2p—1 ={n + 1P — 2,

Sicque pro k iam habentur omnes numeri quadrati binario

minuti, vnde vsque ad centum pro k {umi poterunt fe-
quentes valores:

25 75 145 28, 84, 44, 62, 49, 9.

§. 10. Maneat =1, at 2 relinquatur indefinitum,
fumtoque f=n n— 1 "prodibit ifta formula:
b=mn—1)xx+2n,
quae

N
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gae iam infinitam multitudinem valorum idoneorum pro %
fuppeditat. Vbi imprimis no_?:.a‘ﬂ‘é iuuabit, nihil impedire ,
quominus pro x ﬂ"ﬂ&mn_es accipiantur, dt}mmodo valor ipfi-
us h prodeat numerus integer, quandoquidem. fola ratio in-
ter x et y eft {peftanda; vnde fi prodierit x=2, quoniam

fumfimus ¥ = 1, fomi debebit x:y =p:q.

§. 11. Percurramus igitur cafus fimpliciores numeri
n; ac fi eueniat vt nr — 1 habeat fallorem quadratum, -
puta AN -—IT=maa, ftatui poterit & —= g,-.ﬁetque hine

F—=mz%+2n, tum vero exit x:y==%:a, hincque nata.
eft fequens tabula: .

Nova Ao Acad. Imp. Scient. T. X. B n
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n k ]

08 {8922+ 56
31 |15 3%+ 62
33 |17zz= 66}
35 | 8422+ 9©
3913822+ T41%: :

189195 22— 78|35 +—4§ ---
48 {4722 96
49 | 6%+ 98
50 151 ZZiIOO
51 126 2%+ 102
53 {78 %% 106
55 {21 gz ~T10|%:
63 |62 2%+ 126
65 {66 %+ 130
97X 135 %%+ 142
73 {37 %% & 146
80 |99 3%+ 16¢C
82 {85 2% -+ 164
97| 322+ 194
99 | 223 198]

k

3 -

X
"8 2B 4{Z:
22%-+ 6%
15%%+ &%
6%%+ IC|%!:
%
%
%

A

5

6135 2%+ I2]
7| 32% 414
g8l =2%+ 36
91 5%2%+ 18
o]

%
'11.% % 4+ 20|%
d 11 {3023+ 22%
| 15 (42%%+26|%
[ 15 |14%2+ 30%
{19 | 22%+34(%:
pA
y 3
Z
%
Z

..[:.pwm-;sw»{&ﬁb)klto-tkﬂ

8 10 (10% %+ 38|%:
I 23 [33 %246
F 24 1232248
l 25 1392% 50
g 26| 3zTE52
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?
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§. 12. Halenus feilicet pro f folos numeros inte-
gros- admifimus; verum etiam frali admitti poffunt, dum-
modo. pro k numeri integri refultent. Quod fi enim in g
pere ftatmamus x == 2v, fiet f = 4fvo+v (. fyy—+ 4)s
vhi euidens eft {ufficere dummodo: 4 f fuerit mmmerus inte
ger. Ponatur ergo 4 f- g, eritque k= guv+y{gyy~+ «); .
vbi gaia pro x fumfimus numerum parem, intelligitur hic




pio y tantum numeros impares accipi debere, quia alioquin
in cafus praecedentes reuerteremur. .

&
t

§. r2. Jam in hac formula {tatvamus y = 1, vt fit
p—gvr-vV{(g-+4), et nunc vt g -+ 4 evadat quadra-
tum, primo omnium fumi poterit g — —g, vnde oritur &=
—ayp—+1; vbicum fit x=—2v, exit x:y ="o2v:i1, ex
qua formula meri numeri negatiui pro A refultant, qui vs-
que ad centum erunt: '

—2,—4;—II,—1I3, —26,—28, — 447y == 405 745 —76,

_ad quos infuper, vti initic innuimus, quadrata negatiua ac-

- cedunt, fcilicet:

— I, ""4-,‘ — 95 '—;63 — 25, — 36, — 49 """6‘1";
— 81, — 100, -

§ 14. Pro reliquis valoribus ipfins g ftatmamus
g+ 4=nn, fietque k = (nn—4)vv+n_ Hic ergo, vt
fupra, fi euadat nn—4=—=maa et loco av fcrbatur g,
erit k=m=zz+n; vbi cum fit v=§, enit = 2%, ideoque
s 9;, hincque ratio inter x et yert x:y=—=2%2:a

§. 15. In hac autem formula fufficiet pro n nume--

105 tantum impares fumfiffe, quandoquidem ex paribus prae-
cedentes formulae redirent. Hoc notato fequentes formulae

ipeciales pro % obtinentur:



§. 16. Ex his iam formulis haud difficulter omnes
valores numeri £, vsque ad 100, computari poffunt, qui
cum fponte diftivguantur in. pofitivos et negatiuos, vtros-
que feorfim in tabulis fubiunfis referamus, et cuilibet va
lori adiungamus rationes inter x et y, vnde hi numei
producuntur. -

Tabula




g mm——

Tabula prior
‘exhibens omnes valores pofitinos ipfius k&
centenario minores.

S

k Rationes. k Rationes.
o 12
2 | Omnes 5 % ]
7 I ~J 61 2 '
a o213
j I2 % 63 g . .
I3 ZI 64_ 3> 132 i%
e 2 5
216 }:, i ___EZ - gi _
7y 811
I
23 %a s 2 71 |3
24 ) g 73 1 3
26 13 77 | %
= % 78 %: g%: %%
31 T 79 | 55 1> %
33 ;f 83 %
34 | % 84 |15
6 | & 2
3 Eg . 86 i
Rk 5708 L
4“2 % 89 169 22 33
¥ ¢ 5 s m 9° 15 ‘
44 ;‘3 5» 52 %0 ‘ 92 %
47 T 94 | 2
48 |5 3 95 | &
915 L o6 |2
52 :I:I’l I 32 98 %
55 iz I00 245 :
56 | 3
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1

Tabula pofterior

exhibens omnes valores negatiuios ipfius £
centenario minores.

k| BRationes. | % | Rationes. .

I £3 | &

2 | Omnes - : 4t | S

o I S35 A IR N 2 O S |
II % L 64 £ ,
13 | % 67 | %

SR BARE

25 13 74 | %

26 | 2 | 76 | 5

27 | & I 78 1 &

28 55 % 81 -395

32 | 2 56 | 2 !
36 5:29 ﬁ% 89 'flg

40 | 5 | 92 | £

4.2 ;%3 100 IIE

7

§ T7. Quemadmodum in noftris formulis pro £ in
ventis, quae funt
A=@mn—1)exr+on et EA=mn+4)ve+n,
loco % et y numeros fraflos admifimus, ita etiam pro n fra-
&liones admitti peterunt, dummodo ita fuerint comparatae ,
vt inde valores integri pro £ reperiantur, que obferuato in-
veltigatio harum formularum multo facilius inftitui poterit.
Sumto enim Yy =1, vt foomula x* % » -1 quadratum
effici débeat, quaecunque eius fuerit radix, eam femper
fub




fob hac formufa: fox£1 comprehendere Hcebit. Hinc au-

tom ftatim prodit & = (ff—1)xxx 2 f, quae exat formu-

la noftra prior, in gua fi ftatuator x =2 €t = f= g, pro- .

dit altera fopmula A —(gg—4) vV =8> cui refpondet ra--
g '

. x — 27
110 5—-"10

18. Quod fi iam Toco g frafliones introducere ves
Limus, tacile patet ftatui debere g = bib ,-ac praetered v - ba:
hoo enim modo prodibit k= wa 280 3 7 o+ 5 cui refpondet
ratio 225, atque hic pro @ et b eiusmodi nUMEIOS accipi

_oportet, vt Pro k prodeant numeri integrl. ‘Requiritur ergo

vt numeros a 4% % + O, hoc eft b0 %3 -divifionem Ppex L

per b b admittat, tum enim erit

E—a . “_'.__-———zbz;-?"‘ — 4bbzw;
hocque adeo in genere praeﬁari potedts Po.nendo g =b%+1s
erit enim

= [134_;;@“ 4 Mb.;_x
Hic fam ponatur % == g —, vt habeatur k=
ergo tt—1 per bb Jinifibile reddi debet, vnde prodit & ==
’lﬁ—x +b b Quomodocunque autem haec formula ewuolua-
tur, omnes numeri In ea contenti iam in foxmulis fuperio~

ribis contineri videntur.

o

it —_ﬁ-;: ~ X 5 vbi

19. Hinc igitur patet, in Analyfi adhuc defi-
derari methodum certam , cuius Ope OMNES valores iplius
k affignari atque adeo quousque libuerit eontinuari que-
ant. Quin etiam ex formula fralta fortaffe eiusmodi nu-
meri erui poffe videntur, qui in formulis integis fupra ex

| hibi-
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hibitis non contineantur; 5 veluti fe mihi obtuht 1&e nume-
rus k== 131, quem primo intuitu ex formulis fupra datis
derinari poffe non videbatur, cum tamen Iin formula
(nn—4) %% +n contineatur, fi pofito z==6 pro n vel
fraftio- I vel % fumatur. Poftea vero deprehendi hunc ip.
fum numerum ex formula A== 21% % -- 110 orirl; num au-

tem hoc femper eueniat, etiamnunc dubitare licet, vnde

——pexfe@ta folutio etiamnunc . plane vires. Aualyfeos fuperare .- -

videtur. Quaeftio igitur iffa maximi moment: feqneml mo-
do plopom poteft :

Inuenire  methodum , cuius ope Omnes numeri in-
tegri offignari queant, qui ex formule (nn - 4)zz-+n re
Jultare poffint, fi loco litterarum n et z non folum numeri in-
tegri fed etiam frafli qccipiani:ur.

Huius autem quaeﬁloms enodatio certe infignia in-
crementa in Analyfin Dlophanteam effet illatura. -
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