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PROBLEMA -
GEOMETRICVM, ‘¢

QVO INTER OMNES ELLIPSES, QVAE PER DATA QVaA.,

TVOR PVNCTA TRADVCI POSSVNT, EA QVAERL.
TVR, QVAE HABET AREAM MINIMAML -

Auflore
L. EVILE ,R 0.

Conuenb;gi”exhib. die 4 Sept. 14771.

—~

§ 1.

Cafum huius problematis , quo quatuor ‘punéla in angulis
parallelogrammi reflanguli conftituta aflumuntur, iam olim
folutum dedi; verum problema generale tum temporis ad-
gredi non fum aufus , propter ingentem quantitatum nume-
ram, quae in calculum introduci deberent, vnde formulae
analyticae penitus inextricabiles orirentur: quamobrem Geo-
metris haud ingratum fore fpero, i hic folutionem fatis fuc-

cinflam iftius Problematis difficillimi tradidero.

§- 2. Primo igitar quatuor bunfla data ita dispofita

effe debent, vt per ea faltem vnam ellipfin ducere liceat ,
id quod euenit, quando quodlibet iftorum pun@orum extra
triangulum per terna religna formatum incidit. *- Statim ve-
ro atque vnica ellipfis per haec punita duci poteft, iam
- fatis




P —

nitas alias traduci pofle, inter

1] 'xquoque mﬁ
’m -pr@blema 1ubet ‘eam 1nueﬁ1ga1e » cums

\ gatur per bina quaeuis Fig. .
ixe, habenda, cui refla,
oCcﬁrrat in punéto O,
Ablcifiarum confutuar , ' phCaLas vero hic
it AR rormales , fed alteri direfiioni

0 to a
¢ 'fcatuamus-——-fc—l-hcel §_vocetur ablcifla OXz=x,

“ yefpondens X Y =¥ {femper reGae O CD par
~eft conmpmnda. Vocetur ergo. ifte angulus ob11qu1-

5, et quoniam quatuor ‘puntta A, B, C,'D;
eorum diftantias a pun&o O vt~ feqm—
;] b3 O.C =c et O D= d, vnde ffatim
a quam-“dlao'onales pex haes quatuor puntla
poteximus. . .Primo. enim- elit AB=-b—o

T

a—¢c; tam: vero erunt yeftae in hgura non expreﬂae,

AC V(cc+aa_—2accofw)
D—‘V(aa+dd~—2@dcof W),

' ‘BCrd]/(bb-{—ccmzbccof @),
O BD = ]/(bb—i—dd———zbdcof o).
Caeterum hic .obfernetur peunde effe, per quaemm ‘datoram
punflornm . axis traducatur , dummodo dizeftio applicatarum
Q’ Iehqua punéla tranfeat; quod notaffe inuabit, guan-

s AB et CD fuerint inter: {e parallelae; tum
- D vel B et C duci conueniet.

quatuor pun&a A, B,

aequatio inter COOY di-
na-

- § 4 Qma nunc curuds per

D, dﬂcendas élliples effe oportet;
R 3
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mlat}.%

natas OX — g et XY — Yy hac forma repraefentetuy.
A:cx+2Ba:y+ Cyy+2Dx+2 Ey+F:o, b
in qua €Ig0 primo litterae A et C eodem figno debepy effe
affeflae; practerea VeIo  earum produftum A C maius effg’
debet, quam BB, quia alioguin cuiuae in hac acquatione.
Contentae forent hyperbolae. = Vi nunc iftam aequationeny.
generalem ad ftatum Propofittm accommodemus |, ftatuamyg -
PYimo y == ¢, ynde aequatio abibit jn hanc formam - Axa:-+—_
2D+ F—c q1ae exgo praebere debet bing pundla in axe
pofita, fcilicet ‘A et B, pro quorum iilo fit *x=gq, pro hoc
V1o x = b, quae ergo effe debent radiceg illius aequationis
‘Arxx 1 aD R 05 quamobrem ftatuamus
Ary— 2 Dx+4-F—=y (x—a)(x— b),
vnde fiet -

A =m; D::—-_’if_agiil et F—=m qb.

§- 5. Ponamus nonc {imili modo abfciffam x — o
vnde aequatio enadiy Cyy+.R Y+F=o, cuius ya.
dices dare debent bPunfta C et D, fige eius radices effe de-
bent 3 —¢ et Y =d ; quamobrem ftatuatur :

Cry+2Ey+F=, r—e)(r—a,
vode fit S

C=n; E:-.—ui"_c.éif"_! et F—=ncd,

Ante vero Inueneramus F — mab, qui valoreg vt congru-

ant , capiatur y; — cdetn=gqgp, quocirca dequatio ge-
neralis quatuor data punfta complefetar, fi fiay.

A=cd; C=aup; '2D:_":‘-4~5=d(a,+b);
2E::——abf(c“—'+—d) et F=abcd, |
ita vt lam omnes ‘Iitt‘erae_,,pr_a,ete:lg,;B, Aint determinatae, ‘Hoc
€rgo
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"'Bflndetermlnata 1ellnqu1tu1, ac pro va- :
Aunmerabiles nafcentur ellipfes per eadem
' D tranfeuntes, dummodo acci-
yim. r BB—=AC, cua
cu1us ergo area
oﬁta ad mi-

BB}AC

%

aemmus nunc apphcatam XY. Manifes-

‘hbet abfciffae C X —x geminam appli- -
‘XY et XY, quandoguidem ifta_Teb. L.

abit'in duobus punﬁtls Y et Y/, quae Fig- 3.
it radices aequatloms noﬁrae generahs,

T

f duomm valorum alter dablt app

'appllcatam XY’y ita wt fits
‘ E—Bx—V{E+BxE —AC»x—2CDx—FCl e

XY =— -

E—'—-Bx—!-—1f[{E—~1—Racl2—-ACxx——zCDm-—FC]_

:XY"—“'
. 1%

hcatam X Y alter

e § 7 (lula AUNC ambo pun&a Y et Y/ fita funt in
1ipfi per punfla A, B, C, D tranfeunte, intervallum. YY
nha ellipfin continebitay’ Quare cum fit Y Y= X Y —
XY, ert iftud intervallum:

51' “Y"Y/ 4—-‘2”01/[(1‘3—}—]3;\'.)2-——-13((J}xx-‘-ﬁ—.2CDx-—FC] .

Q‘Elod".* fi-{am 'illi ‘applicatae ducatur. proxima xyy’s ea
‘Piivre - Temota eft 111161!121].10 TV (du&a fcilicet ex x in

XY




Tab. I.'

Fig. 4. capiatur elementum analogum Y’ ¢’ ¥ Y, ad quod ex centro

T T PR e,

A—— ]‘36 -

XY perpendiculari x v, quae ob Xx—ox et angulum
TXv=uw, erit xv—=—2x fin. w) per quod fi interuallum
Y Y’ multiplicetur, orietur elementum areac Y Yy ¥, quods
€rgo erit : -
=M Y B+ Bxf—ACxx—-2 CDx—Fqy,

cuius ergo integrale, per totam ellipfin extenfum , dabit
totam aream ellipfis quam confideramus, |

§- 8. Quoniam quadratura ellipfis pendet a quadra-
tura circuli, hoc integrale commodiffime inveniemus, fi rem
ad circalum’ referamus, Confideremus igitur circulum, cu-
ius yadius fit @r—yr, ideoque. eius area — Tr¥, in quo |

@ ducatur normalis o T — ¢, eritque YV — 2 Virr—ty,

ideoque elementum areae Y Yyy—=rcoty (rr —ce).

Hinc difcimus, £ integrale per totam figuram extendatur,

fore faoty (rr—ty) —Zrrs.ynde fi vtrinque per n mul-

tiplicemus, erit co
fzab]/(nnrr—'-'—nntt)::ﬁzrnrr,

eodemque modo

fzmat]/(nnrr——-nntt) ::Zvrm-anrr._

§. 9. Quo nunc hanc formam ad noftrum inftitutum
accommodemus, fumamus L= x - f, eritque

fzm'ax)/[nnrr—nn(m;;—f)szdrmrzrr,
hincque- - :
f2mdxfin.o Vinnrr—nun (:Jc—hf)2 =7mnrrfinu
Tantum igitur fupereft, vt iftam formulam ad nofirum cafum
accommodemus, id quod fiet fumendo m=—2¢, deinde vero

nnrr




(E+Boc) —-ACx:x:——zCDx —FC,

0,)n ﬁ, __ C BB ideoque
4 eﬂe‘ debet nrnf C D—B E 5

bi i valores 1nuentos fubftltuamus, PIOdlblt

r'r CCDD—Q“CDE-&-ACEE cF ~-'

_‘lA Q-—-BB)Z _ C——BB

ared., tota noftrae ellipfis debet effe
&a fubftltutlone obunebltur fe~

valonbus rﬁuentls :
' 'ernrrﬁn.w, vnde fa

ﬁW@DD—zBDE+AEmm59 F fin. o
S 2l Y(AC—BB)’

uae area etiam hoc modo exhiberi poteft:

o CDD+AEE— »BDE__
| qr-ﬁn'm(- @C BB)
me eft notatu dlgna, guod eius ope
{atis expedite affignari pof-
dinatas, fine eae fint re-
{i habeatur aequatio no-
fgg, inter coordi-

S . mnatas

Haec expreffio ideo maxi
omnium €llipfium areae totae
upt ex-fola aequatlone intexr coox
anoulae fiue obliquangulae. Ita
: -tlﬁima pro ellipfi: ffmocA—bgyy__-f
- .:-Noua Affa dead. Imp. Scient. Tom. IX.

E
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natds reflangulas, erit prifio fin. ¥ =1; tum vero A — ;.
B=o; C=gg; D=o; E=o; F=—ffgg, vnde tota,
area  huius ellipfis per regulam noftram erit — # f & "

§. T0. Quoniam igitur hoc modo omnium ellipfium
per data quatuor pun&ta A, B, C, D » tranfenntium areze
innotefcunt, tantum fupereft, vt inter omnes has areas mi-
nima inueftigetnr. Quare cum praeter litteram B reliquae:
omnes per quatuor data punfta fint determinatae, fiqui-
dem inuenimus effe A—=cd; C=ab; 2D = —cg (a+b);
2E=-2ub(c+d) et F=abcd: quaeftio huc redit, vt
quaeratur valor litterae B, qui formulam modo inuentam
reddat omnium minimam, five vt, pofito breuitatis grati
CDD+ AEE—A, haec formula:

A—2BDE F -

- 3 - . 3 2
(AC—BBE V(AC—BBE)

minima efficiatur.

/
§. 1. Tralletur ergo littera B tanquam variabilis,

huiusque expreffionis differentiale nihilo aequale ftatuatur, -
vnde nafcetur fequens aequatio:

2DE BF +3B(A-—23DE)__ ]
(AC—BBf (AC—BBf (AC— BB}

5
quae dufla in (A C — B B)® producet hanc aequationem:
—2ACDE--3 CDDB—_+])_EBB+FB3§
| ' =a

4+3AEEB
— ACFB

§. 12
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) 12. Hece ergo tota folitio problematis propo-
ti/ perdutta eft ad refolutionem aequationis cubicae, quae
i {emper habeat radicem realem, certum eft, quomodo-

ftius area omnpium fit minima, pro qua aequatio inter €o-.
patas x et y exhiberi poterit, fi modo loco B radix
sp7illa ‘aequatione cubica oriunda fubftituatur. Quodfi. for-
o' eueniat vt aequatio illa cubica tres admittat radices
cales, totidem quoque folutiones Jocum habebunt,
sm autem indolem aliis pexfcrutandam relinquo,

i

rallelogrammo .;,tii‘éixriifcribenda quaeritur.

.3.‘\"::"57' P - . . . . )
I § '13. Cum hic latera oppofita fint Inter fe paral-
v/Jela, meutrum eoram pro axe accipi conuenit; quamobrem
i alteram didgonalem pro axe fumamus, alteri vero applica-

grammum propofitum, cuius diagonal
5. in O interfecent , vocenturque A-O =BO=—=a et
= CO=—0D=¢c, angulus vero AOQOC —¢.. Quibus pofi-
- ¥is:rponatur - abfciffa quaecunque, fuper diagonali A B a
punfto O fumta, O X =z, eique applicata refpondens, al-
teri diagonali CD parallela, X Y —y, fitque aequatio re-
lationem ,infer x et y exprimens: __ |
S AgxeBry+Cyy-2Di4-2EBy4-F=o0,

atque fupra §. 9. vidimus aream ellipfis effe

—~ S =z x fin. ¢

=y

e quatuor pun@ta fuerint difpofita, f{emper. VDAl el-
‘affignari poffe per quatuor illa punéla tranfeuntem ,-

quas
uitus folutionis ad cafum, quo ellipfis minima dato pa--

as parallelas ftatuamus. . Sit igitur A D B C “parallelo- Tab. 1.
es AB et CD fe mu- Fg s




——————

x fin 9 CDD-—I—AEE—-——D_BDE - F :
( (AC—BB} ‘/(AC“B‘B?)_T

§. 14. Accommodemus igitur ifiam aequationem
neralem ad cafum propofitum, ac primo quidem manifefiuny
eft, applicatam y euanelcere debere in punfhs A et B, pro,
quibus fit x —=—+a et x —=-—a, vande oxluntur hae duae;
aequationes:

Aga—+2Da+F—o et
Aaa—=2Da+4F=o,
vnde fequitur efle F—=-—A aa et D=—=o. Deinde poﬁto
x == o0, fieri debet tam y = + ¢ quam y == —¢, vnde oris
untur hac duae aequationes:
Ccc+2Ec+ F=o0 et.
Ccc—o2Ec+F—o, -
hincque fit F=—Ccc et E—o. Cum igitur efle debeat

A aa—Ccc, fumi conueniet A—Cc et C—=aa, ita vk
fit F—=-—aacc, ideoque aequatm pro curna noitla eut

ccacx—|—2B:ch—,—aayy,,-—aacc__o. SRR

§. 5. —Hinc ergo area 1ft1us -ellipfis hoc modo €
. . maaccfini ;
primetar : T, quae ommdum fit minima {umto

B =c. Sit igitur B=—= o0, atque 'pie ellipfi omnium’ m1111~
ma habeblmus hanc aequatlonem :

cca:oc—l—aayy—aacc:o

cuius area erit — ™ ac fin. . Vbﬂ notetur aleam huius p a-
1d11€10013mn11 éffe — 2"acfin. 0, ita vt area elhpﬁs fe ha-
beat ad areani parallelogrammi vt = ad 2

i/ : . §' 16..‘

--, e




§. .16, . Apparet _:'érgo huijus ellipfis centram cadere
m. punftum O, atque ambas diagonales AB et CD
C fub. angulo obliquitatis i

!

ey

éius fore diametros - coninngatos,
‘©.¢ =9 - inuieem-inclinatos;ex.quo.. fequitur tangentes !
-et."B;'f'ft%if;aifﬂief’rd.-;}_Cfﬂ;;_»;ei_i'é::ﬁaiallelas, tangemntes g
snflis ot D, parallelas diamewo A B, vnde
sdile” ddfciibitur. Quodfi angulus 0 faerit relus, |
um, abit in xhombum,_cuius diagonales A b
¢és principales ellipfis. o - ' 'i

Sin auter_rul_r“la-r.ﬁﬁﬁé“ dlagonales ABet CD fue

[y

- aequales, manente angulo 0 obliquo, paralle-
pftrum., abit in. reflangnlum; huncque cafum ]
1, fum, contemplatus, ellipfinque minimam determmi- o
A.g;eggfi‘gfﬂ_lf ~circumfcrt endam, quae folutio quoque ﬂ
1l egregiel contuenit: - ;
A N YR i

. eyl A o B

5 1§18 Videamus nunc etiam quomodo axes PIIMCL- Tab. IL
ipales . gllipfis inuentae in genere definiri oporteat. Pofitis Fig. &

€120 -:"g:'oprdi-natis OX —x et XY — y, exiftente, angulo -
"X,Y_f:'_f-;’i,finuenimus hanc aequationem: '
i giecaaeayy —eaee =o
j,@_ﬂ, apfus nunc O K effe femiaxem principalem Thuins ellip-
Ais, inclinatum ad retam O A fob angulo AOF = @, et re-
feramus punftum ellipfis- Y ad iftum axem OF, per coor-
Ox—X et Y =Y. Quem in finem
\
[T .
“tum’ vero angulus xuY =¥, -
S 3 o ' §. 19
f
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§. 19. Tam refolutio horum triangulorum praebetf
Ot —Enl—0) g ppo= S,

Jin. g Jm. §
PorIo vero
— Y oof. (0 — D) — Yeof @
Tum =) et Yu— e

vnde per X et Y priores coordinatae x et y ita deternux

nantur, vt fit

— X fin.(§ — D) — Y cof. (# — D) ._....Xfm DYeof @ -
X = Jin. g ety _ Jinp 2

qui valores in aequatione:
ccxxr—+aayy=eacc,
fubftituti producunt inter X et Y hanc aequationem:
cc XX fin. (0-P)>—2¢cX Y fin. (0—) cof. (0—)
+ccYYcol (0 —@)(
+aaXXﬁn.(D2 —2aaXY fin.® cof. O
+aaYY cof ¢

In hac igitur aequatione , quia ad axem principalem refér-
tur, ante omnia termini contlnentes XY fe mutuo deftrue-
re debent, vnde fit

cefin. (0 —Q)col. (0 — ) = aaﬁn.@cof o,
€X qua aequatione angulum ¢ eruere licet. Cum enim fit
gafin. 2 —=ccfin. (20— 2Q)—=ccfin. 26 col. 2P
- —cgccofl 20 fin. 2 P,
per fin. 2 ® dinidendo habebimus:
aa___ccﬁn.zﬂcof.z(b—cccoﬂ 20,

hincque fiet

aa-—ceccof.28
Csz(D cefin. 24 2

vnde duplex valor pro angulo ¢ elicituy, pro virinsque
axis principalis pofitione, | B

_aacrﬁn.e"

§. 20,

S LT
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. rm}zo. | Sublato "lam termino X Y aequatio ‘noftra
X[c C ﬁn. (o -—" q))z + aa ﬁn- ¢2]§ --—a a c C ﬁn' 6

. aaeefin g '
. ez et gg"““rrcﬂﬂ-—-@)ﬂ-—}—aaaoj g

""" f%fj-{fl‘ﬁ‘— ccﬁn. (9—<D)2+aa,ﬁn. @2 et

Vanccjm ﬂalff—I—EE) ""—CC—'I—aaf) ﬁue

figg .
f_f..}-—gg____, aa—4-ece

D _-ffgg _'aaccﬁne2
¢inde vero fi in prioris aequatloms

socefmb — ¢¢fin. (§ — QP+ aafin §?,

7f
_aafin.®cof.® "~ pyndi-
nibro dextro loco cc feribatur valor 4= =01 ;> Prodi

t haec ‘aequatlo'
¢efin. 62 — [in O®col. Pfin. (0 —P) +ﬁn, q;)z

S cofo (8 —P)
7 — fin. P [caf. P fin. (0—D) - fin. P cof. (0—291 -——-.f"" D fin.g *

cof- (0 — ) “cof- 18— P)°

¢que erit oSt — JSn®  Tym vero fi in alterius ae-

i ) ) 5 T cofii—D)
quauon;sr . T
| h_______‘““?:"faz —cccol. (0 — @) - aacol P
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membro dextro loco @ a fcribatur valor &I "r?i;g;jf%:‘l_’l,
prodibit haec aequatio: i
afi, §2 N 2 Jin. (8 — @) cufs (8 — D) cof. @
_____;; —col. (§ — Py 4+ e ‘
—_ W—O f 1 . Jin.dcof (§— i
— ”"Iflil @3 [fin.d cof.(0~P)-+cof.P fin(0-P)] = '_'_z‘ﬁ.'qrﬁ,
vnde fip sait — o 0=2) "
g Jm QT

§. 22, Nunc binae poftremae aequalitates in fe in.

vicem duflae dabunt £2Z2% —— 1, ideoque )

ffgeg=aaccfin #, |
confequenter fg=ac fin.¢, in qua aequatione continetur ine
fignis illa proprietas, qua parallelogrammum circa binos dia-
metros coniugatos defcriptum -aequale perhibetur paralle-

Jogrammo circa axes principales defcripto.. Cum deinde
fupra inuenerimus f£#88 —— _2¢+ ¢ guoniam modo vidi-

K T agecectling

mus effe aa—cc fin. ¢ — ff g g, hinc refultat altera princi-
palis proprietas, qua eft aa—+cc=ff + gg, fcilicet in omnmi
ellipfi fummae quadratorum duorum diametrorum femper
aequales funt fummae quadratorum axium principalium.

4

§. 23. Applicemus haec ad cafum reflangulorum {8
iam dudum traftatum, pro quo eft ¢=a, atque pro fitu 8
axium principalium nunc habebitur iffa aequatio: ’

— I—+cof.2 8
cof. zq)“—"uﬁ’

vnde colligitur

—  I-tcof20 _— I~4cof 29
. 2 - : - ——
'COI. q) Y2 (I +cof.2d) - ]/ 2

Conftat autem effe ’
.’/ I—I—;af.ee :i cof, e,
| vnde




go vé1-~z<1>—-'w-+9
ltemm axem Tah. IL
faltexumque Fig. 2.

IG)—ﬁn.(+5° 6)]::“..aﬁn.29 ]/2,
man]fef fatlsfaCIUIlt fit enim
J_vaalﬁn.eetff—l-gg 200,
. .j-perfe&e congmlt cum -ea quafmz ohm Jde-
f
T SO-

A e e e it

e i
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