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Propoﬁto angulo quocunque ¢, £ eius cofinus vocetur
=32 vt fit 2c0f O = 1, confiat tam finus quam co-

finus angulorum multiplorum conftituere progreflionem re-

currentem, cuius feala relationis eft x, — 1; erit enim

fin, (n ~~ I)q)-':"_.a:ﬁn.n@-—-—ﬁn.(n———x)cb,
cof. (n - 1) @ =z cof. n O — cof. (n— 1) Q.

Incipiamus a pofterioni formula > €l quoniam dupla cofi-

nuum eandem legem feruant? hinc fequens tabula con-
frruatar: '
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2 col.




P g g e "“ 3&,._; “‘.,
,;;,zcof..g.cp m4 _+xm+2,

5 1“ ’e;tc. .
SHTY Jmi’f mi““ RTINS e :
In his formuhs mamfeﬁu‘hl /ft pnmos “férmi- L
‘ 'poteﬁ:htes “ipfits %’ ‘gitisdemn e%cponentls, ciiins mal- ‘
] - proporiitury: hint: vero eXponentes, continuo binario '
ecrelcere; tum -vero ﬁgna terminorum alternan ; Ppraete-
ea vero coefficiens fecundi termini’ feripet aequalls eft ipfi
' mulhplo, quod autem ad fequenteés coéfficientes attinet,
éxy+ qua’ progredluntur , ita fe habet, vii fequens forma

woftendits: . .
‘ b Y v B
nrcofn(D**x nxn_2+n(n_3)xn ¢ n(n—gq)(n—5)2" 3 .

1. 2. 1. 2. 3.
£y z-+-n(rrzv.=~a»s)(17,—-(5)(11,--—7):tf‘“g n{n—6) (11—7)(71—8)(1‘1?—9)30“"'”\ te \
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;.cums formulae fummus eft vfus in cofinibus angulorum
,multiplorum quantumuis magnerdm expedite affignandis.
Velutl ﬁ ploponatur duodecuplum angul;l ¢, hing fratim

2 cof.




to emm =1, inde prodnet
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seof 1o P =32 — 12 2} 54 2%~ x12. 25
—— 105 ¥t —36rx -2,
enius veritas facile comprobatur, cam fit .-
2 cof. x2 == (2 col. 6 P — 2.

§ 3. Quanquam . autem haec formula . maximum >
praeftat vium in multlphcatlone an ulorum, tamen f{ecun-
dum rigorenm . geometricum neuthuam “affirmari potei't, eam
generaliter veritati effé confentanéam, quandoqmdem plui-
bus’ cafibus maxime a veritate recedit. Quodfi enim fu-
mamus n —o, ifta formula praebet 2collod. =1, cum
tamen eius valpr fit 2. Multo magis formula abelrale de-
prehenditur, fi indici n valores negatlul ‘tribuantur: poﬁ~ ,

- 2(:0{' ———(I):_—_i—-|— —+2 + +’4-+—x‘ﬁ —pgte.
ln mﬁmtum, quae eXpleﬁio manlfeﬁo eﬂ falﬁﬁima, cum. ﬁt
_':a"c0f."-;i O 3L

R R

[illius vero feriei fumma'. = g-

plurimum, a veritate: dlfcrepat

los -incurrit.

inuentae pro omnibus numeris negatluls clariffime in ocu-

~
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( ’““.—F 1), quae 1g1tur
fi icque aberratlo formulae

¥y

§4

Non folum autéem haec fommla pro numeris

negahms falht

 iftam feriem; .

expreflio euoluatur, fumto enim n — 1, hinc nancifcemur

.
h

fed etiant pro pofitiuis , fiquidem tota

4 quae elgo omnibus “terminis po‘ft primium. fequentlbus a ve-

]

%%z;:. 2 cof. d)_a:—a_m.f_-—?_-—_i # —ete. '
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ritate rececht vera autem {umma :huius- ezpleﬁioms elt
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i termxm ventatl funt conformes, fe-
f 'perﬂu: atque- adeo veritati contrari.
"tur formulam ﬂlam pro 2 coi' n (]) da-

p lq
,

ngltur ad numeros 1ntegros poﬁtmo:, , vbi mfuper ca-
seri debet, ne' feries vitra, terminos integros continuetur ,
a doqmdem nulli termlm, vbi % m dcnonunatores in-

| locum habere poﬂ"unt. -

/ t
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6 s.“&‘; Quod“' gutem ad numeros fraftos. attinet; nul-
‘1o plane dmodo iftaferies t:um ventate conciliari - fe pati-
ﬁg_uodﬁ enim- ponamus noiz 3, ifta formula nobis . prae-

—_— S _ 2 e ele
2C0f.2q3 ]/x szx Bx"/ac' CIGEB Y & etc

. _," CO'T‘Q(I) ]/1+cor¢—]/2+x .

1*3«2;‘601'.261) V(2 % x), quae autem expreffio in fe-
em . conueﬂ'a ab illa plurimum differt , cum fit

]/(oc+ 2)“‘“]/3:—}—1/% Qm,x _ — soeay — GtC.

Exhis jam manifeftum eft formulam inuentam, non obftan-
fummo eins vfu, nullo modo tanquam veritati confenta-
am. adm:ltu pofle; vnde haec quaeﬁlo maximi momenti
itar: © cur lﬁa formnla a veritate ita abetret, vt certis
en caﬁbus ‘ad ventatem pe1ducat9

. ?.\_;?oua ABa Acad. Tmp. Seient. Tom. IX. H §. 6.
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- § 6. Idem prorfus euenit in formula generali pro
finibug angulorum multiplorum tradi folita, Si enim Ponf,l"
mus 2 fin. =3y, quoniam etiamnunc eadem {cala relatios
nis x,-— 1 wvalet, finus angulorum multiplérom fequentj 1
modo progredientiy: - S R

2fin. op— o, | |

2ln xO=y, -

2fin 2 Q=g x,

2fn 3O =y(r—1),

2fin. 4 P=y@— 22), B

2fin. 5 0=y (x— sxz 1),

2fin. 6P =y (¥ — 4% 3 x),

c2fin. Q=g (af — 52t xx— 1),

2 fin. 8P=y(x"— 625410 23 4x)s o

2fin. 9P =y (x¥— waS 15 2t o T X4 1),

2ﬁn.xo(b:::y(x?——- 8’421 ¥ — 2097 —+5x)
. . ete. - ete.

Hic fcilicet y ab x ita pendet, vt fit y — / (4 —2zx2).

§- 7. Contemplatio harum formularum fimili moda
VL ante pro angulo indefinito n.Q fequentem fuppeditabit
formulam generalem: L :
‘ = (pt—r ___ (n—0} . n—3 M—=—3{n—4q) , n—s
2 fm.n @ =y (g—r I = i 1
—_— S — ) (=S —6 () —g) n—9
(e e T 8”3: 9n+ O AN
'___! ne— N — n— 71"‘—_". N — 10 L — XX
S E oy e e T e )
Haec autem formular,_‘c'u_m -veritate confiffere nequit, nifi ita
refitingatur, vt primo. tantum ad numeros integros pofiti-
Vos pro n aflumendos applicetur ; deinde vt termini non
: vite-
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- Ita fumendo n — 12 hinc repe-

0- finibus, . quam - ‘cofinibus angulorum muluploru‘m
fohtae tam- enormiter a-veritate diffentiant, hinc quae-
T m@x1m1 momenﬂ. quomodo hi_erpores euitari
e ‘eiusmodi feries ‘erui ‘debeant, qiihe cum ‘veritate per-
na,tque “omnibus’ plane cafibus perfe&e confentlant‘?
fexies “ex- 1pﬁs Analyfeos -principiis. hic- inue-
- "Vocabo igitar col. ==z et col nP-—1,

“pot _fta_tes ipfius, % procedentem 1nqu:1ram,

§- 9. Cum’igitur fit 3=—=col.®, erit 9P — %?_.EZ.;) 3
ie.modo, cum fit § —col @, ext n 3'613_%55
equitir- fore o 05 o= 297, Haec vero eadem

Va—ss) — Vi—=al
quatio prodiiffet, fi litterae 2 et s defignaffent finus an-

gnificaffet, prodiiffet _-2° _— —*92_._ Hanc obrem fi
Y(I+—ss) V(:—zz)

ddrata famamus, haec aequatio: 2%_—72%¢%, omnes
Was. varetates ifi fe complefetur. Confideremus igitur
anc aeqmtlonem differentialem: o

08 (1 —zz)—nn az?(: —-—ss)
i qud commodius feries pro-s erui queat, eam de-

- H 2 ) nan-

i gtiant quoad ad exponentes negati-

orum O et nP; fi enim altera finum, altera cofinum

70 dlffelent]emus, famto elemento 9% conftante; ficque.
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nancifcemur hanc aequationem differentialem fecundi gradusg:

383(1-—zz)—-—zazas.—}—nnsa'zg:o, E
quae latiffimo fenfu omnia in fe compleflitur, quae tam
circa finus quam cofinus angulorum multiplorum defidera-
1 poffunt. - Hanc igitur aequationem omni cura pertrade.. -

mus, ac primo quidem fine vlo refpeftn ad doflrinam ap.
gulorum.

| Problema .
Propofita. acquatione differentiali fecundi gradus
008(1—2%)—2%0%05-nnsde— o,

eius inlegrale completum per duplicem integrationem inues
fligare. ' -

Solutio.
§ 1o. Hic fiatim patet, hane aequationem inte-
grabilem fieri, fi ducatur in ds; multiplicetur igitur.in 2 0s
et Integrale erit -
0P(1—2z)4nnssd>—=Cd |
Ex hac aequatione deducimus 9 52 — Q27Ie—mes9) | quae for-

ITe—zm

mula ita repraefentetur: ds2— 22 220 ex qua eruitur:

S5—1

. oF —_— o5
Viness—() T Vi ra—1) -of

Cum igitur fit
| fm—;’;%;}::l[z—;—V(zz——m et
[rmdr=n=1lns+V (inss—C)1,

noftra aequatio erit , - ,
-%l[nd‘ﬁ—]/,(nn&S—C)]:l[Z—E-]/(ZZ— ) ~+ID. "
Multiplicemus per n et ad numeros afcendendo reperiemus

ns+]/(nns‘s~—-_C):D-[z+1/{_zz——1)]“. E
[ . §. Il

e .
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‘nutichinc - valérem , ipfius § eruamus ;
/anss—Cy=Q—~ns

ralia: ns -+ ¥

gilrniy Qio:

C3)Tt, eritgue
- de elicitor:

3 Q., N ’ = .
fartivim, 'grbitrarianun jmmutetur, va-
om ! quantitatis s per variabilem %
nicinng exprimi - oterit : | _
STy Gr— ) gV (B2 )T
gtiam hoe modo exhiberi poteﬁ_: :
N+ gz — ¥ @a— 1T

i foluati

Lty fUCCiﬂ&IOl‘

' ¢ Quanguam’ hic” integrale’ completunm quderi-
ning; vtamen fu-ﬁéietf"biﬁa" integialia ‘parti¢ularia inueftigas-
Quoniam enim in aeguatione propofita variabilis s vbi-
m tantum’ habet dimenfionem, fi el fatisfaciant
= p et s ==q, €tiam {atisfaciet valor s —=p-+¢-

u@tiadeo: in 'genere § — fp+gqg denotantibus litteris

¢onftantes quascunque. Hoc obfernato negligatux cori

. . : ) = : : _nnassoz?
1n I:amma integyatione adiefta, eritque 08 == 1>
; 9 — n L ; TR

185 = y@e=n’ hincque porro fit

s—=le+V (zz—0)T -

o 5 13. Quia in aequationem differentialem fantum
tladratam »n ingreditur, cuius radix aeque eft —nac +ns
tegr‘@l_e- quoque particulare erit ' -

o | Hs3 e
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ficque duo habemus iiltegralia particularia, per litteras p
el g defignata, ex iis igitur conflatur ifiud '1ntegra1_:e com-
pletum:

s::f[z—f—]/(zz——I)]“+g[z~—j1/(zz;~\——1)1”.

Problema -.
Liusdem aequationis differentialis Jecundi gradus:
- ' 883(1-——zz)%‘zaza.s'“—i—n:ns-azQ:'o,
integrale completum  per feriem infinitam exprimere., - cuius
termini per poteflates ipfius = defeendendo progrediantur.

Solutio. . |

§. 14. Onaerimus igitur pro valore litterae ¢ fo
riem, cuius finguli termini fint poteftates ' ipfius z, quas
ram exponentes continuo decrefcant. Ex ipfa autem aequa-
tionis propofitac forma facile concludere li'cet,i iftos expo-
nentes continue. binario diminui debere ».. propterea. quod- in
hac aequatione variabilis % cum fao’ differentiali 2z in
fingulis terminis vel nullam, vel duas habet dimenfiones 5
vnde fi primus terminus contineat potefiatem %, fequentes
termini poteftates BT g 26 e continebunt, ita
vt feries, quam quaerimus, talem fit habitura formam:
S =AZ—Bgr 2 Copr—t_pr—s +E =8 _Fgr—wo e
vbi ergo totum negotium huc redit, vt valores fingulorum
coéflicientium 1ite determinemus.

§- *5.  Ante omnia autem hic inueftigari oportet
primum exponentem A, a quo haec feries fit _incipienda ,
qui ita comparatus effe debet, vt fafta.fubfiitutione cogsf
ficientes primi termini fponte fe deftruant. - Ad iffum ex.
ponentem inueniendum fufficiet tantun duos terminos prio-

Ics
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p————=

A2 — B2 quae fubftitutio

bA B (A 2) BRI et
18 gl BRI W2 (v ) (A= 5) B
fta fubfiitutione fieri debebit: T
5 ——7\(\.~— 1)Az7‘—+—7\(?x-— 1) A2 :

e ﬁ_(;\!__g)(;\?_s)sz-—n —5

- (Xp)Bp—E 0 (T

Ay

a coefficiens "primi termini A z* nihilo
{ » ficque - fiet -— A(A—1)—A+nn—o,
NE= s vade duo: valores pro A obtinentur, {cili-

Cvel he= 7 vel A— —n. .. . . _
vel 7\—-;:—?"‘1—, VEL A _ :

PR L

A

16 ‘Quoniam igitur pro A geminum nali fumus
orem ,;:hine pro quantitate s duas eruemus feries infini-

;;;lqaéewiiun&im {umtae valorem integralem completum
expribient!; “namque verus ifte valor ita exhibebitur:

% “Agr— B2+ C2t T —Dz" "+ Er" T — etc.

¥ LT

P Py TP e Dz - €27 —Tete.

et quoniam. falta fubftitutione pro viraque ferie eoéfficientes

Emorarm tenminoram A 2* et 2%~ {ponte {e tollunt, binae
tterae A et o non’ determinabuntur, fed penitus arbitrio
noftro relinguentur, ideoque vicem gerent binarum conftan-
tium, quae per duplicem“integrationem’ ingredi fant cenfen-
i " dae.




ferminemus , aequatipnem Propoﬁtam mutq.us ﬁgms ita re-

i, e T e S

dae. Euidens porro eft viramque hanc feriem feorfim-inne. 4§
ftigari pofle; vnde folutio nofira duabus coniiabm pambus
cabanie o gy

1. Inueftigatio feriei PrlOI‘lS T
8=AZ—Bz 24+ Cyr—*_Dyr— +E\:z;"”‘3+gztc;,

ps

K
16X

§- 7. Quo commodius hums feriei coefﬁcmntes de-

praefentemus;

%39 3 ’-'fa'-":.?\.m.;
Za.z.zs aas_i__zas*_nné._o, A 2

et cum fit
S-nAP " —(n—2)By" ~2+(n- 4)(1'3”""‘5—-(11-»6)Dz”“7 etc.

FE
et
2 =p(n—1)Ag— '—(?}—2) (n—-s)Bz" "+(n—4.) (n—s) C zn"'Getc.

022
ordinetur fubftitutio fequenti modo; :
e n(n—1) Az (n—2) (n-3)Bz*— %+ (n-—-4)(n-5)C 2" etes

Tore

933; = — ( n) (n—1)Az*— -+-(n—-2)(n—-3)Bz“"4 etc.
,,__zéaéf.: nAz%"— | (n—-z)Bz"‘“b - -l(?l*4-)CZ_H % ete. 3
~-NNS= —nn Az"'—l— nnBz"’Q nnCg'—%ete.

: (n—n)”Bz"‘“Q—!-(n 4)902“"‘4 (n 6)915)2”'—5
o0==35+ nnB nC + nnD getc'.
—-n(fz-.l)ii+(n-2) (n—a) B— (n*+) (n-—s)C Yo

§ 18. Nunc igitur quemlibet : COéfﬁczentem ‘per futim
antecedentem fatis concinne determlnare llceb’it ; erit enim
B__n(n--—IiA_._.nA L R R
2.2(n—1) " 7 N Y

: _—_:tm—mlnw—aig-._.(_n_-—m(n-—-s 1. ..__'('}f'-;_ga-lz.".” "




- “Latinis derivare 11ceb1t, fi modo-in 113

L | Q_ nln+4)(n+5] Q(

e =R TEE =8

- D _--_-_{n—4)(n-—5)C:(n-—4un-—-$)C o
— an—{n—6P ‘ 2{n—38) -~ .
E-—(n-—ﬁlm-—-ll@____(‘h——ﬁ)ln—-'l}D.._. .

nn—n-—82 wos6 (et A ‘ ‘

1o

S mf-—mm
R ARC TIoE T

E:Q,)E“ etc

coefﬁc1entes per pr1mum A. fequentl mo-

_ 1g1tur omnes
‘do Je,termlnantur 3

AT .

""'—!.." S

oA A
T = n=—3) ‘A - .
D i1 8‘4'1( AL

el (g — 4T (= o

o T T 48 12 A ' :
! —-—-——n[n“-s)ln-——G)(n—-'IJA vy
L A B oot _ _

F—n(n—ﬁ)(n—Tl(n~81(n-—9JA etc. : Q .

T 4 812 I6,20 -

.ﬁcque pnor fenes valorem_ ipfius s exhiberis erit:
e no Y u;—g n(n-—-s) =4 nin=—4Hn—5) om-——6
.s'..._A( A — g +-

543.; - .‘. B u(n—'_S](ti 6)“1-_:-‘7] n-—s'—"etc
+ "4 9. 1216 ; s )

o L Inueﬂwauo {eriei poﬂsenorls.

ﬁ%—n %z"“"‘g—l—@z R @Z—n 6. Fgy - EF 2 — 10 et

§. 19. .
S Igrorfus modo inftitud poteft , quo, praecedentem elicuimus ,
'ﬁeqrie tamén-opus eft ommnes opelat—lo'ﬂe§ Hie lepetele' nam

“guia; totum difcrimen harum douaram ferieram in. folo. figno

::tiumen « confiftit, quo ipfa aequdtio propoﬁta non afficitur,
m_valores immediate ex

- fingularam lifterarum: Germamicaru
loco n i’cubatur — 11,

j_ﬁcque 0bt1neb1mus : , . ;
ey T TR |

@—-'_}_nln-!-sbm
3

'-Noua Afta Acad Imp Scient. Tom IX.
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Determmatlo coeﬂimen‘tmm hmus feriei fimil1-
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4. 8. I2. I§ _
%_-_.__n(n«-i-é)tn—f—?)(n—{ns)(n—i—g}m. ete.
— 4. 8. 12 6. 20 s
§. zo. Ex his ergo valor Integralis completus quan.

titatis s ex duabus fequentibus feriebus infinitis componetur:

Azt —Bgn—2 nm—3) gt nn—a)(n ) z“*6+etc.) .
S:’,.."{ : .4 _ 8 — ,”‘::._;‘%',-I)?n_;.sa ——6_, i\
—g..Q[(z—”—i—};z""n'“g-f-n{:—;j)Z =4y ni - 8_.:\__19___- | —+etc.)

LY

Problema 3. o

Quoniam valorem completum ipfius s duplici modo ez
preffum inuenimus, elterum Jeilicet per duplicem integrationem
in problemate 1. allerum per. duas feries infinitas in proble-
male 2. confiantes arbitrarias ild determinare , - duae illge
expreffiones inter fe confentiant. . -

- Sohutio.

§. 21. In problemate primo binas conftantes arbi-
trarias per litteras f et g defignauimus, vhbj inuenimus
hunc valorem - o ) _ o : -
* S=f(2+4V [z%— gy +g{z+vizz— 1),
in praecedente vero problemate per binas ferjes infinitag
Inuenimus effe: |

S__{ A(’Zn__;_gzn—-g_‘_n!:—gﬂZ?t-—‘#___nfﬁ--:‘ls)ﬁ;;-_{?zn——ﬁ -é—'etC.)
- TR R | m(N4-3) g nin-4)(n45) —n—6 _
+A(F 42y ~+ Sy % " etc.)

vbi binae confiantes arbifrariae ip litteris A" et 9 continen.
tur. Quaeritur exgo, quomodo has litteras A et ¥ per fet g
definiri oporteat, vt hae duge exprefliones inter fe confen.
tientes reddantur? | : ' .

§. 22, Perpetuo autem » quoties de conftantibus ar-
bitrariis definiendis quacftio mouetur, ag cafum quempiam
fpecialem eft refpiciendum , quo valor per feriem expreflus
<cuadat cognitus , quandoquidem, f conftantes vnico cafui

' ‘ {pe-




~salor ¥ite erit determinatus. Hane
ninon quispiam cafts fpecialis detur,

anit. .. Confideremus igitur primant
quidem eft, ibi calumz—20
e, propterea. quod ifte valor

fpetali Tatisfciunts’
ob P - . . - M

' 31{:’(.16 VeTo- _ :
3 partim infinitis con~

eicentl! ,
. gihil plane concludi poteft.

s 2B “Cafus. autern z==1 aliquid polliceri videtur;
-énim prior, forma finita praebebit- s = f +- g5 at vew
o % == 1 "ambae feries ‘nihilo minus in infinitum excur
earam v Jores nobis neutiquam euadant cogniti;

) cafu.nobis erit opus, quO binae {feries
finitum. excuriere , €t omnes termini
{cant:, . .ita vt terminos tantum pri-

Manifeftum. autem eff in viraque-

1imo. termino fequentes omnes &ffc. guanituros ,
ofi % valor infi iite ‘magnus tribuatur,, Statnamus igitur
S 4 a;:t:,que' ex binis feriebus valor ipfius s pwo hoc cafu

aciamus igitur etiam in priori forma finita
hoc cafu fit ¥ (53— 1) =00, valor ipfius &

§ 24 F

(_éoo)“—l—g(b. oo)""'n::z“foo"—{- ng n;
AR ‘ - 2™ oo ¢

qiamexgo expreflionem cum ante inuenta,

quae erat A o

- congruere oportet, atque manifefto fequitur, hoc fieri,

id
.

sam “binae feries, pofito

e




3 8 3O b et T e, e, m

. expreflione finita, ob 2 = col. P et y/ Zz—1)=y —1fin.

== 08 ===

§- 25. Quodfi igitar, valor.completus finitus fueric P
s :f(z—i—q/[zz — 1]y d-g(z 4V 22— 1),
idem valor per duas fequeqtes feries tundim - fumtas - EXpry
metar: ' _ r L B
J1(e2 = (a2 oo (a g s _ne e gy ey
§= gl Il T n{n-+3).
, 1

G

(et e (2 z)n+4+;e_c‘

Problema 4. e |
St z denotet cofinum  cuiuspiom anguli O, vt Ju 2=
eef. O, inueftigare [eries pro cofinu anguli ncupli n Q.

~Solutio.

§- 26. Supra vidimus, fi fuerit % — cof: ¢, ac voce-

tur col. n @ =, tum relationem inter s et z per eam ipfam
aequationem differentio - differentialem exprimi, quam hafle-
nus ‘traftauimus (vid. §. 9.). Necefle igitur eft vt valor quae-
fitus cof. n ¢ in fuperioribus expreffionibus, tam in finita, quam
In infinita centineatur, totumgue negotitim huc redit, vt binae
conftantes f et g rite pro hoc cafu definianttr. At vero pro

habebimus . :
S=f(cof P-+1/— 1 fin. ) +- g (cof, P+ 3/ — x fin. )=,
Confiat autem effe _' ’ '
(cof. O + ¥V —1 fin. O =cof.n® -y — 1fin. P et
(cof. ¢/ — 1 fin, P)~ ™ = cof, nP—y —1finnd,
ficque habebimus o B
s =(f+g)cof n.O 4 (f—2) ¥V —1fin. n o,
quamobrem, vt prodeat s= cof, n, ®, ftatui oportet f ;g:% .

' a §. 2.




igitur ¢ognitis ‘binis litteris fet g, qui-
gtiam ambas illas feries infinitas ex-
" coniundis idem valor col. n P ex-
¢ =L, multiplicemus vtrinque

B fmg=gs

: 22)" ,-:;;‘(?z)““'g_"‘ 3

s '(21;)"'-'*‘-4

bi eft w'==cof @. Hinc fi, vii initio feciimus, vocemus X =
of, ®, vt fit 22 ==, verd expreflio pro col.n @ erit:

_L———g) L xt Tt — ete.

‘ 1.25 : N

n( +3) ' e

o
k. s o

=

Loooof38  Omnes igitur Jefettus', quos fupra- circa- fors
jfilamy. pro. cofl. n @ tradi folitam yecenfiimus, inde:ctiginéin
axere, quod pofterior feries, quae poteftates ipfius x-in dé-
iomidteribus exhibet, neglegi folet:. ea- antem: adiefta per-
etuo: pulcheirimus confenfus cum ‘veritate depreherndetur ,
woscunque etiam nNUmMeros pro . fiie pofitinos, fiue nega-

10s,; fiue+ integros’ fine fraffos accipiamus. Tta. fi ponamus

-0, hinc fiatim confequimur. £ col. o O = 2.. Deinde.cum
it cof. —n P —col.n ®, haec conuenientia ftatim ex prae-
fente forma elucet, quIppe’ quac: eadem manet, etiamfi loco

n. ferbatur — n.

%

7§ 20. Examinemus nunc etiam aliquot cafus - fim-
“pliciores, ac primo quidem fomamus 7 =—% rcperieturque:

I3 D 2 coll

“’*n‘.é:r:""‘/'r“r




== 70 e

—f2_ s @
xIX

. rT—_I
3 x5 x7 x9
2 cof. (b — 9 S x: 2 5 14 @,
":2“+H+E§‘+F+-F+Eff‘__’_etc'
vbi feries pofterior manifefio terminos fuperflnos prioris ipl.
lit, ita vt prodeat 2 cof @ ==x, Ponamus etlam n— 2 ac

reperiemus:

R N

Xxr—e—>1—2__5 14 4 —etc.

2cof 2P N T
S NI R SUNE e.tc.S
xx+x4+_x6+x3+xl° h

Sit etiam n — 3 ac reperiemus
— -3 2 = ——etc‘.e
2cof.3(1b_—-__—gx 8T+ —zr T 2

L R tc.S o
TEtmtt g ta e

—3a.

§. 30. Ex his exemplis fatis manifefium efi quoties
numerus n fuerit integer pofitinus , tum omnes terminos R
quos fupra lanquam inutiles rejjcere iuflimus , hic {ponte
per feriem Ppofieriorem auferri.  Praeterea vero hic nullum
dubium fupereffe potelt; quin etiam P10 -omnibus numeris
fraltis loco n aflumtis veritas fit proditura. Sit enjm 7 — L
ac fiet: o :

.....___I__.___ 5 —__ 0T . — etoe,
2CO£%CD:_: ]/.’L‘ _Qx)’ac 8x3v x I6 x5 ¥ o

. . f 5
;/I;. +2_“"--—-x ;Vac - ? —+ etc,

Bat ¥ x.

hae duae autem ferjes Permixtae eam ipfam feriem produ-
cunt, quam fupra §. s, indicauimus,

Theorema.

Quoties n eft numerys integer _poﬁtiuus, tum omnes
termini %‘a&ﬁ prioris feriei g Jerie pofieriore deflruuntur , g
UL lanlum remaneant ‘termin; bntegri prioris feriei, quibus adeo
velor ipfius o cof-nd exprimetyr. :

De-




em feriem a
et — alter
hanc feriem

.

plemur accuratius priox
“in-qua cum figna —
S Iatlocmmm ~yurbetur,

: 1, 27 3
1ngulos hos coeiﬁcmntes {e-

—-[n 8] &8 @1Ca

"
7—~m(3—nu9—n}f etc
BB A4S

‘ &

§oges ~Hinc’ ergo in genere, fi poteﬁatls S o0 =
_n"em per —[n—2 i]- defignemus, erit '

“‘-2_'1] —_— n(z—{——i-—n)(z —l—Q-—-n)(l—PS-—n‘i .
: I. 2. 3. 4. R

1fta forma compoﬁta erit ex i fafloribus, quorum pri-
i eft 5 fecundus =) tertius = L'i"QSL”: quar-

N

donec perueniatur ad vItimum, qui eft 22173

de patet fa&mem quemlibet intermedium indici A refpon-
entem fore A %, fi modo fuerit A < i; tum vero fumto

by _..f-L'prod1b1t faltor vltimus L;—l‘ . Hoc ergo modo pro
libet . poteftate " —2*, eius coéfficientem , quem pex
2i] deﬁgnamus, facﬂe exhibere llceblt Ita potefta‘as

“20 “epéfficiens erit : -

[n___ 20 __n(n_nmg n)[13-—-—m(14—n)t:s-—n\(rﬁ-—"’ﬂ(ﬂ-—fl){lﬁ-——n 119——1:)
l_g_, 3, 4. 5. . G- 1. 8. 9. 10

__ | o vnde

. . (Ri—Ten)

S—n

: "n”r4*n!*5'-‘n1 3;""'6.*"*61:(.‘."** I

L e -qaﬁ'ﬁ‘{ =

1

e
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'-—--72&_.-_—;..-

vnde patet, quoties n fuétit numerns integer, fiue 11 fiue
T2, fiue 13, vsque ad 1 9, iftum coéfficientem femper fore
== ¢, atque hoc adeo in genere eueniet, quando n fuerit nus,
merus integer, vel i =1, vel i— o s vel i3, vsque ad
2f—1, ‘

§- 33. Sumamus nunc t=n, quae pofitio ergo locum
habere nequit, nifi n fit numerus integer, quandoquidem ma-
nifeftum eft loco i alios numeros Ppraeter integros accipi non
poffe. Hoc igitur modo. obtinebitur coéfficiens poteftatis x— 7,
quem defignamus per — [— n], eritque:

. — M I. 2 34, 5 - . . cos m—F
[ n]"_x S8 4 s T T n 7
cuius cxpreffionis valor manifefto eft — 1 > Ita vt terminug
I

hinc natus fit — 1, X — — » qui terminus primum in
. CC ot

frattis occumit. Si enim capiatur i < n, vt tamen fit n— 2§
numerus negatiuus, coéfficientés, vt fupra vidimus, erunt — o,
namque fumto ; —p — 1 » iam fa@or fecundus evanefcit N
fumto autem Il==p—2, tertius enanelcit; -quartus déinde
Li=n—g3 et ita porro, ficque omnes termini htmnc prae-
cedentes erunt _integri_. .

§- 34. Quaeramus nunc etiam teitnines hunc: —=
fequentes, ac pro fecundo erit i=n-1, vnde poteftatis

"2 coéfficiens erit

e e 234 5., L, n—{-:__n
R O e e L

ita vt poteftatum negatinarum fecunda fit ""'“Tﬁ:? Simili
J : "

modo pro- tertic termino it i=n—-2, et poteftatis x—»~—+4
coéfliciens erit :

— 34 s, B8 e min—-3y
I 283 4 5 T a2 Lz

Sit




p——— 73 =——

- Sit nunc i = n~+ g, ac poteftatis ¥ "¢ coéfficiens erit

—t 4 56T . . - A5 — ___nlnglin A5y

o X SN R w23
I Eodem modo- euidens eft;poteftatis o~ * cogfficientem fore
T I R O ST <Y (e ol ) O X e 11 L L KL ek

L 2. 3.4

585

Ex his igitar ‘manifeftum eft texminos fraflos,

. ad quog prima-feries perducit, fore

—
- -_— -

oo1..n 1 nn+y) T _nfnrg)n+s) T e,
I mn—l—Q 1,27 :I:n.ﬂ-'—"q' 1. 2. 3 "L'n*ﬁ

-Cum igitur altera “fefies pro 2'cof. n . adiicienda fit

Cxmox an(ees) 3o nnEaees) T e

o attE L s2. arTE 102,30 @O

- nunc firmiter a nobis eft- euniftum , omnes terminos frattos
.- prioris feriei per feriem pofteriorem: penitus tolli, ita vt ex

ferie priore termini tantum intégri relinquantur, quibns va-
lor ipfius 2 cof. n® exptimatur.. Ex ipfa autem demonfira-

. tione appaict,’ hanc deftrafliopem locum habere' non pofle,
" nifi exponens n fuerit pumerus integer. Pro -exponentibus.
- igitur fraflis ambas illas feries in infinitum continuarl opor-
: tet, quippe quae iunftim fumtae demum walorem pro scol.n@®

‘extiibebunt; ficque omnia funt perfpicua, quae initio circa
neceffarias reftriliones formulae pro cofinibus datac funt
“fradita. :

", §. 36. Hic autem imprimis notaffe inuabit, valorem

o viriusque feriei feorfim famtae reuera effe imaginaxium.

- Vidimus enim priorem feriem natam effe ex cuolutione for-

‘mulae [z -+ (%% — 1)]% pofteriorem vero ex euolutione hu-

ius: [z —y (z%—1)]" pofito 2= ¢of @ tum autem prior for-

- mula transformatur in hanc: cof.nP+y —1finn@, po-
. Noua Aifa Acad. Imp. Scient. Tom. IX. K {te-




74

fterior vero in hanc: cof. n P —y — 1 fin.n O, quarum vira.
que manifefto eft imaginaria, earum tamen {umma praebet
2 cof. n Q; ; fin autem poﬁenolem a priore auferamus , relin-
quetar 2 — 1 fin. 1, cui formulae ergo aequaretur diffe-
rentia noftrarnm ferierum ; vnde patet finum anguli multipli
n® hoc modo per feries realiter exprimi non pofle, cui in-
commodo autem remedium afferemus in fequente problemate.

- Problema 5. ,
Propofita aequatione differentio - differentiali
005(2%—1)42%20%08—nnsdz =0,
fv ponatur s —=vy/ (22 —1), valorem huius quantitatis v per
feriem exprimere.

| Solutio. | |
§. 37. Qunod ad expreffionem finitam huius quanti-
tatis v attinet, ea f{ponte patet ex Valore finito pro ipfa

~quantitate s inuento, cum fit

vy (22— I)_.f[Z—I—]/(ZZ— I)]“-{—g[z-——]/(zz—-l)]”
Nunc autem nobis propofitum eft valorem ipfius v per eius-
modi feriem inueftigare , cuius termini etiam per poteftates
ipfins % pariter delcendentes progrediantur, quam ergo feriem
ex ipfa aequatione propofita deduci oportet, pofiquam fci-
licet loco s valor v/ (zz — 1) fuerit introduétus.

§. 38. Quo autem hanc fubftitutionem facilius fa-
cere queamus, fumamus logarithmos [ s —lv-+11(z2 — 1),
vnde differentiando nanciflcimur 25 =22 —+ 2 L quae ae-

"U 2
quatio denuo differentiata praebet:
5335—"’35"—95”——@114_' dz? __ 2mmgal

55 ) v 2w —1I (g% — 132"

Iam




B Dl e

Iam addatur vtrmque

as~'.;_.amz QEIBIV
S e 928 Lo
: '-.ss'-‘ A j_: «u{zz-—x)\\

§ 59." Aequatlo autem propoﬁta per s diuifa fit

’aa?(zz——1)+”aza‘=nnaz2*—o,

'_aque fafla fubfiitutione induet fequentem formam:
aa”(zz I)—l—-:"’._”_-a—i‘i’——"f-—-—(nnﬁx)a?—‘og

4\.~

quae “dufta in -7 dabit
i) *‘_.;ﬁg (Zz—u— I)—I—”a“-—-—v(nn—n 1)-—0,
atque ex- hac- aequatione feriem deﬁdelatam pro v elici

§ 40 " Hic lgltur jterum ante omnia pnmum termi-
m mueftlgare débemus , quem in finem ftatuamus

P A —l—Bz}‘—Q——I—Cz"“—‘*etc.

_w"cum fit
a”"“?A —‘—l—(h———z)Bz""‘g etc.

aa"’—“?\(h——l)Az —~+(7\—2)(7\-—3)B%}‘“4+ etc.

_a&a fubfumtlone 01letur fequens aequalltas.

o==a(r—1)A (h-———z)(}\——g)Bz —2 + ete.

— A(r—1) A7 —clc
. 3AA —+—' 3(?\—-2)Bz —2 4 etc.
| ——(nn-——I)Az—— ‘ (nn——I)sz; —2— etc.

K 2 . fit

Vt nunc.prima poteﬂas z* {ponte . tollatur , necefle eft’ vi




fit A\(A—1)d-gA—nn-1=—o, fiuve (A 1f—nn=o,
hincque duo valores pro A reperiuntur: A=—n—1 et Ah—r1; .
vnde fequitnr pio valore completo ipfius v exprimendo re, |
quiri duas feries infinitas, quas fequenti modo referamus:
S AR BT Cr D T - B T — ete,

b= 34— Az "7 =B "€y — DT € — e,
guarum - autem fufficiet priorem determinafle , , quoniam po- -
fierior inde nafcitur, fcribendo — n loco n 5 quamobrem ha-
bebimus vt fequitun: '

v—A z"_‘~'—Bz"""3~&'—Cz”““5—~Di“_7+Ez’?__9 — etc.
z:(n-—I)Az"‘*Q-—(n——g)Bz“ 4+(n—~_5)Cz“ 6 — ete.

20 =(n~— 1)(n—2)Az" 3 —(n—3)(n—4)Bz" 5 + etc.

¥

Q)

§- 41, -Fiat nunc fubftitutio in fingulis “terminis no
ftrae aequationis fequenti modo: . ‘

Zn-—: Zn-—;z g5
-%?Tﬁi:__(nux)(n—z)A—(iz_— 3)(n—4)B+(n—5)(n—6)C—etc.
— %%:‘:’: —-—-(n—-1)(11—2)A+(n-—3)(n—4)]3—etc.

%= s(n-1)A— 3(n-3)B+  3g(n—-s5)C—etc.
nny=— nnA—+ nnB— nnC--etc,
-+ V= A— B+ - C—ete.
o= oA 4(n—1)B—  g(n-2)C-retc.

- —(n=1)(n—2)A+(n—3)(n—4)B—etc.

§- 42. Cum nunc fingulaivm poteftatum coéfficien-
fes fe deftruere debeant, per primum A , qui arbitrio noftro
relinquitur, fequentes omnes hoc modo determinabuntur:

B—=




~ modo loco A fcribamus 2 et —n loco n,

P
|

— Yy T

3 e (B —2) A .
—”T”A>

T;-'-.in-i-é)lu—-‘n- — (1 ) {n—4)
C...__;_— 8{n—2) B= 1. % A

--(n-—-SHn-—-sl -_-(n—-4):n-—51ln-'-6)A-
_ D T2 (R = 3)". C= T 4. 8. 12 2
s '
) E:L’L—_'_'”_!"_":_"_‘ ——lﬂ——mn——mrn-—-mn_a) A
16 (n—4) ~D 4. 8. 12. 16 2

o

‘etc.

Nﬁcque pnor feties pro guantitate v erit

Azt I (n—4Q)Az_n——3+(n—~3)tn-——4lAZn-—-5 — ete.

. 43. HEx hac autem ferie altera fponte eruitur, fi

vnde wvaloxr com-

pletus ipfitis v binis fequentibus feriebus exprimetur:
A Zn-—-x n-—-Q) —3+(n-—3)|n—4\zn—-5 — etc.
( (r—2)gn e )

‘D_,
' 2_,_3[(5—-11—1_'_11;4-9)2 n—3+(n+3)(n+43z—-n-—-5+etc)

i ' §. 44. Nunc autem fupereft , vt iftam formam pex
fenes inuentam com forma finita

vy (z2—1)= f[Z"'l-]/(ZZ-—I)]n—l-g[%—fl—]/(sz-—-I)]""“

concordem reddamus, quem in finem tribuamus 1pﬁ % valo-~

rem infinite magnum , quandoqmdem hoc modo in binis fe-
ntes euanefcunt, ita

erlebus prae terminis primis omnes feque

vt ‘hinc fit p—= A g 'z~ " 7; at vew X forma {fini-

;ta,. ob V(zz—1)=2, eiit v% —f(2z)y+g(22)" " ideoque

y n—1I &
“v 2" fgr T S qua forma cum illa comparata
' -,,@_Q_Uidsans eft fumi debere A — 2" f et U — _’%- .
.2

K 3 Pro-
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Problema 6.

Propof_zto angulo quocunque r(I_)‘ inuenir_'_e formam gene:
ralem pro finibus angulorum quorumuis multiplorum.

Solutio.
§. 45. Statnatur vt ante z=col.Q, eritque y/(zz — 1)=
) ~+ 3 —1fin. §, hincque poiro ' - .

[z+V(zz—1)P=cln®+yY —1fin.nd et
[z—yV (zz—1)"=col n®C—Vy —1fin.n
Nunc igitar ex forma finita habebimus |
s=pvy —1fin.d=Ff(col n P~y —1fin.n)
- . +g(c9£.1i(b—~é']/—;ﬁn.iz(b).
Faciamus iam f—=1 et g == — 1, ac prodibit
s=oy—1fn®P=z2¢y—1finnd,
ficque erit 2 fin. n @ = v fin, . '

§- 46. Cum nunc fit f——1 et g==—1, erit A — 2®

1 - : - - 4 -

et A———, vnde pro v binas fequentes feries nancifci-
2 - .

mur:;
;0:3 Q(QZ)n——-:_gm:-m (22;)“"_3—#2(”_:_“3””-—2"” (2-1)31———5__ etc.g.

e

2(22) M B (S 20 (3 gy

Ponamus. nunc, vt fupra fecimus, x = 2 ¢of. O, vt 22—,
tum vero infuper y —=-: fin.Q, et quoniam inuenimus 2fin.n®
—viin.Q={vy, tantum opus eft feries fuperiores pro v in-
: ventas per iy multiplicare, hocque modo fequentem expres-
i f _ fionem generalem pro finibus angulorum multiplorum obti-
J _ nebimus: '

2 2 ﬁI’l.




m gy ===
n——3+(n—-3}(‘n—-—4) x n—3 .—- etc. ]

u—-3+(n+3](n+4)x-—'n——5 -+ etc ]

verit t1 er1t confentanea, qulcunque valo-

] ﬁu% pofitiui, fine negatiui, fiue in-
atet ormulam initio datam, hoc de-
ib f'i'er;es poftenor eft. omiffa. Primo

ﬁ‘ n = o, vtique prodire 2 fin. 70 O=—o,
i termini binarum. ferierum fe mutuo

am eft, pro numelis negaums n

: D
optérea quod ﬁngul
; deinde etiam clar
':‘_Letlam‘ negatmos prodire.

[ 4-'1 Euoluamus nunc etiam aliguot cafus pro nu-

€ns 1nt gns, ac’ primo qmdem ﬁt n — 1, eritque
o y(I -_|-:m:--|—m_,‘r —|- + 35 +etc)
: 43 +’°+35+etc:)

ficque binis 'feriebus inntlis ﬁet 2 fin. O = .
n==2 eritque

Sit nunc

15y 35
B2 +etc.),

—_ 15 3)
¥ _ x3-+— —I—xr—!—x —4—etc)

Sit nunc etiam 1 = 3, eritque
o 5 2: 34
rxxr—1 +o+ A ab= Ty -+ etc.
2fin.gP—= y( )
(= —a—_i_—i— s—f——-—i-etC)

...—J/' =
ideoque 2fin. 3P =y (xox—1 ).  Ponatux etlam B == 4»
eritque

2fin. 4 Q=

y(:t: —o+ +_

-

2ﬁf1.2(]):

y (P — 2L+ 0+ 0+ 6 +2 +6tc)2

(x—s—l—-:?—-l—gs +GIC)S

ideoque 2 fin, 4 =y (& —2 x). :
§. 48.

(S




§- 48. Ex his exemplis iam fatis elucet, pofierio. -

rem leriem in priori omnes terminos fratlos deftruere, ita vi

fufficiat ex priore feric folos terminos integros fumfiffe ,
quoties feilicet mumerus rn fuerit integer; hocque adeo fa-

cile in genere fimili modo demonftrari poflet, quo vii famug !
pro cofinibus, fuperfluumque foret fimilem demonfirationen -

hic adomare. Caeterum in hac enolutione fingulare phae-
homenon “fe exerit, quod non Pparum {fulpeflum videri queat,’

In eo confiftens , quod ad eonfenfum ferierum infinitarum

cum valore integrali finito ftabiliendum, vA fumus cafn quo
% — ©0, quae pofitio inftitute noftro, que” loco % cofinum an--

guli affumimus, maxime aduerfatur.  Verum fi perpendamus
iftum confenfom in genere effe conflitutum, fine vllo refpe&u
habito ad applicationem angulorum , omnia dubia fponte

euanefcere debent, imprimis cum jam pleniffimus confenfus
cum ventate luculanter elucefcat, . "
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