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604 . " SUPPLEMENTUM 'VIIL

'2) Methodus succlnctlol comparatlones quantltatum transcendentium

for f Pz

M, 8 Aecademiae exhib, die 3 Nov. 1.77 7.

contentarum inveniendi,

In Capite VI Sect, II. Institutionum mearum -Calculi Inte-.
gralis ‘Tom. I insignes tradidl comparationes ‘inter quantitates ma-
xime tlanscendentes, ad quam deductus eram methodo penitus in-

directa.  Postquam igitur non ita pridem illustris de la Grange

methodum maxime ingeniosam excogitasset easdem comparationes

~ inveniendi, totum hoc argumentum multo sucecinctius et elegantms

Fig. 13,

tractari .poterlt quam mihi quidem tum temporis licebat, unde se-
quentia Supplementa Geometris haud displicebunt. ‘

Hypothesis . 1.

§. 80, Denotet hic perpetuo character TI : z - valorem

. - . 0 N .
formulae integralis f*V (a_t_ﬁz+,yzzz+azs+sz4), ita sumtae ut eva-

nescat posito z —— 0. Ponatur antem brevitatis gratia o -}
Bz+vyzza Sz ezt —72Z, ita ut sit W:z— ?7% Tum
vero concipiatur super axe 0 % exstructa ejusmodi curva 0 Z,
cujus singuli arcus O Z abscissis ¢ 2 —— z respondentes expriman-
tur per formulam IT : —‘*f?/—r;, atque haec curva ista insigni
propnetate erit praedita, ut sumto in ea pro lubitu aren quocun-
que PG, a quovis alio puncto X semper arcus X Y jlli arcui
F G aequalis geometrice abscindi possit, cujus demonstrationem so-

lutio sequentis problematis- suppeditabit.
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AD TOM. 1. SECT. II. CAP, VI )
Problema 1. o
81 in curva modo descr ipta proponatur. ar cus quzcunque

F G, innumerabiles aligs arcus X Y in eadem. curva geometrice
assignare, qui singuli. cidem aréui F G sint .aeguales,

~ .

A ' S()'Iutio. L

_ § 81. Duct;s ex’ punctis P et G ad axem oz applicalis
F fet Gy, vocentur absmssae 0 f J et o g—g, eruntque
arcus O F==1I: / et O G — II : g, unde Jongitudo arcus pro-
positi F G erit ‘== ],'I g — IL: f, Simili modé pro quovis arcu
quaemto X Y vocentur abscissae ¢ x' =% &f o ¥y — y, crunique
arcu§ O X —=TL:w et O Y=—1II+y, ideoque arcus, X Y —
I:y— 10z, qux ‘cum gequalis esse debeat arcui F G, habe-
bitur ista - aequamo II Y - II s ncll § I g-—l‘[ 5 cul satisfieri
0portet . .

§. 82. Quoniam punctaF et G considerantur ut fixa, dum
puncta X et Y per totam curvam variari -possunt,. dlfferenuatxo
nobis praebebit hanc aequationem . II:y—9 . 0% = 0. Quare
cum sit per hypothesin

| I,‘[::c:f], et II: y_..fVY, S
existente o o 2 ST
‘X:a-—}—ﬁm—]—ywm-—!—ﬂxs—]—am[‘ et o
Y=o+ Bytvyy+3y +eyt,
solutio’ problematls perducta est ad hanc aequatlonem differentialem

dy
I yx— 0

§{ 83. Hic jam .methodum ill. .de Iz Grange in- sub-
-+ sidium vocantes statuamus ?ﬁ“{——a £ erltque 3%:8 {.- Hic scili-

Vol. IV. - - 64 7



806 " SUPPLEMENTUM VIIL.

" cet novum elementum ¢ ¢ in calculum introducimus, quod in e~

quentibus differentiationibus ut constans tractt,tul t‘um igitur  ha-
- bebimus .

w—““]/Xet ’“"]/Y

| Quod si ergo pOI‘lO statuamus Y —[—-a:.__p et y——-:c__, g, habebi-
mus hine :

-a—E—VY -;_]/X et g—gr_—.]/Y 1/X.

quarum formularuom productum praebet

‘apaq.__.
I Y X.

Valoubus ergo. loco Y et X substitutis erit _
a2
PR —D) by () 3P —at)
o :J ' +E(y """‘”4)
Quare cum sif

Y. __?+q et :Jc—“p';—q érit-
Loy e=g, =g, =2 =g (3pptqq) et
% yt—at =1pg(pp +949),
quibus substitutis factaque divisione per ¢ habebitur -
apaq

Lt =B+yp+13@pp+q9)+iep(PP+99),

cujus aequationis pluumu_s erit usus in sequenti calculo.

§ 84: Jam sumtls quadratis primae acquationes da-
bunt S '

o x? oy __
op =X et E =1,

quae dénuo dlffelentlentur, ‘quem in finem ponamus brevitatis-

.gratla : .
_BX-::X’Ba;et,aY::Y"By,' T

! : P
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atque hin'c nanciscemur )
28835____ X} tﬂa’ay—_Y/’

Tt datl
quibus additis exit.

zaap___ /
- = X Y

Cum igitwr sit
3{’-——(3+2m/x+35mx—4—4e:r et

YV =B2qyy-+33yy 4 4ey®, et

ngip:-z@“*‘“g"/(m—*v)-*“sé(m 4+ )+ 42(2 4y )

" Introducendo igitur litteras p et ¢ ut ‘ante, fet

w+y:'p, 224y =1 (pp-+-q9),
2% 3—‘P(/vp—l~3qrq)

: smque ista aequatjo hanc induet: formam .

2_3;3‘#'_____ 2B+27yp-+} 5(PP+€/9‘)+EIJ(,UP»4— dqq). -

) §. 85. Ab hac jam postlema aequatlone subtlahatur
plaecedens bis sumta, ac remanebit

20p . 22p24 qu—l—zemq
Hmc pel 79 dividerido habebimus

1 t,200p 2apaq '
a?"( aq )—-3—}—25])7

‘cujus wvirumgue membmm manifesto integrationem adm:ttlt si du-~

catur in elementum. 9 p- Hoc emm facto aequatio 1nteg1ahs erit

'a
Mgt, —=C +8p +app

{. 86. Initio autem vidimus esse a_fr——]/X +1/Y hmc-
que statim pervenimus ad aequationem integralem- algebraicam hanc

<VX;F;Y> =C--3p+cepp.

6.4%
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508 . . SUPPLEMENTUM VIIL .

Quare -cum sxt p —x +y et q — Yy — x, haec acquatlo evoluta
- fiet '

%¥—C+B(x+y>+s<w+y>,

ubi constaritem per 1nteglatlonem ingressam secundum mdolem p1ob_

,' lematis ita definirl oportet, ut dum punctum X -inecidit - in - punc-
" tum F punctum Y in ipsum punctum G : cadat sive . ut . facto

x — f fiat y""-g . S

§. 87. Cum jam sit K

X—[—-Y——za—f-ﬁ(x—}—y)—}—ry(:r +zﬁ} : "!.
@ ) e (g,
si terminos .8 (= -—}—-y) ¢ (m ~-y)? in .alteram" paltem transfe-

rimus, perveniemus ad hanc -aequationem

2a+ﬁ(m+y)+v(m2+y )+5wy(x+y)+2wxyy+wx¥ —C
Ly—x)? 7
Subtrahamus ~autem insuper utrinque -y, . et loco C — Y scnba-

mus £, hocque modo nostla aequatio 1educetu1 ad hanc formam
‘ satls concinnam - ‘

4

2a+[3(x+y)+wxw+5x3' (x+3’)+25x-*‘3’3’-|—21/XY —A
(y—x)* . — =

_/.

§%'88 Quia, pune A ita determinari. debet, ut- sumto
= f fiat y—g, si secundum analogiam, statuamus '
OB Ay SIS A s P et
at+Bg+v9g+3g+eg' =6,-
erit xsta constans 4 ita expressa

A — 2o +B e +2vsg+378 (f+g)+zsffgg+WE'=
S =
Hac igitur aequatiohe inventa, si' ipsi z pro lubitu tribuatuf va-

~ lor ~quicunque,” inde elici -poterit valor ipsins g, ita ut alter ter-

minus X arcus quaesiti X .Y pro arbitrio assumi possit. Vernm

—
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facﬂe patet, istam determinationem in calculos perquam . molestos
praecipitare, quandoquadem -aequatio inventa quadratxs sumendis ab
irrationalitate 1/ X Y -liberari deberet. Sﬂequentl autem,modo ista
investigatio sublevari poterit. - . -
§- 89. Quoniam ista formula

2a+B(xry)+2yry+day(@ry)+ 2emayy
essentialiter in caleulum ingreditur, ejus loco “brevitatis® gratia scri~
bamus hunc characterem [z, y], cujus ergo valor erit ‘cognitus,
etiam si loco = et y aliae litterae acczplantur' Hoc igitur modo
aequatio inventa ita referri poterit o o

[x9]+2VXY_ [fig]+2VFG o S
== T =P o

guae ergo aeguatio exprimit relationem inter: bina ordinata x et Y,
ut ploblemau satisfiat, hoc est, ut fiat

My —I: x—1I: g--IIf -
Qiare cum hic etiam sequatur

iy —Hig =iz —1I:/,
aequatio hine ista exsurget’

BN +2Y6Y _ [fix]+2VFE
-—-g* T (=—HF
§ 90. Ex hac jam aequatiome cmum priore conjurcta

facile eliminari poterlt formula radicalis ' Y, smque aequaiio ha-
- bebitur tantum httelam % tanguam incegnitam 1nvolvens, unde e_]us
valor haud dlfﬁculter definiti potest.  Caledlum autem hune ‘insti-
- tuenti patebit, tantum ad aequatlonem quadraticam perveniri, -ita
ut bini valores pro puncto Y reperiantur, guemadmodum rei na-
tura postulat, dum sumto puncto X allerum punctum Y tam dex-
trorsum quam sinistrorsum eadere poterit. Hinc autem calculo
fusius nen immoramur, quandoquidem hic potissimum - est . propo-



Ing 14,

‘.fam & pr1011 repetcre.

-
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-

situm, . totam’ hllJUS pxoblematxs solutionem per methodum diree-

"
Hypothems 2.

§ 904. Constituta super age 0 2 curva 0z In ‘priori

hypothesi de5c11pta, concipiatur super codem aXe- slia curva- in-

super . descripta © 3, .ita comparata, ut abscissae 0% =2 respon-

" deat ‘arcus OB =Pz, ita ut sit

. az(m_}_%z—g—({zz—}-ﬁ)z“%—etc_-)-
bz =/ TVZ T

integrali ‘hoe pariter ita sumto _ut evanescat - posito *z = 0, exi-
stente ut ante ‘

Z—=a+Bz-+% vz—s—az +ez .
Pro rnumeratore autem. .ponamus brevitatis gratia

‘ %‘.'—l—«;\% —-}-—-@ZZ+®Z +Ct0----8:
ua ut sit g:izx fgaz

—-

§. 92, Ista _]am curva hac ratione descrlpta hac 1n51gn1
proprictate erit praedita, ut, si in pripre curva rescissi fuerint
arcus F G et X Y inter se aequales productls iisdem applica-

tis in nova cwrva, arcuum hoc modo rescissorum % @ et X 2D

differentia_ vel algebraice vel saltem per logarithmos et arcus cir-
culares -assignari possit, cujus rei veritatem solutio sequentis prob-
lematis demonstrabit. ) i

Phroblex.na'z

S8t in cirva secuncfum primam hypothesm descripta ‘ab-

scissi fuerint duo arcus aequales FG et X7, iisque in curva modo

descripta respondeant .arcus §& et £ 9, quibus scilicet eaedem ab-
scissae in. axe conveniant, drferentzam mter ho&‘ bmos ar cus in-
vestigare, '
' ‘.
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Solutio.-
§ 03, Quia igitur ~hic ‘quaeritur differentia inter arcus
-3 & et £ P, ponatur ea ==V, ‘quae-ergo spectan potelxt tan-

~quam certa -functio ipsaum = et y, si giidem puncta F et &
tanquam fixa conSJdelamus Cum *igitur sit arcus
5 GS=F:g— qo : [ et arcus
EV =Gy~ x,\'
' habebmms S0 i '
B R R o 9-—@ S+,
‘unde . differentiando’ habebimus -
Day Eo= : .
~ 'l/l b VX —-aV . . .-'\

fquia; llttelas S et g plo constanmbus habemus. B

§ 94, ‘Pcnamqs‘ nuné_ ut supra factam .est

ox oy . T
7x =yy =0t ;

et haec aequatlo induet istam formam -

®@—2)ar=20V.
Verum in solutione primi problemams deductl fuamus ad hanc ae~’
quationem finalem _ :

o
qqé%——c—}—Epw‘-spm ‘

unde - fit : S
a . .
a]r?:l/(c +3p+epp) =Y (A +ry+3p+epp)
atque hinc colligimus . . ‘ -
di= ~9p '
gy (a-+-v+3dp-tepp)’

ubi - est p:x-—]—y et g —y-—x Hoe e:go yalore’ mducto ae-
quatio differentialis resolvenda est

3V == ®—%)0p . \ :
" VAV +-0p—tpp)’ ' Lo
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. \ o - p
“%+%m+@wm+§0m3+etc : -
similique modo’

P = Q[+Q3y+@yy+®y +- ete.,

quousque libuerit continuando,

ubl est

§. 956, Quod s jam h'os valores sulﬁ‘stituamusj Eabe;

blmus _ ’ ' :

D-EEBE =)+ ) D ()
—}—@(J —w4)+etc CL

‘unde si loco x et y introducamus quantltates p et q, ob z— 'b"_;'
. et y.__.P*l:E, orientur sequentes valores- _
|y —w=gq, i — o =Pg.¥ —T“—‘IG(E'PP*W)

y’*——-w"'—‘f?q(fop+qq) y -m5-_—x%9(5p *iOPP‘”*“’)'

. § 906, Quantitas ergo V per sequentes formulas in-
‘tegrales secundum numerum litterarum 25, €, ©, ete. deter-
. minatur ' :

— dp, - pop .

V“"%fV(A-kT-fI—S,p—i—spp) -+ @:-/V(A—I-'}'—i-é"p-l—spp)
: QApp+qg)dp pleprtagdp .
14 . ,
+ 4QfV(A+W—Wp+5pp) i @fV(A+W+5P+EPP)
. (5p*+10ppge+q9)dp : '
1

+ i %f V(@AY +Sptepp) - ete.

Quarum formularum duae priores jam ‘absolute exhiberi possunt,
sivé algébraice, quod evenit si e== 0, sive per logarithmos, si
valox 1psms ¢ fuerit positivus, ' sive per arcus cireunlares, si valor
ipsius ¢ fuerint negativus. - Reliquae vero formulag exigunt relatio-
nem irtter p et g, quam deinceps’ mvestlgablmus Hic. tantum no-
tetur, potestates solas pares ipsius ¢ in has formulas ingredi.

-

.

el _' . -
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§. 07. Hic autem’littera A €undem valorem - constantem
designat, guem supra jam definivimus, qui erat

- - A = 2a~}—[3(f+g)+2“¥fg+5fg(f+g)+2£ff§§+21fI‘G
- (z—7)*

Praeterea vero cum- esse debeat

Piy—fix=ig—ift T,
evidens est, casu quo x—f et"y == g fieri debere V—"0; guam-
obrem formulag illae integrales pro V inventae ila capi debebunt

ut posito p—=f 4-g et ¢ —g—f valor ipsius V evanescat.
Analysis | :
~ . pro investiganda relatione inter p et q.

§. 98. Quia jam invenimus aequationem finitam inter

x & ¥, ex ea quoque ponendo J:p+q et .‘.D"'L-q relatio

lnter litteras p et ¢ derivari posset; verum hoc calculos nimis’
4 taediosos—postularet;—quamobrem-—aliam—viam ineamus istam re-
lationem ex formulis differentialibus deducendi.  Cum enim sit
dp __. o0yv—+4-d=x T

57 =—3y—3a ob proportionem

op __VY4VX,
CEE dy=yX:V/Y erit 57 =yr—vE .

_ supra autem invenimus esse

LIVE — /(A Ay 43 p 42 pp),

: q
" ubi A eandem denotat constantem, quam modo ante definivimus.

§. 09. Nunc igitur fraciio pro g—’; inventa _supra'gt infra

multlpheetur per Y Y4~/ X, et cum sit
VY +VX)=9gq(L —I—'Y+5P+EPP)
habebimus hanc aequationem

op __qa{a+vF-Sp—-cepp)
dg T Y —X ? . ]
Vol. 1Y. ' . 66




E

514 © SUPPLEMENTUM VIIL

cujus denominatorem jam supi‘a §. 83. evolvimus, ubi' inveni
mus esse . : g
¥—X=Bq-+ypg+339(3pp-+q9)+iepq(Rp-+qq),
guo _valore substituto erit ‘ '
op __ gDy +Opep )
_ 0g  Bryp+id3pp-gq +iep Pp-+qq’
quae reducitur ad hanc formam '
9 qaq:{? B2 p+53@pp+gq) + ep;(pp.+qq_)]ap.
g A+ -+0p-repp

o

'100. Transferamus terminos qui continent ¢ ¢ a dextra in
sinisiram partem ut obtineamus hanc acquationem '
ggopLo-ep) _ (2 B+2yp +328pp+epdyop .
. A=y +0p4epp Dy 3p--epp '
Membrum hujus aequationis sinistrum integrabile reddi potest, si-
per certam functionem ipsins p, guac sit — II, multiplicetur, quando
fuerit,

éqaq.—-.

om op(Eo—+ep)
‘IO A+ +dpacpp

quag aequatio integrata dat ~
IM=—=—3I(A 4y +3p+ipp)

Sicque erit multiplicator iste

—— i -
V(A4 YFipteppy?
- tum autem integrale quaesitum erit
gy “‘/(25+2vp+%5pp+sps)ap .
V(&+7+8p+epp)

(B +3prepp)t
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§. 101 ‘Hoc postremum integrale manifesto continet formam

V(A —}—‘Y —}P—Pﬁ'p -z PP): qUiPPC CUjuS differentiale est
(2 8p+2vp-+30pp-rep?)dp
5 ]
(&~+y-+3p-+epp)
quarc integrale ita potest repraesentari
79 I pp

’/(A“’"“’””“PP) V@ w3 err)
: f (2ﬁ_—2Ap)ap

(A-—I—'y—l—-app;aspp)

- omenp e
quod postlemum mteglale statuatur —V(A—l—'y—!—é“p—l-Epp)’ ‘hujus

7

enim dlﬂ”el entiale est

[(A-Jr—'y)n-——TSm-b(IBn——gm)p] Bp

(A+'y+5p—+—epp)
1deoque fieri deber
(A —}—-'y)n-——Sm__zﬁ et
1dn—egm==—2A,
unde deducuntur valores -

4PS+8AA--84AY et n— 8B~ 4a?
dAet-4ye—43 —— kA4 YE—~06D?

quarum fractionum loco in ealculo retmeamus litteras m ‘et n, con-
sequcntel adjecta constante aequatio integralis .ita sc habebit

99 =ppnp+maC V(A+'y+5p+epp)

m—=

Y 102. Ista autem constans ita  definiri debet ut po-
sito p == f--g fat g=g— f‘, 6X quo quantitas 1Ila constans ita

deiérminabiur
C— —r___ f#fg=n(f+g)—m
VIa+Y 48 (f+8) e (F+)1

65%
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‘Hoc ergo- valére invento, facile ass:gnarl potelunt V'1101es non
solum ipsius ¢ ¢ sed etiam ejus potestatum parium g%, %, ¢*, ete,,
quibus degemus . Atque hinc intelligitur pro inveniendo wvalore
ipsius V alias ffnmulas integrales non occurrere nisi:-quae involvant
quantitatem radicalem 3/ (A -+ +5p -~ gpp), quarum ergo in-
tegratio, mnisi algebraice institul queat, semper per logarithmos et
arcus circulares expediri poterit. Evidens autem est, casu guno-
— 0 omnia integralia algebraica exprimi posse. '

§. 103. Quod si ergo pro priori curva O Z fuerit
. - a.z : . .

H'z"“‘f’/(m—l-ﬁz—k'yz’,_—f—é’za)’

pro altera vero curva

az(m+%z+62z+®z=»+—etc)
p:z —/ . Y(e+Bztvra-4-05%) ’

tum sumtis in priori curva arcubus aequahbus FG et X Y, iis
in altera curva 1espondebunt arcus F & et X9, quorum dif
ferentia semper geometrice assignari poterit. Interdum etiam fieri
potest, ut differentia V- in nihélum abeat, id quod quidem semper
evenit, sumto x — /.

{. 104, DPraeterea vero. etiam datur alius casus maxi-
me memorabilis, quod differentia illa V algebraice exprimi poterit,
‘qui  scilicet semper locum habebit, quando tam in denominatore.
quam in humeratore tantum potestates pares ipsius % occurrunt,
hoc est si fuerit pro curva priore *

e o0z
I: z"—fV(a—]—'}zzz—}—ez‘?)’

pro altera ‘vero curva

cxrovmi p02 (AN CzmA-Fré =G I efe.)
qu'—f V(e Yz rt-e2*) y

His enim casibus, si in priore curva arcus aequales F G ‘et
X Y abscindantur, fum arcuum in altera curva respondentium

\

/.
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‘,—} @ et 3 9 differentia semper algebraice sen geometrice ex- -
" hiberi pote:ut ad quotcunque terminos- ctiam ' numerator A -
€ z z + € z* + etc. continvetur, atque hic’ est casus, quem -olim
tam in calculo integrali quam alibi fusius -pertractavi,

§. 105, Ad hoc Ostendendum, qu1a habemus tam 0 == 0
quam 3 — 0, ‘primo erit :

qq_pp+nz+01/(ﬁ +'v+spp)
ita ut hic ‘tantum potestates pares ipsius o occurlant, tum. autem
pro litteris germanicis. €, €, @, ete. formulae integrandae sequenti
modo se habebunt: . . _
~ Pro littera € . . . . . fV(Ej’?‘::éPP)"
“quae per se est absolute integrabilis.
S 163 ESL IO T
V(a—+Y-Fepp)’
quae loco ¢ ¢q substituto valore:induet hanc formam
fv((iii:——:f)yas*“cfp 0P,
ubi integratio est manifesta, quod etiam usu venit pro sequen-
tibus formulis litteris- @, &, affectis. Evidens énim est, si po-
natwr 3/ (A& -y + ep p‘) —s fleri '
pp=""r"" et pdp=— f-g—f, ideoque
pap —l . '
Y{a+v+eppy — &’ o
gua substitutione omnes formulae integrandae fiunt rationzles et

Pro Iittera: ¢ .

integrae. ‘ _

§. 106. Cum autem iste posterior casus jam satis pro-
lixe sit tractatns, ac pluribus exemplis, a rectificatione Ellipsis et
H_yperbolae desumiis illustratus, casus -prior quo tantum erat ¢ —o
co majore ‘attez}ttone est dignus, quod guantum equidem ‘scio, a
nemine adhue est observatus, cujus ergo. evolutio novae huic me-
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~

{hodo ‘unice ~ aceepta est ref‘ex_enda. 0uemadmodum autem  haee
deducta, sunt €x rvelatione inter p et ¢, ita ‘etiam relatio elegantis-
sima erui potest .inter ‘has quantitates p —= x -y et u — y'
quam hic subjungamus. ?

Analys1s
pro mvestlganda relatlone inter p et u.

§. 107. Hic partiter prnno in relationem ifiter gp et Ju
mqmramus et. cum sit

CoRE e -

da:dy—y X1y Y et

Ap VXYY -

T2 — yVX L2V Y’
et sumtis quadratis

apt . ; X+Y+2V1Y !

au® = yyX-i—sch-—',—zxyVXY
Supra autem vidimus esse

(1/X+1/Y) —q q(A+q/+5p+epp), existente g ==z — x.

Pro denominatore autem utamur relatione {. 87 inventa -

A= a.-———ﬁ(m-—{—y)+2ny+5wD’(x+5’)+250¢x§’3’+21/x'f
- ‘ . (y—-.‘x‘)’ L

unde fit :
i 2]/XY"'“Aqq——Qd-—ﬁp—'—i"yu-—-3pu-——2euu
quo valore substituto_ aequatio nostra erit

op° . ] gq(aFv-+3p+ipp). :
P  yyX-4xx ¥4 Agqu—2an—PBpu—2yuu—Spuu—2eu’ ’

\ '§. 108. Hic_autem substitutis‘loco X et Y valoribus, ha-
bebimus primo

yyX+:uxY"“oc(xx-—l—yy)—f—ﬁmy{x—-i—y)—t—z v ZeYY
A-dwzyy(z-ty)-ezayy(@@-+yY),
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quae ob T~y =p, BY=u et, Tx+yy—=pp—2 u, et
yyX-+& oY —=a(pp—2 u)+Lpu—2 yuutdpuu
) : “euu(pp — 2u),
unde totus denominator reperietur fore
a(pp—-i—4 u)+e uu(pp»-4u)+aqqu,

quare cum s8it pp—Adu—"g ¢, nostra fractio erit

ap? __ Aty +3pt+cepp
. - gu?r —~ An—fo—f-euu
. unde. sequitur haec aequatio separata
. ap — [u ‘ LT
Va+v+iptepp) v/(a+au+euu) ’
unde deducitur hoc , .

"Theorema memotrabile.

3"

§ 109, Si inter binas variabiles z et y habeatur haeg
‘aequatio differentialis _ S o '
' T ox oy

V(at-Batywaf 52 4ens) — VetByHvoy4-3yiters) 2
tum posnto x +y——p et x'y_—u, inter has vanabxles p et u
semper locum habebit haec aequatio differentialis -

gp an .

T/(A—i-’lf‘-l-ap—l—epp)—V(a—l—Au——L—-euuj’
ubi A quidem est constans a1b:t1a11a in aequatlonem postenmem
ingressa, contra vero etlam pnm aequatio continet constantem

arbitrariam [3:in: altera. non occurrentem.

§. 110, Aequatloms autem postermns mteglatlo in promptu
est. Si ‘enim utringde multlphcemus per V &, mtegrale pe1 lo-
gauthmos ita expmmltm

Z[pj/e—lrwe—k V(A—+y-+3p—+epp)]=

Z[u,]/e—i—z},E—Ff]/(a+‘_ﬁu—f—auu)]—iflr,
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1deoque 1nteg1a1e ita algebraice expumetur L&
sp+i.5+1/e(A—|—y+8p+spp): A .

_ Pleax—+iA+Ve(a+Nu+eun)]. : -

Ubi constans jsta T facile definitur ex conditione, quod posito

. @ == f fleri debet y = g, hoc est ut posito p = '+ g fiay

u=— fg, quippe ex qua conditioné constans - prior A jam est
Adefinita. )

~ § 114, Quo hinc jam facilits sive p per u sive u per p
definiri possit, notatur esse
o | ‘ 1 B
NI RTINS PR
Ep-1 8-]/[E(A—4—”y-—l—5p+spp)]
’ 135—5(1}—4—7)
i . -
Ceu+ Ay e@+Du-rruw]
' su+‘[}-—]/[e(a+Au—|—suu)]
' IAA —ace
Hine igitur per inversionem s¢quens aequatio resultabit
EP+%5-1/8(A+v+5p+epp)
133 —e (A7) —
4 fus3A—Ve@+Du+reuw , ,
—. ' , sive
r : 1A —oac ’
Ep 1 8““VE(A+'}/+5P~+-€PP).__
61‘5(:2&2%—:3) [eu—-3A— ]/s(a+Au+euu)],

ex qulbus duabus aequationibus sine alio negotxo sive p per u sive
% per p exprimi poterit.
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§. 112, Hoc igitur modo loco variabilis p pro inve-
nienda quantitate* V facile introduci posset variabilis u, si qui-

L3P —_—
dem loco" foxm;zlae VAT T h _substuuat}n fcnmula ipsi
u

aequalis VAT iED Verum. bhoc modo casus illi, quibus
quantitas V fieri potest algebraica, non tam facile patescent; in-
terim tamen etiam hoc modo certi erimus, tam casibus quibus 2= 0,
quam quo Q:_—_ 0, 0——0 ete. in serie A, B, €, ete. tantum
potestates pares occurrunt, omnes. integrationes algebraice. succedere
‘debere.  Coronidis Juco adhuc aliam relationem inter quantitates
p et u investigemus, cujus contemplatio insigne mcu:mentum in in-
tegratione aequationum polliceri videtur. :

!
‘Alia- Analysis |

pro investigatione relationis inter v oet u

4t y35. Cum sit ut ante vidimus _gp = y:—;%,
multiplicemus supra et infra per X e V' Y, ut numerator evadat -

]/X—l— ]/Y)z._qq (/_\-l~'y—|~3p+epp),
tum autem denominatur prodibit

" X+ Y+ (xy)YX Y,
ubi denominatoris pars rationalis dat .
L ap——2 [3a:J——f—'yocJ(a:~—9—y)—}—5xy(xx+yy)—{L—axy(:n +y3)

quae expressio, ob 2 —+y—p, y—z==gq, et x y ==, abit in

op 2 ﬁu~-}—ypu+3u(pp — 2 u)~}—sp u(pp — 3u).
Deinde ante vidimus esse

_ ZVXY—Aqq-m2a-——{3p—2yu—5pu~—25uu,
Vol , . 66
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quod ducium in Z p et superiori additm praebet
1Apgg—iB(pp—4u)+i Bu(pp—.iu);h—ep u(pp--4 u)
quae denpmmatpr ob pp—4u=gqg induet hanc formam
§Apgq—iBgq+iduqggepugyq:
hine aequatio erit |
dp__ A-+vy=3dp-+epp
au_%Ap——f3-+’5u+epu

unde deducitur
op(3Ap—iB-+} Bu—l—epu)__au (A+'V-—f—3p+s])p)

‘quae ergo certe est integrabilis; id quod adeo inde patet, quod
altera variabilis. # nusquam ultra primam dimensionem exsurgit.

§- 114. Verum adhuc alio modo relatio mtel p et u in-
vestigarl potest; scilicet aequatio primo inventa

E_EJ.___ VX4 vY
du""yVXt+xvVY?
sl supra et infra multiplicetur per ]/Y ]/X dabit

0P o © oYX :
du ™" —yXpa VRV XI(y—a)

Nunc igitur pm numeratore habebimus

Bo+yprg+dq{pp —uw)+epglpp—2 u)
Pm denominatore vero pars 1atlonahs erit .

-

—-acqwi-—fyqu—|~5pqu-l—-equ(pp— u)

pars vero irr ationalis

r—

10¢° —ag—iBpg—ry 9u—£3'pqu — equu,
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unde totus denominator conficitur - o
IAq —oag—ifpg+1 5'pqu+equ(pp—— 2u)
unde seqmtul haec aequatlo differentialis
op - B-+—q/p+8(pp—~u)—f—8P(Pp—~2 u)
du 1D (pp—aW—20~Bpt 3 3pu+sucpp—2u>

. quac in ordinem redacta ita 'se habgbit

oplA(pp— hu) —ha—Bp-+dpu—t2eulpp — 2u)]=

T 23[B+yp3pp—u)+ep(pp —2u)],
quae jam ita est compa1ata , ut nulla via ejus integr atxonem
instituenda . perspici queat, etiamsi Q]US integrale trevera exhibere

queamus,

. §. 115, ~ Alio insuper modo relationem inter p et u de-
finire licet, si agquationis ' ‘

8r . YX4+vY
- T yI/X-I-m/Y

posterins membrum - supra et infra multlphcemus per'y o/ X —

xy/ Y ut prodeat : . ‘ h
3p _yX—xY+(y—x)VXY - o
"  yyX—axax¥

Nunc enim:denominator evadet
apg-t Bqu+8quu-—epquu.
Pro numeratore autem pars rationalis praebet ‘
o g— 'w/u—épqu-—equ(ppwu)
et pars 1rrat10nahs :
1Ag3 —ag—3iBpg— yqu—4idpqu—equu,
totus igitur numerator- erit ' '

%Aqﬁ—-éﬁﬂq—i’wu-—ﬂ%qu-eq upp,
. 66%
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ideoque o :
0p_iApp—4w—ifp—2yu—idpu—eppu
ou . ap—+Bu—duu—epuu ’

sive: o i . :
20p(ap+pPu—ouu—epuu) = .
dulA(Pp~4w—Bp—4yu—33pu—=2eppu,
Hic autem penitus non patet, quomodo multiplicator hanc aequa-
‘tionem integrabilem reddens investigari decbeat, unde nullum est

dobinm, guin ista contemplatlo hand parum ad llmltes 'm.llyseos
prolatandos confeue p0951t '

Pl

o~
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