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SUPPLEMENTUM IV

AD TOM I CAP. V.
INTEGRATIONE FORMULARUM ANGULOS SINUSVE
ANGULORUM IMPLICANTIUM.

1) De formulis diffeventialibus angularibus m axime

irratienalibus, guas tamen per logarithmos et

‘arcus cireulares integrave licet. M. S Adeademice

exchibit. die- 5. Maii ¥T77T.

§ £. Quae jam saepius sum commentﬁtus de {ormulis
differentlallbus 1r1at10nallbus guae nulla substitutione ad rationalita-
tem revocari possunt, mihilo vero- minus integrationem per logarithe
mos et arcus circulares admittunt: etiam transferri possunt ad ejuss

modi formulas angulares, quae sinus et cosinus cujuspiam anguli

invelvunt.  Forma autem genéraliis ‘hujusmodi differentialium, quae
hoe modo tractari possunt, sequenti modo repraeseniari potest: de-
notante O angulum quemcunque,. designet & functionem guamcuns-
que rationalem ipsius tang. n (), atque inveni istam. {ormulams:
'I?B(D(fsm A D -~ g cos. 7\@)
Y(asin.nQ - beos. n CD)"
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sempey ‘per logarithmos et arcus circulares integrari posse, id quod
a casibus simplicioribus inchoando in sequentibus problematibus osten-

-

dere constitul.

Problema I,

b Bropos  agurontas 200050

§. 2. Proposila formula differentiali z———, ejus #
3 4 Y cos.1 L(D’ gus in-

%eg.mlc per logar ithnos et areus circulares mmst:gaw

Solutie.

Quoniam mihi qu:dem alia adhue via mon pateft Jstud prae-

standi, wnisi per imaginaria plocedendo, formulam Y = 1 littera

i in posterum designabo, Ita ut sit iiz= — 1, ideoque I == v i
3 S— : ]

Jam ante omnia in numeratore nostrae formulae loco cos. CD has

duas partes substituamus

L (cos. O —+ isin. CD) -} (cos. P — i sin, Q’D\

atque ipsam formulam plopomtam per duas hugusmodl paiies 1eplaen

sentemus, quae sint

- 0 @ (cos. P -3~ sin. CD) - 0 O (cos. P — isin.
9P =" Vcos.n® taq__ Y cos. n P Cp)

#a ut ipsa formula nostra p1oposxta sit 20p =13 a g, ideoque ejus

, p+a
integr ale % Tk

§ 3. Nunc ambas istas partes seorsim sequenti mode
wractemus. Pro formula scilicet priore '

ap .._..aq) (cos. § - sin. ©) statuamus  — (’D—Hsm Cb ——
1/003 ”q) ]/COS. nCD e

wt sit 9p == x0, -ac sumtis potestatibus exponentis 1 habebimus
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n__(cos.(])—-{-«zsm.d) 7 |

x T cos. n P
Constat autem esse
(cos. @ F~isin. QY —=cos. n P i sin. n P,

sicque erit x” — 1 -}- i tang. nr(I), unde colIigitur

Fy L —

tang, n P —= - 1(1 = ™)

. .. ) — — JZ . :
hine cum posito 1@ genere tang. & = 7, sit d v == 57z erit pro

nostro casu
—niat—1dx

ng = ‘
¢ tii—2iigtd-iix??

quae formula ob ii— — { transmutatur in hanc

3 —i iy g
CD_.' 2&:"3.-—— T2 ?

hineque ipsa formula

ap_xaq)_____:i?f

¥
mﬂ

quae cum sit rationalis, ejus integratio nulli difficultati est subjecta.

§. 4. Quodsi jam simili modo pro altera formula

0 ¢ (cos. P — isin. Q) cos. O — isin. O
0g—= " -, statuatur = — vy,
Y cos. n P © Yeos.n®
ut sit ¢ g ==y 3P, per similes operationes, quae a praecedentibus
jn hoc sclo discrepabunt, quod littera i negative sit accipienda, re-

. . id
sultabit ista transformatic ¢ g — - i )
) ‘ . 9 yu

quae cum priori prorsus

24




186. N $UPPLEMENTUM Iv.

sit similis, eadem integratione totum negotium donfcietur, et pro ipse

integrali quaesito h abe_bimus

0 x f oy

—_—— i e— i

§. 6. Constat qutem integralia talium formularum ex &u-
plicis generis paftlbus, scilicet logarithmicis et arcubus circularibus
constare, ita ut illarum forma generalis sit fl (Ot-—-{-—ﬁ'l’) -+—"\/-:cw),
fiarum vero g Arc. tang: (3 +ex) Quaje . cum hic differentia

inter. binas formulas integrales similes occurrat, ex singulis partibus

ihmicis orietur tall g adBegyEs it
logarithmicis orietur talis forma -- ifl ey vy’ ubi tam . @

quam ¥ imaginaria involvit, hanc ob Tem ponamus brevitatis gratia |
po—r-is et y—=r— is, ubi evit
cos. . sin. o B
B e %/ cos. nQ

T cos n B

his igitur valoribus substitutis, quaelibet pars logarithmica erit
— ifzg_+ﬁr+w1°t:_wg+i(ﬁs%—?’rn} :

— e,

a4+ [31e+fy.rr.~’)ls;~i((35—'}:2'}'?”9)'

§. 6. Loco hujus expressionis prolixioris seribamus brevi-

tatis gratia ——i FIEER, e ut sit o

tZa+f3r+fyrr-——'yss et u:ﬁsl—-l—-.‘?,"yrs,
sicque etiam hi valores Pev angulum ¢ innotescunt. Quoniam igi
tur jam saepius .est demonstratum, ess€ |

euV —1 . i : kN
Zt-—,—-?ﬁ-—"i*i‘" 21/—— {. Arc. tang. 7

ista portio integralis erit — -}~ 2 f Avc. tang. -”f?, guae ergo peniius

est realis, .dum imaginaria se mutuo sustulerunt, ita ut guaelibet

po.rtio 1ogarithmica imaginaria- -producat avenm circularem realem,
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§ 7. Simili modo conjungamus in genere binos arcus cir-
culares per integrationem prodeuntes, qui ex forma assumta erunt

— ig Are. tang. (d-}-e¢x) - ig “Ave. tang. (Br-’-« € y),
quae forma ita in unum arcum conuahetur, qui erit .

. e(x—2y) .
ig Arc. tang. TG em (3T
guae introductis valeribus assumtls @ ——= r 4-is et y==r — iy,
induet hanc formam " . -
2ies

— i g Arc. tan_g' 1084 2e0rate(rrtss)”

Lum igiur in genere sit

. — 4 1w
Are, tang..v]/n-—i__. 11_,”,‘ |
ista pars circularis transformabitur in sequentem logarithmum realem

_g;z1—}-6‘5—}-25’&1‘-—}—'&5(1‘1‘-—]—55)-{-2”
2 1008 206r—t=tE(rrebss)—B&s’

hoe ergo modo sumendis omnium integralium partibus, tandem obti-

nebitur integrale quaesitum per meros Iogarithmos et arcus eireula-

res realiter expressum.

Problem a. A2[

n @

{ 8. Piopoum Sormula dzu.gj’e;entmh Toos 7 (D 5 ejus i<

tegrale per Ioguuthmos et arcus eu‘culares zrwastzgme,

Solutio.
‘ ‘Hic loco sin. @ scribatur haec forme duabus constans
partibus o - '
1 . o
o7 (cos. O, = isin.P) — = (cos. @ = isin. (D)
ac fermula proposita resolvatur in bas partes

24
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ap:aqj(c]o/sci)s—l—zsm.q» .

ita ut jpsa formula proposita jam ﬁat

. p—4
grale quaesitum *5—=-

0 (cos. (I)—-z sin. (D)
Y cos. n
dp—104

57— ideoque ipsum inte-

t 0g=—=

§. 9. Quodsi jam rursus ut ante statuamus

cos. P +isin. O __ o8 P—isind
Ves.n@ ]/ cos.n T_y’

reperietur ut supra

io z_ 34 _B"g'j_—;
ot 2y’

unde ergo fiet ipsum integrale quaesitum

f ox 1/ oy
f 2 — z 2 2—-—y".*’

ubi coefficientes evaserunt reales.

op = — 5

p—24

——
e ——
21 -

Bl

§. 10. Consideremus nunc ex forma - integrali utriusque
partls quamlibet portionem logarithmicam, quae sit /' (a+Px~+ VL),
hincque pro integrali quaesito ex utrague parte orietur
fl(ot—r-ﬁm-—l—'yxa:)—— fl(d.-—l-ﬁy_q-'\/‘jy)
Quodsi Jam ut supra ponamus brevitatis gratia x — r -5 et

y:z——-;s, tum Vero A
tc—a 4+ pr-+yr yo—ry §$ et u_.,ﬁs-+-2ry1 5,
hi ambo loganthml evadunt
Ifl(t-}——zu)——afl(t»— Lu)
qui contrahuntur in—11(tt -+ uu, quac explessm jam est rea-
lis, neque ulla ulteriori reductione indiget.
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§. 44, Eodem modo binae partes circulares ex integra-
tione oriundae ' |
5 Arc. tang. (3-+¢ x) 1y Are, tang: (O e‘y),
quae per r et s ifa repraesentantur
~— 1 g [Are, tang. (3+er—l—zes)+A1c tang,. (5-—!—-51-—-&es)],

qui duo arcus ita in unum contrahuntur

284-2:r .
1—(S4-zer)2—cess ?

—— I g Arc, tang,

quae expressio jam ultro prodiit realis.

Problema 3.

0@ cos. AD

. . oposita formula differentiali _—
§. 12. Proposita forn ifferenti ’V-cos.n(b’"

integrale per logarithmos et arcus circulares investigare.

ejus

Solutio.
Cum sit |
cos. A (D—““ (cos. ®+isin Py} L (cos. P—=isin. PI*,
formula proposna in has duas partes discerpatur

O cos. P—tisin. P> 3 5 ® (cos. P-—isin. H*
]/cosn(D)‘ e oT= Y cos.n® > ’

M . 3 " P+q'.,,
ita ut integrale quaesitum flat. =~

op=—=

§, 13. Jam statuamus, ut ante fecimus,
cos. P +isin. @ , ©os: O —isinnd __
Ycos.n P T we Weos.ud - T v

‘quo facto fiet a‘p:w’* 0P et dg—=y*d . Caleulo autem ut
supra expedito obtinebimus "
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' izt~ oz L
- T e e n — e
3 CD -9 x:z_mzn’ hi cque ap - . 0 e ?

P W : :
similique modo erit 0 g = —————— SICQUe totum integrale quae-

2 — gy

4

situm erit | ‘
_ At - N—13
: s f o _gn ") 23—y |

§. 14 Quoniam haec duo integralia sibi sunt similia, ideo=

gue siiniles partes tam logarithmicas quam circulares complectuntur
ex parte logaritbmica, quae sit /1 (at+Bx +yzx), ponende ut
supra & == 7T is et y—r—1is, tam Vero

tcma = Bra-ryrr—yss et u=@s+2yrs,
. P o o T . potiu
hine primo ista pars logarithmica colligitur — i fl3—y quae cum
sit imaginaria reducitur ad hunc arcum circularem realem = 2 Vi

1 T .. ) . . . -
Avc. tang. & simili modo s forma arcus circularis ex integratione
oriunda fuerit — g Arc. tang. (3=-ex), ex partibus circularibus pri-
mo oritur sequens arcus imaginarius '
. 2its

-1 g Arc. tang. - -

: g c g 1—{—-6"6‘-!—_—236"1*»—}-—&5(1‘1*-—',’—-5:)-5
qui denigue ad hune 1oga1'rithmum~reale-m' revocatur
11—{-56'—-1-“25&?—1——55(rr—{—-ss)-—l—%:

g _
2 ! i-{——{'ﬁ'ﬁ-{«zé“er--%~—se(r-r+ss)-——2&s : . ' -
Problemsa 4.
. ) ' e - 0 sin;? _
§. 5. Froposila Formula differentiali - ¢ ‘(Dl, ejus
: cos. 2 P

integrale per logarithmos el arcus eirculares “investigare.
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Solutio.
Cum sit - .
sin. A :--fL (cos. P 4 i sin. P)H* — -15 (cos. O — isin. Q)
constituamus ut hactenus has duas paries
o QP (cos. P —isin, Py* t a‘ __ 0O (cos. (D--—-zsm CD)}‘
¥/ cos. n Q> © YVeos.n >

. . . ., P
Cdta ut integrale quaesitum sit -279. ~ Statuvamus nunc iterum
. cos, P — isin. cos. @ —isin. P
! b 1 : X et u/ — yg
i - Veos.n® o TT0 Vcos.n® _
ut fiat dp =20 P et dg—y*d P, hincque caleulo ut _supra
instituto, fiet

Bp_

a ‘ ixk——iaw‘ L ) i'l \.——-ial/ .
e — &l g TD e S .
7 2 — 2" A

sicque integrale quaesitum erit .

_.../f*_“_af__/yi“_f?ﬁ S
“°J 2 —an S oz2—yr ,

§. 16. Ouodsi jam ut hactenus est factum, ponamus
LITF d-is et oy g is, et pro partibus logarithmicis, quarum
forma sit fl(a+Bx~-zx), ponamus
t=a+fBrd-yrr-—yss et w=Ra— 2y,
hinae partes logarithmicae imaginariae utt in problemate secundo in
unum logarithmum realem contrahentur, qui erit ~— 2 /7t ¢ 1 u)-
At si pro partibus circularibus, quarum fmma sit g Arc. fang.
(5+em), bini tales ,arcus Jmagmarn ;ungantu; il coalescent in

- unum arcom realem
28-t2¢ep

— 1 .
3 g Arc. tang h

— (FerPemerss’
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Problema generale.
§.17. S & denatet functwnem guameunque rationalem
ipsius tang. n O, ac proposita Fuerit haec jformula d.m_ﬁerentmhs

«,f.:acb(fsm AP 4+ Geos. A D)
"/ (@ cos. n P ~-bsin. n* ’

ejus integr ationem ad Zoga} ithmaos ct arcus circulares reducere.

Solutio.

 Ex praecedentibus jam facile intelligitur, formulam numera-
toris F sin. A - G cos. A P semper ad talem formam re-

vocari posse
F’ (cos. O —+-isin. Q) + G (cos ¢ — isin. O,
atque hinc ipsa forma plopouta discerpatur in has doas partes
i) CD (cos. CD — i sin. (I))"‘
op — ; - et
Y (acos. n Q —+dsin.n O)»
aqﬂ_cba(b(cos O —+ i sin. O)*
Y/ (acos. nD b sin, nCI)))‘
ita u integrale quaesitum jam futurum sit B p - G

§. 48, Jam pro formula priovi J p statvatur
cos. O - isin. O o
,i/(a ey ”(D b sin—-r?@)— —z., et pro po.sterlorl
cos. P — isin, P ' - :
Y (a cos.nd -+ b sin. nCD)—‘/ - o "
©ita ot hine futurum sit
ap—“@w)"a@ et aq::d&yka@,

inde autem fict
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7o COS:T Q-tisinnd
X
T acosnQH-isinnd?
ynde colhgltur

{ — am”

tang. n  —

.

bx? i’
guare cum & denotet functionem rationalem ipsius tang. 1 {0, eva-
det quoque functio rvationalis ipsius x, atque adeo ipsius &, quae
designetur per X. Practerea vero etiam differentiale 9 @ rationa-
fiter determinabitur; cum fiat : |
. (@6 — by x" 1 Jzx
a(b_;“(acnﬂ-bb)m””m» 2¢a —ib) x*
hoc ergo modo habebimus
(ia—0)Xar=10x
op= -

(aa—bbyx?— 2 (a +ib)’
quae cum sit penitus rationalis, certum est, ejus integrale, quantum-

cunque etiam laborem postulaverit, semper per logarithmos et arcus
circulares expediri posse. |

§- 19, Simili modo res se habel in altera formula 3 g,
quae ab ista tantam ratione signi litterae i differet, et quoniam hic
~omnia rationaliter per y prodlbum expressa, guo pacto & abeat in
¥, atque obtinebitur _ '

) (b4-ia)Yyr=iQy

f} q‘ it - .

(@ bbyy™ wm 2a - 2ib"

cujus integratic omnine similis erit praccedenti, et quast eodemw la-

bove absolvetur.

§- 20, Manifestum autem est, in hojusmod] ‘calewlo  ima-

ginaria cum realibus multe arctius commisceri, quam “in praeceden.

tibus problematibus usu venit, quandoguidem jam statim ab  initie
coéfficientes. derivati T/ et G jom imaginarie mvolvunt; deivde vero

26

e et A
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gtiam utrinque tang. 7 ® imaginariis inquinatur, unde etiam in va-
lores X et Y imaginaria ingredientur; quamobrem reductio ad rea-
litatemr plerumque maximum laborem exigere poterit, proque autem

negotio praecepta necessaria jam satis sunt coguita.

2) Theorema maxime memorabile circa formulam 1n-

t -lmf 3®c°“7“q>
cgrale (1,—4—5&&__,35;303,(]))”—'”.

‘exhib. die 13. Augusti 1778, o

M .A;S’. cade—miae

§. 2¢. Haec formula aliam restrictionem non postulat wmist
quod littera A numeros tanium integros desxgnat sive positivos sive
negativos. Evidens autem st valores negativos mnon discrepare. a
positivis, cum semper sit cos. — O = cos. -~ . Hoc notato si
istius formulae integrale a termino O =o0 usque ad terminum
P == 180° sive ({ — 7 porrigatur, gjus valor semper sequenti for-

e ‘ , _

mula exprimeiur A amirt V, existente

=) () + (T G as

(”‘")(’;:’;’;) a4 (55D ) @

n-—-—}\ A 72 ~—
) (@) @ () G @

Ubi formulae uncmulls inclusae non fractiones, sed eos characteres -

designant, quibus unciae' potestatum Binomii designari solent, ifa ut
sit - '

o, , 4 g-—1 a—2 . g -
(T{).._.__.wi-vm——-.-.ﬂ.%‘, .. . .. s

B-1
2 3 R
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