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Tab. 1T, Conﬁderabo hic elusmodi curuas hyperbolicas , quarum af |
Fig- 4. {ymtotae inter fe funt normales, quoniam , - quae de his .
' reperientur, omnia facile ad Hyperbolas obliquangulas ac- ;g
commedari poflunt.. Sit igitur f Y ¢ ciusmodi Hyperbola,
cuins afiymtotae CF et CE fint inter {e normales, atque noe [
bis hic eft propofitum eas huius generis curuas inueftigare
quae virinque in infinitum continuatae intra fuas affymrotis
fpatium finitum includant. Ad hoc igitur requiritur, vt, po
ftis coopdinatis C X =x et X Z==y, formula integralis /J 0%
ita fit comparata; Vt a termino ¥ =0 Vvsque ad termipum
 x — oo extenfa, valorem finitum obtineat. Notum. autem cffs
- pullam talium curtarum aequatione binomia expreffarum, V¢

luti x™¢" =1, hac proprietate praeditam efle, fed femper fpa*

tium ad alterutram afymtotam relatum infinite magnun pro~

dire, atque adeo in Hyperbola comica ytrumque fpatium oW

dere infinitum, |
: ) g,
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§. 2, Hic igitur - potiffimum conte.mplabo‘r ciusmodi
Hyperbolas, quarum aequationes Inter coo_rdlnatas. & et y {unt
trinomiales, cuinsmodi generatim haec eft aequatio :

Ax®+BxYy=C, |
vbi quidem omnes exponentes @, 35 V> ;
lo maiores efle debent, quia alioquin, pofito x =—=o, applicat
y non fierct infinita, vel non cuanefcerct pofito x=oo. Prac-
terea etiam ad inflitutum noftrum requiritur, vt ambo co€fli~

. cientes A et B fint pofitini.  Si enim alter foret negatiuus;
curua non vhiformi traGu intra affymtotas protenderetur, fed

pmemem (119 |

5, pofitini, feu nihis

alicubi extra eas euagaretur; vnde nihil impedit, quominus °

¥*® 4=a¥y¥ = 1. Quae enim fymtomata pro his curnis fue-
+  rint inuenta, eadem facile transferentur ad cafus, quibus ifti
coéfficientes funt inaequales. :

§. 3. Inter has autem curuvas imprimis notatu dignae
funt eac, in quibus binas coordinatas x et y permutare.inter
fe licet, id quod euenit guando == et § == o, Vvt aequa-
tio fit 4% 4+ xf y*— 1. Hoc enim modo ambo rami hu-
ins curuae ad fuas affymtotas pariter conuergent; ita vt {i {pa-
tium ad alierutram aflymtotam relatum fuerit vel finitum, vel
infinitum, etiam alterum eandem legem fequatur. Nunc igi-
tur inueftigari conueniet, quemadmodum ambo expounentes &
¢t 3 comparati effe debeant, vt valor formulae integralis /¥ 0x,
a termino x == o vsque ad x — oo extenfus, quantitati finj«
tae aequalis euadat. Quoniam igitur iftos exponentes a et 3
tanquam incognitos fpectamus, eunidens eft ex hac aequatione
neque y per x, neque x per y definiri pofle. '

. §. 4. Interim tamen determinatio areae huins curnae
facile fuccedet, fi nowam variabilem in calculum introducas

ftatuamus B — A, atque adeo etiam C——A, ita vt habeamus
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mus, per quam tam x quam ¥ commode exprimere liceat y

id quod fuccedet, i ponamus Jy=—=#¥, tum epim pofira
aequatio fiet: (¥ -~ Wf) - x%7+F = 1; vnde pofito br. gr.
T o 7 .

o=, etit ¥ == ., hincque y = "
y (& 4 ) Y @+ )

“Hic notetur abfciffam x cuanefcere cafu #= o0, quo cafu fi=

.~ yul y in infinitam crefcerc deber. Quia enim numerator %

A X
ita exhiberi poteft, vt fit # = = V. u* R, erit
y= LA
—— o S u[_:, ?

vbi, quia exponens ipfius # in numeratore major eft quam in
denominatore, neceffe eft vt pofito #==oo tota exprefio cua-
dat infinita; contra autem, fumto # = O, valor ipfius x mas
pifefto fit infinitus; at ipfius y = ©» ob rationem modo ‘alle=

gatam. Hanc ob rem fequentes integrationes a termino # = o0
vsque ad #==0 extendi oportebit. | | ,

§. 5. Hinc autem differentiando reperiemus:

‘ o, — L By
ax:__au(mu - Bu ),

NCida = uﬁ)I + i
quae expreflio ducta in y dabit clementum -areae:
du(aut—+Bu) -
?

3
A ) T .
cuius integrale ab # — co Vsque ad #—oc extendi debet.
Quia autem hic poteftates ipfius # tam’ in numeratore quam
in denominatore reperiuntur, hanc formulam viterius reduceré
licet. Sumamus igitur effe 3> @, ac ponamus B—oa-i¢t
atque formula denominatoris ita referri poterit: #* (X -~ “)s
' ficque

yox=—




i

ppeme (119 ) =

ficque denominator erit
= X2 )
A TR () T | |
Dinidamus igitur tam numeratorem quam denominatorem per

o ta .
g ' %? et habebimus

___Bu(au__T—F—BuE_T) ,
7\(I—I—-HE)I+T

- hinc igitur integrale noftrum conftat ex {fequentibus duobus
membris:

Jox=

[ ¥4 P X - 4
# Aou ¥  Aou
j'yax:'—-;-/ 1—:—?—_‘.7%3 I'-i-g-.
_ (x—+ u¥) A (x+u)", A

Quoniam vero neutra harum formularum, integrationem, in ge-
nere quidem, admittit, id tantum- nobis inquirendum relinqui~
tur: vtrum haec duo integralia a termino # == oo +vsque ad
terminum % =—0 extenfa, valores adipifcantur finitos, an infini-
tos, ad quod diiudicandum fequens Lemma praemitti oportet:
: : 4" ou
Ifia formula integralis: f YL ‘
serminum W == oo extenfa, walorem babebii finitum, quoties fueris
m--1 >0, fimulqgue m -}- 1 < k n.

y @ lermino W == o wsque ad

Demonftratio.,

§. 6. Quaeramus primo tantum huius formulae valo-
rem ab #—o vsque ad ¥ — 1 extenfum, quem vocemus
=P, atque vt integrale per feriem exhibeamus, quia eft

__I.TTQ:I—-—E.::”—F k____(k—‘__l)u”__.k(k""”(k+2)u3n+etc’
(1" X I, 2 I. 2,3

erit
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evit iftud integrale in genere: : . V. .
T poogrmer k(k—i—-I) ﬁm—!«muﬁz T
P—" —_— — — cte, SN
MA+I I A-+m+I. 1.2 272+ﬂl'r—:[ _ ( ;
qui valor vtique euanefcit poﬁto #=—=o, fi modo fuerit m /iR
1 >0, quae eft conditio primo commemorata.. Hinc igitgiig -
pofito # == 1 erit valor quem quaerimus: ' .
P—_* I k{k+1) o Rtk 4y + et

m—I I(u—i-m-|—1} I.2(2N~ M I} I.2. 3 (3nN+Mm-x) i
cuius feriei fumma, quoniam terminorum figna alternantur, ce

~erunt'a v — 1 vsque ad v=—o. Fafta aurtem fubﬂituti@n’a?

- nus, quae erit

te eft finita, ficque littera P valorem habcbn: finitum. ﬁ} -
¥

§. v Huic valori 1g1tur infuper addere debemus eum} R
qul ex integratione eiusdem formulae nafcitur, fiquidem a terI a
mino #=—1 vsque ad terminum # oo extendatur,. quem
valorem indicemus littera Q, ita vt fit é}

4™ ou ab #— 1
Q‘ f(1+u) I:ad u:oo:].

Hunc in finem fatuamus = L, et nunc ‘termini integratiohit,

formula noftra euadet: . : -
Q___./‘rvk“”m”""atv[a D=1 (
- (" 4+ 1) lad v =0l
Sln autem terminos integrationis permMemus ) erlf.
Q:_l—‘/w.dkn—-—m—é.a- l:a gv___O].
' (@1t lad o=

§. 8 Iam- denommatorem vt ante in feriem refoluﬂ‘a.

;,

I"—k‘v __1__74{7@-4—1]‘3 kl(Te-Jf—sz—l—E)stn__i‘ctc,

r.2.3

quae duda in @nk—m—zav et 1nte rata dabit:

AR e, it M £ LT
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uu—*m'({gx) —

& 1 1t = B v T Y
—— E4+n—m—1 BE T W . -
o=t O k(k+1) _ ete.
sk —m—x Tkt n—m—1 1.2 BR+on—m—1

quae feries emanefcit cafu v =0, fi modo fuerit # k— m—
1 >0, hoc et nk>m-4-1, quac eft altera conditio prae-
fcripta.  Statuatur v == 1, eritque :

—_ T — k L Rik+31) . etc.
Q—"n'k-—,—m-—.r 1{nkt4+n—m—t} 1.2 (n k4 en—m~—I

cuius feriei valor, guoniam figna terminorum alternantur, cete

u*ou
te eft finitus, confequenter formulae propofitae f(x —;—u“)k’ ;

termino # == o0 vsque ad # = oo cxtenfae, valor erit =P+ Q,

1<kn
Alia demonftratio cinsdem IL.emmatis,
" '
§. 9. Statuamus 4" = — fietque #-—o, fi 1 = o0; at
. Pa—

fiet ¥ =oco, fatte 1 =1, ficque termini integrationis nunc erunt

" z '
a+=o0ad t——= 1. Tum autem erit 1 -+ y" = —— et de=
AL

: . :
- Deinde vere ob # — ———,
(1 — 7y » ?
V(@ —m

. T A . Dl
erit 4™ = —— denique 9 # — - His igi-
(1 — %) (x — 1> Tk
tur valoribus fubflitutis formula integranda erit:

™0t ‘:a I—o

nominator —

Hic primum obfcru-:lf!"e inuabit, vt integrale pofite f—o -citge
nefeere poflit, requiri vt fit m + 1 > o, Deinde ¥ere, quia
deno=

Nosa Adta Acad. Imp. Se. T. V111, Q
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denominator euanefcit pofito # ==, he étiam integrale hioc g8
cafiy in infinitum excrefcat, necefle eft vt exponens denomina.

toris ""i%.’“.i-—]c—-}— 1 f{it “ynitate ‘minor; vnde fequitur conditig ‘ .
m 1< kn, quae funt ezedem conditiones in Lemmate gl. 38

latae. ' 2

§. ro. Applicemus nunc hoc Lemma ad binas formu.
las integrales, ex gquibus aream totam /y 0 x componf inuenis L‘ §

mus, quod quo facilius fieri pofiit, immutemus quoque termi- 4§
nos integrationis, vt fit: .

+
g a

T P T S . |
fj/ar'—a/ woxou +ﬁ/‘ 0 o .[ab u:o]‘ -
A oIt - A LI lad w=ood !;{;
(1) A (x+u) - > i
atque applicatio prioris parftis ad noftrum Lemma dabit m = q
_— %, n—=e¢ et k=1 - ;T'? ynde prior ccﬁ@r_ro’- #E -1 >0
praebet A > 20. Quia igitur eft A — a + (3, debet efle 3>
quae conditio iam fponte eft adimpleta; altera vero conditio
m -t < nk pro noftro cafu dat A—2a < (A _2) £, ~ideo- |
que A+ 1 >0, quod etiam vluo euenit, quoniam bini €xpo-,
nentes « et 3 neceffario f{unt pofitiui, vnde prior formula per- 4@
petuo habet valorem finitum, quicunque valores littéris aetf '8
tribuantus. : : .

i N - b
[T

§ 11, Applicemus pari modo naftrum Lemma ad ::I‘;%
teram formulam, pro qua erit m—e—7%, # "¢ €t x4
" hinc prior conditio w41 >0 multo magis {ponte adimple-
tur.quam ante. At vero altera conditic m—~T <{kn praebet
h—2 o< 26 quia autem A—2o=f—a=e, Daec condi-
tio pariter fponte adimpletur, nifi fit ¢ =0, hoc eft f =0

§, 12
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§. 12, Hinc igitor patet, omnes ‘?Iype.rbola's in hac
aequatione: &%y xfyt—=1, .-cc')nte.nta-s intra ,ﬁlas_a.ffym.t;o-:
tas femper fpatia finita includere, quicunque npumeri poﬁnlm
exponentibus « et 3 tribuantur, folo cafii =« excepto, quo
aequatio noftra abit in 2x*y* — 1, idc‘,oqutl'a x = Conf}ﬂ.
quae aequatio €t pro Hypérbola conica, cuius fpatium vti-

que eft infinitum, id quod €o magis eft mirandum, quia in

Hyperbolis binomialibus nulla plane nofiro fcopo fatisfacit.

§. 13. Ha&enus in acquatione tra®ata omnes cotffi-

cientes vnitati aequales affumfimus: facile autem apparet, de-

fffff —monftrationem—pari modoefle fucceflaram, fi coéfficientes qui-

cunque adiungantur, ‘dummeodo fuerint pofitivi, -quandoquidem
etiam Lemma fupra allatim omnem wvim retinet, etiamfi fore

. . L U™ ou
mula integralis hoc modo proponatur: — Hanc
4 (a—+ bu*)
ob rem fequens Theorema generalius in medinm afferre
licet. -

“Theorema,
Omnes curnae hyperbolicae in bas aequatione cententae:
ax P b Py — g ' |
mrm aflymtoras fuas fpatium finitum includent, 1°) fi omnes co=
Cicientes ay b, <, fuerint pofitiui; 2%) fi exponentes o et (3

fuerint  pariter ambo Pofitiuis  3°) fi fuerint inter Je inae-

quales.

§ 14, Tam enim obferuavimus, fi coefficientium a

quatio fit binomialis, tum
! aflymtotas inclufum femea
Deinde, fi exponentes 4. et B ine

ter

et b alternter cuancicat, quo cafu ae
fpatium inter' hys Hyperbolas et fuas
per efle infinite magnum,

. Q 2

~



rer e effent acquales, curua abiret in Hyperbolam conicam 4
ideoque etiam memoratum fpatinm haberet infinitum, €x quo
jntelligitur, que magis hi exponentes « et B & ratione aequa-

litatis recedant, eo minus effe faturum fpatium inter curuas

et affymtotas contentum. Porro etiam hoe fpatinm €@ magis
diminuetur , guo -propius ambe cotficicutes @ et b ad acqua~
litatem acceflerint. ' '

§ 13. Cafus autem iffe traQatns maxime eft partictis

Lll’ [

laris refpectu acquationis generalis X tribus terminis conftans——
tis, quae efi: ' -

axt P -bxY =, |
quiam autem acquationem non codem modo, vii praccedentem,
eractare licet. Interim tamen circa hane aequationem genera-
Iiffimam fequens theorema rigorofe demenfirare hcet.

Theorema generale.

Cmnes caruae hyperbolicae in bac aequatione generali con-
remiaes @ x° 98 -+ bxVy¥ = ¢, intra fuas affymiotas [patium fi-
situm includent fub [equentibus condivionibus: 1°) fi finguli coéffi-
vientes a, b, c, fueriny pofitiui fiue nibilo maioves ; 2°) fi
giigm omes exponenics . By Vo S, fuerint pofitiui, quandoqui-
dem, fi wnicus effer negatinus, vel [altem nibilo aequalis, curuae ne.
guidem forems Hyperbolae; 8°.) requiritur vt bavum duarii frae-
siomum & €0 Y, aliera fit waitate maior, alteva vero minor; fi enith
wel ambae effent vwnitate maicres wel ambae minores , wel alier=
wtra faltem =1, tum [patium de quo loguimur, [emper foret in-
finite magmum. ’ i

” L
Demonflratio.
§ 16. Quia coefficientes a, b, ¢ In fudicio circa in-
finitum vel finitem nonm in computam ingrediuntur, eorum Jo-
co



-

“yvt huoius conditionis rationem in calcelum inferamus, pona-

— ([25) m—m= .

co> commoditatis gratia vnitatem fcribamus. Deinde quia frace

tionum % et Y altera debet effe vnitate maior, altera minor,

mus cile g_> 1 et g< 1, huncque in finem flatuamus  a ==
£+ p et S =1 v, vt acquatio noftra fit:
. ‘xﬁ“'}‘“.y[a_.l__x'y.};'}'"'\’: I'.

§. 19. Hic autem ftatim patet, fubflitutionem ante
vfurpatam y — % x hic nullum plane vfum efle allaturam. Pe-
namus autem modo generaliori y=— # x% et aequatio refnltans
erit : .

BBl B VAVt Yy g : -

Iam ambos ipfius x exponentes fratuamus aequales, vt fir |
B+p—+pRlz=p+yl-tvi, h

vnde reperitur 6—8+E—Y ~ Hinc autem fiet exponens ip~

Y+ yv—p
—— R ] : ' ‘
Gus o = BEYEEEY. Hunc autem exponenter br. gr. po=-
; — — By Y —uy : .
nemus ~—Ay ¥t fit AT 5, g » Atque aegeatio noftra

iam erit:
2 (@ 4w+ =1, ideoque B -
. ,

x — — ;- tum autem erit
B (uf*—i—u'y'ﬂ)%i
. e o e
y = x' v = — , Ybi eft
(uﬁ._}._u’:-'—i—vji
= Bap—w
A [ T T

Hic igitur exponens denominatoris femper eft pofitiuus,

Q3 § 13,

«
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mem— (1;6) ——

'§. 18 Nunc vt aream exprimere poffimus, differentiea |
mus abfcifam x, et quia cotfficientes ad nofirum. inftitutym &
~nihil conferunt, eos prorfus ncgligamus/, eritque; ‘

_ @Fre YT

0x—= :
(o u'v—-l—v)%.“" L
Hinc autem porro erit elementum arede:

o Qu(dP YY)
o J’ X = em—— T o p.?

R T i e

R 3 e By Y BBy ¥
vbi exponens denominatoris gft PrZEXrobioie——, qui eige

femper ¢ft pofitivus, atque adeo wnitate maior. Vande fi b,

3 H-""—‘V — : . L,
gr. ponamus m._..é, ifte exponens erit I ~+ £, atque

elementum areae nunc erit: '
o u (P - u¥ ) - . -
GF ¥ T |

1

Jyox—

§. 19. Ante antem guam noftrum Lemma fupra da=
tum huc transferre liccat, tres cafus probe a fe inuicem dis+ @
tingui oportet, pronti fuerit yel 1% ¢+ v > B, vel A
vy <B, vel g% y-v=_ ynde a -poftremo, VLpote
fimplicifimo, incho€mus. .

Cafus I. quo =1 -+ i
" §. 20. Hoc cafu {gbftitutio adhibita locum habere pli=
ne nequit, propterea quo tam A quam § in infinitum excres=
cerent; verum hoc cafn negotium fine vlla fubflitutione €%
pediri poteft. Cum enim acquatio noftra fiat:
x[?’"i‘l"yl?‘._..k\. xTJ;ﬂ :‘I 5
hinc ftatim fit: _ _ : :



[

— (X)) S

1 .
B o ideoque
J B xTT S
x

g = : 9
(xﬁ—i—n+ xﬁ——")é
confequenter elementum areac:- - .

0x .
]
(e st

7

yox—

By -
vbi denominator ita exhiberi poteft: ¥ 8 (% -+ X"
pacto formula npftra integranda erit:

. ¥y -

11

x P OoXx

Fo0x = -
CI’ = xl-b—l—v)é .
§. sr. Nunc igitur ad hanc formam noftrum Lemma
applicare licebit, vt pateat, vtrum integrale huius formulae a
termino x — o vsque ad ¥ —— oo valorem obtineat finitum,
nec ne. Fa&a autem applicatione erit 7 — L'E“_E, ROV,
k=14, vande vt fpatium quaefitum euadat finitnm, primo effe
debet m — 1 > 0, hoc eft § & 0y quac conditio {fponte adim=
pletur, quoniam omnes litterae denotant numeros pofitinos
Altera vero conditio poftulat vt it m—+z1<nk, hoc eft %<!£éi'l,.
quod pariter eft manifeftum, ita vt iam certum fit, cafu
v —+v == @ fpatium, quod confideramus, effe finitae magni-
tudinis. '
Cafus II. quo yv-~»S .
§ =22. Sit igitur oy v =+ ¢; hoc ergo cafu erit
g =By A= B Ry
¢ N:

Hinc cum iam fit

/
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T — B

I u A
A B YT s
u¥ (1 ) (x - %

primo, ob A numerum peofitiuum, euidens eft fumto # == eo
prodire x == o; contra vero fumte #=r o fieri ¥ —=oo, Lafu
autem #-— oo fit o

y — B2
__# A
A

A

quod erit infinitum, & fuerit ¥ > @XM “hoo eft T E B & |
Eft vero 5 — Ryt VELEY, fdeoque  ~+v >, quae eff ipfa

[ B-n .
noftra hypothefis. Eodem modo oftenditur, cafn #-=o etiam
. . g —82
fieri ¥y ——o:-erit enim y —#« X, vbi ergo expoenens mul-

to magis eft pofitigus quam praecedente cafu, ita vt certe fit
y==o0, fato ¥ —o, Hoc igitur notate formulam integra-
lem [y 0x a termine # = oo vsque ad =0 extendi oportet.

§. 2. Cum igitur 6 et % fint numeri pofitini, elemen-
tum areae in duas partes difcerpatur:

P ou - By
WVBE(T -y +E L P BE (1 g
Nunc igitur Lemma neftrum primo ad formulam priorem ac-
commodemus, eritque m == — 3%, #==¢ et k=1 4%, vn-
de’ prima _conditio, quae poftulat m+-1 >0, dat .2 3%, hoc
eft v +v >3, quae eff ipfa hypothefis; vnde patet priorem
conditionem # -1 > o multo magis in altera formula lo-
cum habere. E -contrario awtem - altera conditio m 41 <né
in priore formula certe valebit, fi in pofteriore lociun habeat.
Pro alterz autem formula eft m —e— 3% et kn=c¢(x + £).

Quare cum efle debeat m —+ <nk, erit nobis. 1 —f3 £ < ek,
. ' ‘ ‘ hinc

§0x—
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hinc fubftituto loco # valore erit ﬁ.<ry+y, quae iterum eft
ipfa hypothefis praefcripta, vnde etiam pro hoc cafu Theo-.
rema noftrum eft euictum.

o Cafus HI. quo v +v< B S ’

P §. 24. Sit igitur 4 +v =0 —e, ynde ambo valores
_ et A euadent negatiui, fcil.? :r’:":“&lf’ et 7\:&:}::?‘2%7
g vnde erit

f 1

. ¥ == L ‘

A (x4 ut )

i Hinc quia A valoremr habet negativum, euidens eft, inverfo
; modo fieri ¥x —= o, quando # — o, atque x —— oo, {i # -— oo.
Hinc autem iam ex natura rei fequitur, priore cafu fieri
y — oo, pofteriore vero y —o, ideoque nunc formulam

integralem [y dx ab # —o vsque ad # —=co extendi oportet.
]

§. 25. Quanquam autem bhic valores litterarum ¢ et A
funt negatini, tamen exponens principalis £ femper eft’ pofiti-
vus, fiquidem eft E:Qﬁ‘;m, quae expreflio ob 4 -

g y = 3 — ¢ transformatur in hanc: “
Z —_— v ;
Bir-+v)—sp .

. vbi notetur ¢ non folum effe numerum pofitiunm fed etiam
minorem quam {B.  Nunc igitur formulam pro area accu- )
ratius  perpendamus, quae ob y ~ y = — ¢ ita fe ha-
bebir: ‘ ;

yax:fﬁau—i—uﬁ_fazz

(f P =~ p+E7

cuius denominator, quia facorem habet P, ita repracfente

tur: (B +§ (g + u)'+ ¥, hocque modo area quaefita duna-
" - Noua Aéla Acad, Imp, S, T. VIil. R bus

’
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bus his conftabit partibus:

—-f(ﬁ——'-‘-)au_i— ‘uE_E(ﬁ‘”ﬂau
yax..._f( e )i E (I——]—-Zf)l+f‘

'§. 26. Nunc vtramque hanc formulam fecundum no. §
firum Lemma examinemus, et facta comparatione pro priore i3

habebimus m == — (8 —¢); n=—¢ et k== 1 -5, wnde pria
ma conditio m +~1 > o0 dat 1—§ (p-—- £) >0, quae, {ubflitutg, ;
yalore ipfius £, pracbet: - E
B+ —ep—(E-+=N{BE—e >0,
quae euoluta dat v > o, guod ob & et ¥ numeros poﬁtmos
per fe eft manifeftum. Simnl vero hinc patet, i v eflet nega“
tiuum, tum iftam conditionem non adimpleri, ideoque arcanfq
prodituram effe infinitam. Altera vero conditio, quae poﬁ\ﬂ
lat w1 <nk, pracbet |
T —EE—<LGA+D, Y
fiue 1 —f3 £<e, ac. pro £ valore fubfituto: . !
—ep<<e[B () —epl, H
quae per numerum pofitinum diuifa praebet hanc conditionem!
ep—p< B4, -
gquae conditio etiam manifefto adimpletur, ob ¢ < 3.

§. 27. Simili modo alteram formulam tractemus, it
qua m__.s—-—z(ﬁm—e), n—eet k=1~-% Cum igimf
hic fit w maius quam ante, prior conditio multo magis xm--
plebitur; pro altera aut¢ém conditione hic habebimus:

M1 =I+e—E(B—e)=1+¢c(x+£)—B5%
At vero nk eft ¢(x %), vnde fecunda conditio pn:)f’culélt
1—Bf<o, fiue BE> 1, hoc eft ' p

BB+ —ep
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ﬁuc g0 o, quod vtique cuenit, quia W fuPpon,itur poﬁ'ti-l.
vum. Simul vero hinc pater, fi p effet negatinum, tum fpa-
tium quaefitim futurum cffe infinitum, quae circumitantii etigm
in cafo primo locum habet.

’ §. 28. His igitur tribus cafibus. coniundis fummo vi-
gore cuidum cft, fpatdum inter has Hyperbolas et {uas aflym-
totas inclufum femper fore finitae magnitudinis, fi modo lit-
terac . et v fuerint pofitiuae, vti quidem afflumfimus; tum

antem fradtio % vnitate- erit maior, altcra vero fractio ¥ vnita-

te minor, quae fia®iones cum permutationes patiantur, fequi-

tur, quoties ambarum harum fra®onum £ et X altera fuerit

vnitate maior, altera minor, toties. fpatium memoratum fini=
tam habiturum efle magnitudinem, fimul vero quoque demon-
ftratum eft, fi- vel ambae hae fra&iones fuerint maiores vnitate
vel minores, toties iftud fpatium efle infinitum. |

§. 29. Halenus quidem contenti fuimus eos cafus

aflignare, quibus fpatinm memoratum habeat finitam quantita-

tem, neque vero folliciti fuimus de. vera eius quantitate,

quae plerumque formulas integrales intra&abiles poftulat, vbi -

fcilicet integratio ad quantitates maxime tranfcendentes affur=
geret,  Cafum igitur fatis memorabilem A{ubiungamus, quo ip~

fam iftam aream adeo algebraice fatis fimplici modo exprime-
re licet. '

Problema. .

Si natura curuae byperbolicae bac aequatione fueris £

preffa: ax*yP b xPy* = c, wbi coéfficientes a, b, ¢, pmues

JSini pofitiui, exponemes wero o et 3 iia comparati, Ui eorum

j.'mfnfza vnitali aequetur, aream inucfligare , quam iflac curuae in
mfinitum proauliae intra fuas affymiotas includuns.

R 2 Solu=
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Solutio.
§. go. Quoniam affumitur - == 1, ponamus
.  a==ifet B\:‘“;k, o |
vt fit «— @=—» Nunc' ponatur y ==#%, et aequatio noftrg

dabit: (@ #® —+ bu*) x = ¢, wnde fit
' ¢

r— ., ideoque
2B - b ut’ 1
g S tum—igitur—erit— S
—_au9+bu“’ | - -
: | ¢ (a BT bawr—Hou
0n=—— 8 ?

: | (a uP ~ b )
-ex quo conficitur ‘elementum areae:
accu’ —abcouy

-(auﬁ b
§ sr. Nunc loco a et @ valores ante affumtos {cri-
bamus, eritque - '

yax:'-—

3 —=2A

gl -but =y (a-+bu"),

quo valore fubftituto reperietur:
’ 2A —1X

| . Bacew T T—aboou ._
: « Ly ox == CENT: 0,
ideoque . _ |
S f.yax:wcfﬁﬂﬂ““Ia-ufkWf"*"a;_fi.-
. . . (a___}__bu;\)s {

Ponatur punc a4 -+ b w* =g, erit #* =25 u}“fiau:%%

et w9y =222, quibus valoribus fubftitutis erit:

Jrox=— 25 [2E[@—wab+abz], ;
. . fiue
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e

fine

Jyaxm— B
cuius integrale eft
fyax::C—“;:—g ;};{;"‘%)
§. 32. Reflitnto iam loco 2 valore affumto exit area
quaefita in genere:
ra oL 1
[y Bx:C-—g—% (2 (a_‘_buh)z—‘a—a—bu")’

vbi, quia x fit —o fumto # = oo, conftans ita definiatur ,
de manifeftum eft ftarui de<

vyt fato #—oo area cuancicaty, vn
bere C— o, ita vt iam fit area indefinita a termino x == O

fumta

[y x= ¢ ¢ ( o . Aa )
R4 —xb \arbur 2(a-+bw)
Nunc igitur abfciffa x in infinitum vsque extendatur, quod fit

ponendo # =— o, atque tota noftra area quacfita erit:

ccpa 1N — e o+ — ce
(— !)_naﬁ'awﬁmﬁab(a—[ﬂ}’

quae ergo area femper eft finita, nifi fit a == (3, quem autem—
cafum iam exclufimus, quippe pro Hyperbola conica.

§. 33. Cum exponentes a et {3 einsmodi defignent
fraiones, quarum fumma voitati aequetur, fumamus duos pu-
meros integros quoscunque p et ¥, gquorum fit fumma A=
m—-v, ac ftatui poterit a=—& et =L, ita ¥t aequatio
pro noftris curnis hyperbolicis fit:

S A
ay sty by xyt=r,
et iam fpatinm inter has curunas et fuas afflymtotas contentum
R 3 . erit




- i (1.3"4‘) ﬂ_ ;

'Rc::”
a8 b (M) .
nalis, qua harum curnarum patira GXprimatur, W pateat ad
quemnam ordinem hae curuae fint referendac, id quod opg

fequentis Lemmatis faciilime pragftabitur.

erit

| Lemma. - |

§ 84. Quod fi petyg fuerint radices hulus aeguatios

nis -quadraticae: 2 g—fz—+g—c, itavt fit p—+qg=1eth
pg=—g, aggregatum. bimarum quarymuis poteftatam ipfarum

p et ¢ fequentd modo exprimitur:

P +9q == f, ' \

P +q =ff—28,

Pt +g =f ~3f&>

Pt gt =f* —affg +288,

p+g =f —s5f & +s5fg8, .

gt =f —6fg +offege—28",

g =f —fs +14f° 8 & —7f& .

P gt = —8fg +eofrgg—16ffgiragt,

p g =f —of g +ayfigg —sofigt+ofet

porgo=f—10fig+35 fgg —sof'g’+25ffgt—28
ctc. '

5
-3
.

atque hinc in genere concluditur fore:

A A o— A ) A=—2 }\[lr—:%) )-—'4; A=A —s) At gh
j) +q '—"'f }\f g+ 1. 2 f g I, 2. 3. f g
L A=A =8N A=) fR=8 pa | ete.

-+ L1.2.3. 4 f g ‘ er.c.

quae autem formula non valet, nifi exponens A fuerit nume g
rus integer pofitiuus, ac praeterea ifti termini non vitra €xpO” 3
nentes pofitiuos ipfius f continuentur. : _ &

§. 35"
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§. 35. Quod fi iam hoc Lemma 2d nofttum cafiim
N S ,

A
iccommodemus, erit p—a Y/ x*y" et g=b Y x" y* y TUm - vero
habebimus P +9 =¢ et produ@um pg==abxy, ita vt nunc .
fit f=—¢ et g==ab xy, quibus notatis formula ‘gener_a.hs in
Lemmate data nobis flatim f{uppeditat hanc aequationem. ratio-
nalem: :

arxty Byt = P abxy + l_.(l’:s’ ot gt Byt yt

e LAl A5 ph 6 3 3 43 43 1 et

I.2.3.

quac ergo agquatio manifefto pertinet ad ordinem A*™.

™
&

§. 36. Percurrammus nunc aliquot calus fimpliciores,
fitqwe 1°% -T2, vy——1 et A—=3, ita vt aequatio pro Hy-
3 T .
perbolis irrationalis fit 6y x xy -0y xyy =r¢, atque ac«
quatio rationalis hinc nata erit: ' -
a"xxy—f—-ﬁx_yy:c’—gc‘aﬁx}’, :
et fpatium quaefitum inter curuam et fuas affymtotas conten-

5 geq —_— 3 e ] M rr—— — T -_—
tum érit — “op. 2% Sit mz=3 et vy == 1, ideoque A" 4y

vt aequatio pro curuis fit 2y x°y - b ;/xys —¢, quae ad

rationalem perduca fit: |
a“xsj’—]“&‘}x_ys:04_4-6"&&3&'1’—[—2&‘629{‘2}/-:‘9

et {patium quaefitum hinc erjt — 2+ 8% Sit p——g et. '

y= 12, ideoque r==35, vt acquatio fit

a]/xs_yy——l-b]/xxys::a,

-quae ad rationalem perdu&a fit;

@ xyy -0y xy — ——5c’abxy+50azﬁ‘x‘_y’,.
et fpatium quaf:ﬁtum =i 4% Sit p=g ety = x, ideo-
Que A= 5, crit aequatio: -0

g
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af/x‘*y;kb]s/xy*::o,'

et rationaliter

as x*y P — 50 abxy+seatlt %% 9%,

[

- (patium = 2%
et f{patium = 3 O

uatio 10 curuis:
PIo
L0 R a2 4 D a3 b3

o, Sit p== 5, v=1 ¢t A== 6, erit-ac-

1] &
ay ¥y 0 VY xg° =6y €f rationalis:

rea "
AC
nofir
CO1TY]
{ecur
1G1
AC

fe ac

asxty -~ bxy* — S —Grabxyvwotta v
-4

1 -~ 3
et fpatinm = -3

§. gy. Quanquam autem ex aequatione irrationali ar-

eam facile d

peretur, vix vila v
guidem ad hoc requirerettr refolutio aequatl

Tpterim tamen, quoties tale

efipire licuit: tamen i aequatio rationalis propo-
ja pateret ex ea arcam inueftigandi, quando-
opum cuiusuis

m aequationem refoluere

gradus.
licet, ex ea area haud difficulter elicietur, id quod vnico. €X-
emplo oftendiffe fufficiet.

Exemplum.

[ Si proponatur linea hyperbolica tertii ordinis, fub bac

qequatione :
xxy-+Hxyy— I —— 3 XY,

contenta, eius arean inter affymrotas conienian inuefligare?
3 ‘ :

. ol . ot
. 88. Primo jgifur X hac seqiatione valor a
tge y per abfcifam ¥ expreffus inueftigetur, qui erit:
— _(x=5) (e 30 i
= v (—T"‘“ —+ 3;)7
quae {i comparetur cum fpeciebus linearum

Newtono envmeratis,
vigefimam fecundam. Sci
et C initium, tum Vero per C ducatu

¢ normalis DE,

pplica-

tertit ordinis #
deprehenditur pertinere ad eius fpecie®
licet {i refta ACB fit axis -abfciffaro®

praete-
et

perti-
diftat
O e
quan
appli
Y,
riam
dens
fore

cul

quae
parll
tern
cent
afly:
ﬁCq1
intr:
fym
i Sim
: obli

Iy
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rea vero capiantur interualla CT == C G =3, tum tres rettae Tab. 11,
ACB, DCE et HF G, erunt tres aﬁ."ymtotae curnac in Fig. s.
_noftra aequatione contentae, quae €rgo ex tribus Hyperbolis erit

compofita, guarum prima a4 continetur i1.1tra. ali_gulum ACD,
fecunda e b intra angulom E FH, ac tertia ¢4 intra angulum
IGB. Practerea dabitur diameter K CL, angulum refum
A CD bifecans, ita vt portiones curnarum virinque fint inter
fe aequales, Imprimis autem hic notandum eft, ad has curuas
pertinere pun@um coningatum O, in ipfo diametro K L, ad
diftantiam C O =y 2 firam. Deinsde notafle inuabit §i per
O ex G producatur re®a G M, hanc fore diametrum oblj-

~quangulum noftrae curuae, fcilicet, fi pofita abliffa A X — «x

applicata Y X producatur, vt inferiorem Hyperbolam fecet in

Y/, tum internallum Y ¥’ ab hoc diametro GM in V bifa-

riam fecabitur, ita vt vbique fit VY=V Y. Nam eui-

dens eft, hanc retam GM ipfam CF bifecare in S, ficque

fore CS=—14iG C: erit ergo etiam ,
XV=iGX=23,

2

cui fi addatur X Y =y, ex valore fupra inuento prodit:
VY=y-tri—y (e gy,

2

quac formula cum fit radicalis, fequitur ex altera parte fore
pariter VX' = V'Y, ideoque retam G V diametrum. Cae-
terum notatu dignum hic occurrit pun@um coniugatum O efle
centtum  grauitatis trianguli FC G, tum vero fi haec redta
aflymptotam GFH fecet in pun&o X/, erit etiam VX =V X,
ficque etiam X’Y'—y; vnde patet, aream, quam curua o d
intra fuas affymptotas includit, aequalem fore arene intra as-
fymptotas HF et ¥ E fuamque curuam be compreheniae.
Simili modo refta ex F per O produda etiam eri¢ diameter
obliquangula bifccans omnes ordinatas axi A B parallelas.

Noua Atta Aead, lmp. Se. T. FI111, S §. 39.
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§. 89. Ex valore autem pro applicata ¥ inuento in. &
veffigemus aream curuac indefinitam D 4 C x5, cuius elemen. &
tum eft , _ 2
— 2 .
gox=—U(x+ =TV Fx+0x4-9-2), 4
vbi partis prioris integrale manifefto’ et —3xx—3x; partis
vero pofterioris integratio merito maxime ardua videretor, nifi S
commode eueniret vt formula poft fignum radicale fadorem 4%
habeat quadratum. Eft enim

A — 4 ...«_.x3~i-630x+990+4-—-—--7—‘+4 2 b
Xx+6x+g--t oo ..___x_.ﬁ(x-i—z), ;|

Wl

vnde pars areac poflerior ita exprimetur vt fit _

I x4 . ]

G L

§ 40. Ad hanc formulam integrandam ponamus. g

¥ — v, ac integralis pars pofterior erit
+fov@o+ 1)V (20 4)

Sit nunc Y (v +4) == -+ 2, eritque v =1L, ideoque &

B

VAC, ru—e—q.):"‘t‘” et vo+ I — _.___ﬂ__‘—’;i*“',
ac denique 3o == — 2UE, quibus fubfitutis formula pro- 4

pofita induit hanc formam: -
i) (1— 1414198 — ; _ , :

— Lttt It fOF (1 28 = 1)
cuius ergo integrale eft

2 I S 4 2paft—slOmts _ {r— D (x P
.@t++ntt ali 4E — PR — P 4
-8
v (00—~ 4)

et reftitutis valoribus , atque adeo per ¥ erit |

4

.
‘ z

X . .
haec pars: ) YV , hincque area quaefita erit:

4.

(x+

i

Jro¥
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| eemmmav——

3
R x+4)Vx
fyax::-—;xx—égx+( :),’/ 5

wbi conftantis additione non eft opus, quia haec area fponte

cuancfcit cafu ¥ — o. Faciamus punc ¥ —= oo, et cum fit
V(xxtgx)—=x+2—21,

haec area erit

(22— (x+4)

; 4
i quod euolutum et x infinitum pofitum dat aream =—$, prorfus

— x
= —ixx—3ix-

vt fupra affignavimus, ob a2 —4—r—1.  Hinc. autem fa=
cile intelligitur talem calculum pro curuis altioribus neutiquam
inftitui pofle. .
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