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FORMVLIS DIFFERENTIALIBVS:»
QVAE PER DVAS PLVRESVE QVANTITATES DA-
TAS MVLTIPLICATAE FIANT INTEGRABILES.

Aundore
1. EVLER

Conuent. exhib. die = Iul. 1776

§. 1.

Iam facpius einsmodi quaeftiones traftaui, quibus curuae alge-
braicae requiruntur , quarum longitudo per datam formulam
integralem exprimatur. Ita nuper (*) infinitas curuas algebraicas
mihi gquidem affignare licuit, quarum longitudo fiue per arcus
Parabolicos , fine Lllipticos, menfuorari  queat; tum vero
etiam plures alias formulas, quibus longitudo curnae exprimas=
tur, fatis felici fucceffa fum perfcrutatus (**). Interim tamen ex
his omnibus concludi debet, eam Analyfeos partem, ad quam
huinsmodi quaeftiones funt referendae, minime adhuc cfle fatis
excultam , atque adeo etiamnunc quafl prima prin¢ipia latere,
ynde huiusmodi quaeftionum folntionem peti oporteat. Pluri-
mum igitur ad fines Analyfeos promouendos conferre putandum
eft, i hoc arguméntum Geometrae omni cura vlterius profequi
dignabuntur. ' ‘

A2 - § 2

(*) C. Nov. Act., Acad. Tom. V, pro Anno 1797— |
(*) C, Nov. Ad, Acad, Tom. VL pro Anno 1788
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LR,

. §. 2. Quando autem quaeftio proponitur de curuis Al
gebraicis inueniendis , quarum elementum indefinitum formuly
differentiali quadam praefcripta 9. exprimatur, totum negotium
eo, reducitury vt angulus quispiam @ inueftigetur, ex quo hae
duse forntilae differentiales 9 s fin. D et 05 cof. O integrabiles
euadant. Quae inuefligatio cum ‘in genere ne fufcipi quidem
queat , quaeftionem inuerfam accuratins tradafle iuuabit, qua i§
omnes eae formulac differentiales exquiruntur, quae tam per } 2
?ﬁn.fb """ quam per col. {0 multiplicatae reddantur mtegrabﬂes,
cuius refoldtio cum nulla amplins laboret difficultate , eam in ;f
latiori fenfu acceptam euoluamus, quo loco formularum fin. Q
et cof @ aliac quantitates quaecunque proponuntur.  Quin § &
etiam iftam quaeftionem ad tres pluresue huiusmodi quantita- i@
tes extendamus. Quanquam autem methodum huinsmodi pro-
blemata foluendi iam apte complures annos adumbraui, qua {8
noua quaedam pars Analyfeos Infinitorum, quam indererminarars'gg
appellare liceat, conftitui eft cenfenda, tamen quoniam hoc ar- 8
gumentum tum nimis generaliter eft tracatum , nunc operac #
pretium erit id maiori cnra propius ad praefens inftitutum ac- ::3:_;
commodare. =
‘ Problema 1. o
Inuefligare -omnes formulas differensinles y guae per datas §
duas gquantiiaves propofitas multiplicatae reddantur integrabiles.

Solutio, _

§. 5. Defignemus formulam differentialem quaefitam 1§

charaCtere d W, fintque p et g bini illi multiplicatores dati, }
quibus haec formula integrabilis reddi debeat; ita vt hae duae
formulse integrales: [p 3 W et Sq 0 W euadant quantitates al-
gebraicae.  Denotent igitur P et Q iftas quantitates algebrai-

cas, vt it fpoW = P et fgdW — Q, atquc hine duplici
mo‘

modo
quaef
inuefl
tionel
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modo fponte clicitur 0 W :5‘_?13 et 0 \N--—~Q—Q*- Nune igitur
quantitates algebraicas I' et Q

quacftio perducia eft ad duas
teneant datam ra-

jnueftigandas , quarum differentialia inter fe
. ‘ . 3P .—
tionem vt p:gq, fiue vt fit ety

§. 4. Ifta. quidem conditio certo refpe@u facillime ad-
impleri poteft, ita vt adeo relatio quaccunque inter quantitates
P et Q ftarui poffi. Namque fi curua ag ita referat binas
quantitates datas p et g, vt fumta abfcifla a p == p , applicata

pg fiat — g, fuper eodem axe confiruatur pro “lobitn curua
~—quaccungue--A (J, ac fumto in _priori curua puncto quocunque

g , dudaque chorda a g, in altera curua capiatur pun&tum Q,
ad gquod duéa tangens Q T illi cordae a ¢ fiat parallela; quo

Tab, L
Fig, &

facto coordinatae huius alterius curuae AP et P Q exhibebunt

ipfas quantitates quaefitas P et Q. Si enim ponamus AP==P
et P Q = Q, in triangulo P Q T vtique erit PQ:PT=0Q:0P.
Cum igitur hec triangulum fimile fit triangulo pga, erit 9Q: 0P
=g:p, quae eft ipfa proportio requifita. '

o

§. 5. Verum haec conftru@io, licet facilis ac plana, ad
inftitutum noftrum parum confert; propterea quod inuentio puncti
Q poftulat refolutionem aequationum cuiusque ordinis, quae
tamen neutiquam eft in noftra poteftate. Nam fi natura cur-
vae A Q hac tantum aequatione exprimatur:

. Q=aP+gP+P°
hinc fiet
> ¢ J—
HF=at+2B8P46yP
- - q L] - » -
fra&:)m + aequalis ftatuenda, ita vt quantitas P erni debeat
ex hac aequatione ordinis inti v P¥ ==
> rlq- . . guinti : a+2ﬁP+6yP .-___%,
: :115 I'Z'féiutlo vique vires Algebrae fuperat. Multo majorem
u . : 1 a
em difficultatem offendemus ; fi aequatio inter P et Q ma-

A3 gis’
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gis fuerit comphcata , in eaque etiam altiores poteftates lpﬁug
) occurrant; quamobrem ad inueniendas quanmtatcs P et Qf
longe alia via nobis eft aneunda. 4

I
§. 6. Cum igitur ’haec aeéquatio tefolnenda proponatuf
‘5%‘%::.:%; vbi -quantitates p -et g vt datae fpectantur: ponu§
mus breuitatis -gratia ,.%_I , vt efle debeat ?_Qa:r, 1deoque '
-9 Q=—r0P, quae formula cum integrabilis eﬁ"c debeat , obf
-~ Q=FtoP -per—redudiones notiffimas—habebimus Q=P —f] anf‘
" ita vt tantum formula /P 07 integrabilis fit reddenda, id quo&

facillime praeftatur, ponendo JP 07 ="T. Hinc enim fiet P = I1d

vnde, .quaecunque fiundio :algebraica ipfius 2 pro T accxplatur
femper idoneum -valorem +pro quantitate P adipifcimur g

{fcilicet P —£7; €x quo porro elicimus Q =2T — T, fcqu
plene fatisfactum erit conditioni requifitaes .ail:_ i —1. "_ﬁ_‘

P
to -enim <elemento .0 # «conflanti , eerit

BP"‘—”cht 0Q =0T -122T -9 T —12

‘vnde manifefto prodit SR ==z, vfi requiritur. Eadem aute

aequalitas produ{fet, etmmﬁ clementum o ¢ non fuiflet conﬂan
ai’fumtum tum enim prodiiffet

-1 — ,

9P —2 aaTjtzaTaaf of _ 8
BQ__arzaT+tataaT—taTaar AT —— 3taaT—taTast &

912 — FRE

ynde iternm colligitur ag,: , Vt ante. E

§. 7. Tnuventis autem duabus quanutaubus PetQ 1pf=
formupla differentialis quaefita o W duplici modo -exprefla hﬁ*
betur, feilicet vel 3W =22 ve] 2 W — 22, quae antem neifg

ceflario ad eandem expreffionem deducere debenr; ex vuaqﬂﬁ
enim colligitur fore 0 W —=2L33T—3T33t  (yum autem hidG

G
#;”;

paf




= () ==

i —p39—q37p - ypde cum fit
- fit ;;—_—:..g_, erit BI___—_;-P—_: v

3T ppirPo—_ PPIT
P==:, ﬁrltP——?—-ﬂ-——‘dq__qa?.?

reperimus. | | ‘
vade P ppeaT - 2papaT __g_j':a'T(PH'tI—rqsap}
0P = s T rea—aip t?dq;qap)__
i i “di ialis quaefita erit
i . denique ipfa formula differentialis gt |
hlncquc n{?_ EQQT + 23paT _paT(paaq—\q-aw_
BW__qu__q.a?, pog—4qdp {(pdq—gop)p

tum: gutem neceflario fiet, vii conftituimus:
fPOW =P = _2PT et

pIg—gayp
7 F— 00— tqT .
W= Q= e T

Alia Solutio.

§. 8, Quoniam ambo: multiplicatores’ praeféripti'_g'et:“ﬁ)
sequaliter in computum ingredi’ debebant , quod. tamen: in: __fo‘-w-
Titlone inuenta longe fecus. euenit, vbi altera: harum. quantitas
tum p longe alia ratione ineft atque altera ¢, operae: pretium
erit eiusmodi folutionem tradere, in quam ambae: quantitates:
P et ¢ pari ratione ingrediantur, it vt, fa®a earum permuta~
tione,, formula proo 0 W inuenta nullam alterationem patiatur,,
quandoquidemn: haec circumftantia ad elegantiam folutionis pere
tinere eft cenfenda, licet folutio ante imuenta in fe fpedatz
quaeftioni pariter perfécte fatisfaciat. ' '

§. 9. Maneant igitur in- praecedente folutione omnia
eademr vsque ad introdu@ionem: litterae T; et quoniam: perne~
nimus ad hanc aequationem: Q=P — POz, vbi ob =z &
et dr—p2a—a-p,

v - El L g
= quae formula denominatorem: habet ppiy
Ratuamus SP 9 — 3» vt differentiando: prodeat

PiPog—gop)——pov—awagp
pp T PP
: ficque:




-~ {ponte prodit permutatione litterarum p et ¢, folo figno ex

ficque obtinebimus e
P:PB‘U"-—“DQP ' L:

p3q—qap’ , |

ex quo valore porro deducimus S _{.
Q=4  piv—wip_ v - B

=TT P Tpag—qop 7

quae expreflio reducitur ad hanc:
Q:qaru—ru 24

, pag—qap :

quae alteri P perfecte eft analoga, dum wvalor ipfius Q ex P

cepth ! I

§. ro. Cum igitur inuenerimus

differentiationem nancifcimur _
0P — ($39—43P)(Pasv—v33P1—(pIu—3p)(p 30 g—g3 3p)
‘ (Pog—gdbr
qnae expreflio, facta euolutione, reducicur ad hane¢:
OP —— P33v(Pag—4op)—pav(p259—q3ap)+pu(Ipadg—ogaap)
: : - (pog—gap)® - _ K8
Hinc igitur formula differentialis quaefita 0 W ita exprimetur &
vt fit

W — 220(P3g—qap)—3v(p23g—qadp)+v(3p2dg—2agadp)

(pdg—qop)? _
vbi ambae quantitates p et ¢ manifeflo funt permutabiles &
quidem mutatio fignorum nullum difcrimen afferre eft'cenfenda. @

,
;@
)

§. 11. Ifta folutio non folum antecedentem fuperc<
minet infigni elegantia, fed etiam pariter eft maxime generalis
quandoquidem quantitas v arbitrio noftro penitus relinquitur/gg
* ideoque cius loco omnes plane fun@iones ipfarum p et ¢ acHl
cipi poflunt. At vero ifta expreffio conditiones praefcriptas it4ig
adimplet, vt inde fiat — - &

. OW  —P —p2v—wap
ff) Pog—gap et

J90W=Q =422v—uvag

pag—gop".
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. -Quae ambae exprefliones vtique funt algebraicae, dummodo pro

w fun&iones algebraicae ipfarum p et ¢ acciplantur.

§. 12. Ifti wvalores integrales nobis infuper duas in-
fignes proprietates formulae differentialis inuentae declarant,
quac in eo confiftunt, vt ifta formula ad nihilum redigatur,
tam pofito v == p quam v —g¢. Cum enim formula integralis
JP oW manifefto euanefcat pofito v =p, necefle eft vt etinm
formula differentialis eodem cafu euanefcat; quod idem de al«
tera formula integrali eft tenendum, quae cafu v =g euanefcit.

—— = I I

orollarium,

§ 13. Quoniam folutio huius problematis eo eft per«
duta, vt binae quantitates P et Q inveftigentur, quarum diffe-
rentialia 0P et 0 Q datam inter fe teneant rationem, vt p : gy~
Operae pretium erit pofteriorem folutionem fub forma theore=
matls memoriae imprimi. S

Theorema,

.§. I4. 8i duae quantitates P et Q defiderentur, qua-
rum differentialia 0P et 0Q eandem inter fe teneant ratio-
?Ic,m quam duae quantitates datae P et g, ita vt efle debeat
= .g., huic requifito generalifiime fatisfiet, fumendo

P—=2?3v—25p —gdu—a )
—_ et gov—vdg
Poa—qaip Q Poq—gop

Ybi quantitas v penitys arbitrio noftro eft reli@a.

Exemplum 1.

per ﬁnws;; 15, Inuenive formulam differentialem O W, guae tam
quam per cofinum cuiuspiam anouli variabil: '

' . : uli wvariabilis lt7~
Plicata ecuada: miegrabilis. : P m

Nova Aita Acad. Imp. Sec. T, V11. B | Hic
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Hic ergo erit p == fin. (I) et ¢ = cof. §, hmcque diffe-

rentiando (vbi quidem elementum E)CI) conftans afiumamus )

- prodibit
2p=0¢col. P et 9= =0 Pfin. P
porroque '
00p=—0@*fin.Q et 029 =~~~ col O

vnde formulae, quae in exprefonem ipfius 0 W ingrediuntur,
fequentes valores fortientur :

- L podg—goip—= —o®,

II. podg—goop=o,

111. 0podg—0godp==-—0Q,
ex quibus valoribus ergo concludltur formula differentialis
quaeﬁt&

§. 15. Quod haec f‘ormula prodiit negatiua, negotium
anullo modo turbat, ac tuto flatuere poterimus

aw—“v8®+93”

- fumto fcilicet elemento acp. conftante; tum autem pariter, mu-
tatls fignis , erit

FOW fin Q= 2202 —w cofl O et

SOW cof. @ = 2288 + v fin. P,

Tum vero etiam enidens e{’c ipfam fmmulam ¢'W euanelcere,
tam cafu @ = fin. Y quam caf 2 == cofl. P.

§« 17 Quodfi ergo: formula W exprimat elementum
cuiuspiam lineae: curuae. 95, vtfit o5 ==w 9 (D - ‘”@"’, quaecun=
gue fun&ior algebraica fuerit o, femper curua algebraica exhi-
heri poterit.. Conflitutis: enim: coordinatis mlhogonahbus xety,

. ﬁ;




—— (ﬁ) ]

Y £ fumatir 2x — 9 scol. O et By:aiﬁl}- .CD; vt ﬁﬁfu 3{’-’%«
24 = 04, quin ambae hae formulae funt intégrabiles, coor-
dinatae curuae -quaefitae erunt o o '

x:‘?_“ifq“;"_cp——{—fvﬁn.CI) cty:ﬁla%iq——-—f{}(:of.q),
vbi notaffe iuuabit fore x x—yy — ‘3;’;—4—0@ Practeres ves
ro fi formula /v 9@ integrationem admittat, tum curua ipfa
erit recificabilis; fict enim s —/vod+ g.%‘
Scholion. o
§. 18. Quo infignis vfus huins tra@ationis vberius ob
~ oculos ponatur, tam huic exemplo, quam fequentibus, cuique

1135 problema {peciale adiungamus, in quo integratio cuinspiam ae~

quationis differentialis fecundi gradus perficiatur; quod faepiffi=

me egregium vium habere poterit.

1t

:
5 .
{ Problema fpeciale 1.
um - ) e o
i §. 19. 87 O denoter funllionem quamcungue ipfius @, re<
5 Joluere iflam aequationem differentialem fecundi gradus:
) A X — :
e 2o+ 0T T ®oP
; in qua elemenium OO conflans “eff affumium 5 fiue per integratios
nem gnuenire wvalorem ipfins w.
; Quia iam inuenimus huivs aequationis membrum fini-
firam integrabile fieri duobus cafibus, dum vel per fin. O vel
erey . f:of.(b multiplicatur, membrum autem dextrum iam eft fun&io
ipfius @ tantum; eius integratio nulla Iaborat difficultate. Pyie
- mo cnim hacc acquatio in fin. O du&a et integrata dabit
: 2w fin, O -
cune —5 — vl P =/0 3 fin. };
b at Verogrmnllitfhmno per cof. O praebebit
i > cof. —
ety i, —3¢—+fvﬁ11.q}_IQJB$co£ (1).

' B 2 §. 20,




peseee ([0 ) mmme

§. 20. Cum igitur iam geminim habeamus aequatio=
nem primi gradus, fine vlla vlterior integratione valorem quan-
titatis » elicere poterimus: prior enim in cof. @ ducta et a
pofteriori in fin. ® ducta ablata pérducet ad hanc aequationem:

we="{in.» /D Pcols P—cof /P 0P fin. P,

quod .integralc vtique eft completum , propterea quod, ob bi«

nas. formulas integrales , geminam conftantem arbitrariam in-
noluit. o T I

§. 21., Quoniam per reductiones potifimas eft
O fin.p=—0 cof. P /2 D cof. O et

[DID col. =P fin.d — 9 D fin. O, B
fi hi valores fubftituantur, valor ipfius o etiam hoc modo ex=
primi poterit : ' |

w:@~ﬁn.$fb@ﬁn.d)——-—cof.®f8@cof.d)-

Exemplum 2.

§. 22, Imuenire formulam differensiclem 9 W, quat tam
per tangentem, quam [fecantem cuiuspiom anguli wariabilis Q mul-_ |
siplicata euadat integrabilis. ‘ _ |

Hic igitur efto p = tang. O et ¢ = fec. P, unde fequitur -

— ad . — 3 DS P
ap——m@—zcta‘?-———c—gf@—z'a

porto Vero
— 2 2 fin. O - a0e 2 5Oz jin. 02

00 p == 2T et 089 == g T e five

— 23(e 3=, -

aag._____qu)s o

Hinc igitur colliguntur fequentes aequationes ;
L pag—g2p="—5% |
Il. po2dg—goo0p==— c%%tang. Qo= — 202 B,

1L 29299 —2g002p = 255

Ex




o

®
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Ex quibus ergo valoribus concluditur formuls differentialis

efita | )
" BW":_'_ii%gf'—cp——l—a.fuﬁn.Cb+m—ﬁ$-

§. 23. Ternos autem illos valores facilius hoc modo

' ' i 1 — -, erit differentiando
reperire licet. Primo enim cum fit L=, erit differ
pag—gop—__ 3Pcy P

I s g .
vode per pp ::f;%: multllll(lpcgmdo oritur
Pog—yg aP:‘“—;j_zps

~--quae denuo-differentiata dat - -

PaBQ*—qaap:_i?_:jﬁ_'_(;;CD_

Deinde cum fit gf —fin. O, erit differentiando
dpIddg—ogeap f— aq) cof. QD',
Jdp? -
quac per 0p* = 2% multiplicata dat

apaaq—agaap;%.

Cum igitur fit .

—_23vecef O w2l

aW__"'-—*-q—;&)— —}—Bwﬁ.n.‘Q)q-_-w_@, erit
JPOW=P=—_2_ _ 32/nd

cg{.@ o
fIOW=Q=12me o

Problema {peciale 2.

§ 24. Denotanse @ funitionem quamcungue angali P, re-
Jolvere ifiam aequationem Jecundi gradus .

maaz$f.¢.+a@ﬁn.®+”—?—¢*qjaqj

Hic primo per tang. O maltiplican
haec aequatio primi gradus -

LH

E@ﬁ%"@:/@agtang.(bi
3‘

do et integrando obtinetur

at



s (14.) mmm=—

at vero per fec. @ multiplicando et integrando prodit

vﬂn-@._;a'”—f'(I)BCDfeC- O.

cf- P 3 T
‘Haec pofterior ducta in fin. Q et a priori fubtracta dat

‘vcof.(])::f@&(l)tang.d)—ﬁn.q)f@aq}fec.q}

';idG'Oquf: : .
o — {ec. (Df@ BCI)tg;CD"—-" tg. (E)f@ o (D {ec. q)

jonis propofitas.

quae eft integratio completa aequat

§. 25. Denique hic annotafie iuuabit, fi O denotet
angulum, -quem -curvae cuinfpiam elementum 0§ cum elemen-=
to abfciffie 0 x conflitiit, atque 0 W exprimat ipfum elemen-
tum ablciffae @ x , tum fore elementum applicatae 9y — 0 ¥
— pdW, elementum’ vero curuae ds—oxfec.P

tang. O
—¢ oW, unde €rgo ‘habebitur ipfa applicata
o dvfind - ' '
J =T T e | H
atque ipfa curuae longitudo erit |
e wofin@ __ 9w . F
— e @ 30 °
Cum igitur it
w3 ¢

e 22vedf O -
Dix =— L —}—avﬁn.d)—%«m, | |
£fi modo haec formula ctiam integrationem admittat, tum pro-
d ibit curua algebraica, fimulque rectificabilis. - Jam vero inte-
grando , qua fieri licet , prodit : |

—_ - : ‘ i vad— _dweca P w3 P
x=—ZFcol. P [ovfinQ-+/ovfin. O+ 5= R E S e

t formula f%ﬁg integrationem ad-

Quam ob rem muecefle eft v
mittat , veluti euenit, fi fumatur v = col. ¢#, tum enim exit

i :’073$ — fin., atque ob |
3y =2 0P fin. Pcolt P

yrodibit

tu

ef

me

bil

int
fit

un

qu:

qu:

€X

fiuc
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9§ — (15)
g‘ N T At
;J ¥ — » {in.. (I) cof.. (I)“’—]— ﬁn..q) — fim: Cb (I-'. ~}- 2 col.. q_)f"j}ﬁ,;
“, tum vero erit
! y — cof. @ (x 4 =2 fin. §*)
! ¢t arcus curuae _ -~
§ = 3 fin. @ cof: o
Exemplum 3.
: §. 26. ' Inuenive formulam' differentiolem 0 W, quae fine:
; multiplicata  fiue diuifa: per- datam quantitatens: ¥ euadas. integra=
bilis.. - .
- Hic ergo hac duac formulae # d W et 2% reddi’ debent:

integrabilcs. Pro hocigitur exemplo erit p— ¢ etg—}, unde:
— —___ Ot — .
fit 0p—=01+ et g ==—2... Cum ergo fit 2 =g erit.

it
dg—qdp — ___203F
X
unde per p p — ¢ ¢ multiplicando fit
2 J— A
pog—gop=—72~; . |
i quac formula porro: differentiata, fumendo o # conftans;, pracbet:
i p0dg—gq0dp =22, '
:E, . . a_g —_—_ T .
Deinde quia eft 5; = — 47 » flet
3 9padg-—aqgdap — 2af
5 q Pt T s
quac acquatio per 0 p* multiplicata praebet
‘ 0p0dg-—0ga9p =22,
b ex quibus valoribus colligitur formula quaefita: .
d —__tae -
OW = — 5 — 10042

fiue hunc valorem duplicando et figna: mutando: flatuil poteft:
— {33
oW = +B¢v-—?’.;‘£..

[

§ 290 Multiplicemus igitur: hanc: formam: per: & vt fiat
i o}



: (16) P ——cn—

3OW =122 43 9w—wot,
vbi primi membri integratio dat

SroW =128 f(;a:v-r-q;a:)
ficque prodit

JioW =122 —zsp,

Simili modo cum fit -
dW ___daw _y 3w _watl

4 at ' te > S

erit integrando

aw.._aru (1on— w3ty e 3% _(_ ®
= - ”'i“f"-—-————-—-ﬁ"{"‘*{-

Problema {peciale 3.

§. 28. Denotante T funllionem quamcunque zpf s by to=
Jolvere aequationem fecundi gradus :

fizv—:—aw.—_v_gt::'r OE.
Haec refolutio per praecedentia facile expeditur;
per ¢ multiplicando et integrando prodit

ttow

- —to=[Tios.

At vero per ¢ dinidendo et integrande fit

primo enim

a v o T3t
7T =S5
vnde eliminando terminum 22 oritur

vi=fr T _f'axt*zap

quae expreflio quomodo fatisfaciat, v1deamus. Primo hinc erit
atv_.._:fTat__l__ gtthtai" |

quae aequatio denuo differentiata dat

aaal:,_:____'_f___“‘%thar.

His

|




— (1) =

" His igitur valoribus fubftitutis prodit
: 1920 — T 9y — 2 Tt

v 2 T [T 100
;. et 3 T 2L T D

i

Summa — T 0 ¢, prorfus vt ante.

5 ~

' Scholion,

i §. 29. Duo priora exempla, quae hic attulimus_, in=
~fignem vfum prasflant in curuarum indole refpeciu reé’uf.ica-

: tionis exploranda , vti oftendimus; tertium autem exemplum

i ideo cft notatu dignum , quod in huiusmodi inueftigationibus

facpius einsmodi formulae differentiales occurrunt, quas, pet

» 2 eandem quantitatem tam multiplicatas quam.diu‘ifas,. reddi

oportet integrabiles. Veluti fi in fuperficie cylindri recti prae-

: ter rectas axi parallelas alize lincae duci debeant, quae {int

rectificabiles , quacftio ad inuentionem einsmodi quantitatis al-

m gebraicae ¢ reducitur, per quam ifta formula differentialis rrrs

tam multiplicata quam divifa integrationem admittat. Pofiquam

‘ autem plurimum nequicquam in hoc negotio defudaflem , af-

; fcuerare non dubito, nullam plane dari eiusmodi quantitatem 7,

qua hac duac formulae: _12% _ et . A fimul fiant inte-
Vii—oa) Y1 —w )

grabiles. Praecterea vero omnino certum mihi videtur, praeter \
) fimplices poteflates ipfins @ nullas alias eins functiones 7 dari,

unde hae duac formulae differentiales: 2% et #2 fimul euadant

intcgrabiles.

it

Problema.
§. ao. 8% formula differentialis O W wtcunque fueris comm

pofira ex guantiiatibus wvariabilibus p et g (inter quas quidem eer-
Nowa Adla dead. Imp. S¢. T.-VII, :

ta
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ta relatio dari affumitur) definive quaniiiatem © ex bac aequatio-
ne differentiali fecundi gradus: '
aW: aav(paq—gap.*waru(paaq—qaap)—|—m(apaag—aqaap)
(pog—agipp
~Solutio, |
Quia nouimus hanc aequationem integrabilem reddi, fi
multiplicetur tam per p quam per g: haec duplex integratio
nobis duas fuppeditat aequationes differentiales primi gradus,
quae funt: '

a :gar_u-—-vapet a :gam_waq
SpowW Pod—gap Jq0W pog—4qop’

quarum pofterior, du@a in p, fi fubtrahatur a priore dudain g,
praebet {equentem aequationem: ¢/pd W — p /g9 W = o;
ficque innotefcit valor quaefitus quantitatis ¥, qui, quoniam
geminam integrationem inuoluit, ob duplicem conftantem ar-
bitrariam pro integrali completo aequationis differentio - diffe=
rentialis eft habendus. '

Problema o,

Inuenive farmulam differentialem o W, quae per tres quane
titaves: wariabiles datas p, q et r muliiplicata fiat mregrabilis.

Solutio.
_ §- 31. Ponamus haec tia integralia, quae prodire
debent , effe
' 5 /POW =P, 2%fg0W =20Q, 3°./r3 W =R,
vnde triplici modo formula differentialis quaefita 0 W expri-
metur .

x°. BW:ELPE; 2°, BW:_?qE-; et 3° BW::""_}‘

§ 82. Jam fupra §. x4: vidimus duabus prioribus
conditionibus , "quibus requiricur vt fir %g’:: 2, fatisfieri, fi
capiatur ‘

P
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D pIV—DIP —gio—v34,
P=Srima o QT por 1ot

b iy .i' ) .
Qimili modo conditionibus primae et tertiac, qua requiritur Ve
Cfit 22 = £, fatisfiet, loco v aliam quantitatem # {cribendo, his

e
duobus valoribus:

__pou—uldp gf R——rau—uor

'__'par—-ra? pdr——rdp'
Nunc igitur totum negotium eo eft reductum, v ambo valo=
yes pro P inventi ad aequalitatem perducantur; vbi ergo quae-
ritur , quales quantitatés pro o et accipi debeant, vt iftae
_ duae formulae pro P inuentae inter fe enadant aequales, quip-
' pe quo fatto fimul etiam bini reliqui valores Q et R inno-
- —tefcent.

§. 33. Cum igitur debeat efle
]’JB'U-—-—"UBP_._Pr)u-—'uap

pdq-—qdp_pdr——rdp’ o
quo hoc facilius effici pofiit, ftatuamus o=V et 2==Up,

et conditio adimplenda erit

|
' 2V — U : AV . pIg—gad
pog—qgop par——rap’ldeoquedU pd'r—'rorp' _ N

Quare fi theorema fupra §. 14. datum in fubfidium vocemus, lo-

co P et Q nunc habemus V et U, at vero loco p er g nunc :
habemus. p 0 9—1 op et por — 0 Dy 1deogue loco ¥ intro= '
ducendo quantitatem Z haec conditio adimplebitur, fi ftatuamus: |

vV — (pag—qdpldZ—2{(p299—gadp) .
(pogq—qgopllpdor—rodpi—(por—rap){padq—gddp) ?

(P'M——qdP)lpaar-—raap]—(par-—rap)[paaq—-qaapJ
vbi notetur denominatorem reuocari pofle ad fequentem for-
mam {atis concinnam: :

paap(qBr_raq)—t—paa‘q(rap%par)+j)881'(pag—q8p)
in qua practer:faGorem communem p ternae litterae p, g et#
funt inter fe permutabiles. |

Ce § 54




] (20) —

§. 34. Solutio.ergo nofiri problematis fequenti modo
abfoluetur : B :

1°% Sumta pro Iubitu quantitate quacunque variabili Z, quaera-
tur quantitas 'V, vt fit |

Vp = (p3g—gapldZ—Z(p33g—gIdap) .
T 0apldor—7agltacgirop—paritooripag—gep

qui fimul eft valor litterae w.

2% Hodem modo colligatur valor .
Up—= (PAr—rIPIIZ—Z(padr=—rdop
T 9eplgar—raq)+03gd(ToP—paritearipod—gop)

qui fimul eft valor ipfius «

53° Inuentis autem his valoribus pro @ et # formentur porro
ifti valores: _
. P—=t3v—2dP el efiam P — 22x—udp
Pdg—qgap por—rop
quippe qui ambo valores ad aequalitatem funt perdu&i; prae-
terea vero fumatur _ .

— g3 v—vIg et —TduU—uIr
Q—?aq-u-qap R_"pa'r—rap°

4°. Denique hae ternae formulae %11,3794,'3;5 producent ex-

prefliones inter fe prorfus aequales, atque adeo valorem for-
mulae differentialis quaefitae 0 W.

. § 385. Solutio haec adhuc magis contrahi poteft, fi,
pofitis vt ante v =Vp et x=—=Up, infuper flatuatur ¢=px et
r—=py, vbi quia ¢ et # tanquam fun®iones ipfiis p fpeQari
poflunt, etiam » et y erunt fun@iones cognitac ipfins p; tum
AV - 32X . (Yprap i i
autem fiet T =5 Quare cum x ety fint fun&icnes ipfins p,
ponatur 0x =X op et 0y ==Y 3P, ita vtetiam X et Y fu~
turae fint functiones cognitae ipfius p , hinc autem habebimus

hanc aequationem refolvendam ?—E —_—_%,

§. 36. Nunc igitur introducendo nouam quantitatem
‘wariabilem indefinitam Z theorema noftrum §. 14. nobis dabit
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37— ‘ Y az—E3YX
— XAZ— 73X o ] — ¥

T XeY—YeX KoY —YoX

Tnuentis autem valoribus V et U fimul habentur litteras
w—=Vp et u—"Up, ex quibus vt ante determinabuntur vale=
res P, Q et R, hincque tandem ipfa Il"ormula differentialis
quacfita 0 'W. o 5 | '
Corollarium.
§. 37. Quoniam litterae V et U duabus conftant par-

tibus, altera per Z, altera vero per 0 Z affecta, etiam quantita-
tes v et # donabus huiusmodi partibus conftabunt; unde earum

differentialia infuper partem fecundo differentiali ¢ 0 Z affe-

&am coutinebunt. Huiusmodi ergo tres partes in litteris P,
Q ct R occurrent, quae cum denuo differentiari debeant, vt
formula differentialis 0 W' eliciatur , euidens eft in expreflione
o0 W differentialia ipfins Z ad tertium gradum affurgere, unde
pro @ W huiusmodi prodibit expreffio:
OW=AZA+BoZ+Co0dZ+DcFZ

vbi litteras A, B, C et D pro formulis per euolutionem va-
lorym fupra affignatorum pofuimus. Quibus praeceptis appli-
cationi ad cafus partfculares non immorari eft opus,

C 3 QVA-
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