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(63 ) emmeme
DE DVABVS PLVRIBVSVE

| CYRVIS ALGEBRAICIS,
¥ IN QVIBVS, SI A TERMINIS FIXIS

LORVM AMPLITVDINES DATAM INTER
SE TENEANT RATIONEM.

L. EVLERO.

Conuent. exhib. d. 19 Aug. 1946,

) §. I

pamquamque earum linearum curnarum , de quibus hic

agitur , velati curuam A 'Y, ita ad fuuvm axem A Z re-
ferri concipiamus , vt ipfi in A normaliter infiftar, exiftente
punéto A eo termino fixo, a quo arcus A'Y abfcindantur.
¥  Hinc pofito arcu AY =1y, du&aque ad arcom in Y normali
Y Z, angulus A ZY metietur amplitudinem arcus A Y; quam
g vbce_mus —w; tum vero i ex Y ad axem ducatur normalis
f Y X, vocenturque coordinatae AX=—wx et XY=y, pri-
mo quidem erit 0 #*—+ 03° —=ds*; deinde quia angulus
AYX=AZY —=uw, manifeium eft fore dx — 0 sfin. w et
¥ 0y=—09s coflw Quamobrem cum de curuis algebraicis hic
-3 agatur , ciusmodi relationem inter elementum ‘arcus o5 et
'“ ampli-

‘ - AEQVALES ARCVS ABSCINDANTVR,

e e Autore S

Tab. I,
Fig, 1.
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amplitudinem o« coofiitui neceffe eft, vt ambae iftae formulae
differentiales: dx — 0sfin.w ¢t Oy == 0scol.w reddantur
integrabiles. : _ B

2. Huic autem conditioni fatisfiet, fi ftatuatur 04
== D w222 denotante v fun&ionem quamcunque algebrais

dw

cam  altitudinis , vbi fcilicer ratione differentialium altiorum

clementum dw conftans eft acceptum. Finc igitur ambas coor-
dinatas x et ¥ algebraice exprimere licebit; cum enim fit
" Qx ——w duwfin. w—l—”’g.._._{_f’ﬂ et
0y == @ dwcof. - 222w,
per notam integralium reductionem facile reperietur fore
¥ =2%fin.w— vcol.u et | -

, —— 0w T ‘
r=52cofio—ofin,

id quod fumendis differentialibus ftatim patebit. Quare cum -

ambo hi valores pro x et y algebraicae exprimantur, ipfa cur-
va vtique erit algebraica, guaecunque ctiam fundiio algebraica

amplitudinis « loco o accipiatur.  Cum porro it 0§ ="

_ -vam—l—aaa_m'”. erit integrando ipfa curuae longitndo AY ==y

= /%) ©-+2%; ex quo patet curuam adeo fore rectificabi-
lem, fi modo formula [v dw integrationem admitrat 3 fin
autem haec formula non fuerit integrabilis, curuae reétificatio
a certa, quadam pendebit quadratura arbitrio noftro relica.

§. 5. Manifefflum Lic eft, plures huinsmodi formulas

pro elemento 0 s affumendas inuicem coniungi pofle. Velntl
{i {tatuamus: : : |

‘a‘r:q;am—ﬁ—?_m”ﬂ—uam—{—%_}_waﬁj_%_%&_aa?,,
exiftentibus - v, # et w fun&ionibus quibuscunque algebraicis
ipfius w, fimili modo patebit fore '

X =
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x:g__gﬁn.m—vcof.-m—{-—g_:ﬁn.m——-ucoﬂm

- | +g—};’ﬁ11.m—éwcof.w et

¥ _ y:g{cof.w—{—tvﬁn.w——r—g_:jco-f.m-{—uﬁn.m
3 2w

i -—I—~5Ecof.w—!—-*wﬁn.w, : ,

tota res {fcilicet hic perinde fe habet, ac fi loco o feripfiffe-

| mus @ —- % ~+w. In fequentibns autem loco # et @y eimsmo~ T

di formulas 2 v pendentes affumi conueniet, Vi fit g — 2292

3 w?
et w—=222, eritque, .
E, ‘ J— rL A3 Ao B 2% Bofaw .
b s =wduw+ P20+ e T e TS

; indeque porro o
= . x:%gﬁn,m—wcoﬁm—i—”’:’ﬁn.m-——»zaa”cof.w '

4w w?
_ R T
r - y =32 cof. w - fin. o~ 222 cof. w‘f‘laawioﬁn- o
| 222 cofl w - 225 fin. .

¥ §. 4. His praemiffis confideremus infuper aliam cur- Tab, L
vam B Y/, pariter in B fuo axi B 7/ normaliter infiftentem, inFig. 1& 2

§  qua abfcindatur arcus B Y, illi arcui AY =+ acqualis , cui y
§  refpondeant coordinatac B X — &, XY =y Nunc autem ' ‘

3 confideremus conditionem praefcriptam , vt fcilicet amplitudi-

L nes horum duornm arcuum aequalium datam inter {e teneant.

f . orationem, quae {it vt a: g. Hunc igitur in finem ftatuamus

14 amplitndinem prioris curuae AZY—ad, pofterioris vero
& BZ'Y =80, ita vt _quod ante fuerat w, nunc pro pricre
carua Gt o @, pro pofteriore vero 8. Quare quo viraque ' .
curna prodeat algebraica, ciusmodi formulam pro vtriusque
i clemento os inueftigarl oportebit, quie non folum per fin.a®d
et cof.a ®, fed etiam per fin. 3%P et cof ® muldpli-
i Noue Aéa dcad. Imp. Se. T. V1. T catd
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cata euadat integrabilis, ita vt quatuor multiplicatores hic prae-
fecribantur, id quod folutionem maxime perplexam requireret;

verum €0 modo, quo hic fumus vfuri, negotium haud diffi-

culter conficietur,

§. 3. Quoniam formula wawﬁav du®a tam in {in. w
quam in cof.w fit integrabiiis, {i loco w fcnbamus «®, prodibit

formula tam per fin.a O, quam per cof.a @ multiplicata inte-

grabilis, quae ergo erit aw ()(D—hi‘% five per o dinidendo,

3

@ acp—+- “ . Haec autem. formula du&a in fin.a O dabit in-
tegrale _ ﬁn. a P — 2 col. o ¢©; at vero per cof.a @
multiplicata mtegmle dabit ai";q) cofia @+ 2 fin. o O. Si-

mili modo haec formula: v o0+ 5‘;‘ 5 ) ua det integrabilis ,

pumo duda in fin, B(D, deinde etiam in cofl B(D priore
~enim cafu integrale erit pg’” fin. ﬁ@)——ﬁ-cof 3O, pofte-

riore vero cafu integrale erit @gg’{p col. 8O -—|— fin. (3 q:)

§. 6. Tam ad quaeftionem 'prop'oﬁtam refoluendam, qua
duse requiruntur curuae algebraicae AY et BY’, in quibus
fi a terminis fixis A et B bini arcus aequales AY —ys et

BY/ = abfcindantur, eorum amplitudines, feu anguli AZY ~

—ad et BZ' Y = BCD, datam inter {e teneant rationem,
fcilicet vt a: B, accipiamus pro priore curna hanc formu=
lam :

ds—w?od (I)+-%a” e A (a vy, az:mcps)?
hinc enim fiet
x=[0sfinaP=_22 3"’ ﬁn.caq)_wrucof a

Aa'a'ru A2dwvegfad
s o — miiiel,




RO

y.:faJCOf.o’.(D:::..@__Cof_acb,__l__-vﬁn‘.octb
—"L“oﬁ’aa% cof. a @ Azz;’ﬁn.a@

Simili modo fi pro altera curua afflumamus :

R gaw dov ELY
a"'““’”aq)'*'maam""B( +[3r56®’>’

“siusque coordinatas flatuamus— XJ ——x et XY =y,

penemus :

_ _x/::fa.fﬁu.'ﬁq)_msacpﬁn ﬁfb 'chj'ﬁ‘-D

+BB(333$3 fin. ﬁ(})-——ggfpj’ cof B8O et

/ == [0 s col. B (IL.___WBTI:QI O - "“f”;"“p. S

Bnﬁasru COf' FRCD"J_'Ba : ﬁﬂ-ﬁ@-\

§. 9. Nunc¢ igitur quoniam ambo arcus AY et BY

inter  {e debent effe aequales uantitates conflantes A et B
9 » 4

ita definiri oportet, vt ambae formulae pro Js afflummae inter

fe fiant aequales. At quia primae partes, littera v affe@ae, iam

virinque funt eaedem , reddantur fecundae partes per 00w
affedtac etiam inter {e aequales, vnde fiet a‘ —+ A = —" 5+ B;-
vitimae autem partes per ot v affe@ac reddentur ﬁequaies, fu-.

mendo Ar— F’Bﬁ"‘ vade fit B—=4*EF, qui valor in praecedente

acquatione f{ubflitutus dat = L4 A —— f_ 1 ”36 , vnde colligi-
tur A — BIB , ergo B — -, ita vt p10 Vtmque curua fit
FEL dow 9t @
ds=w aq>+__aaa$+ﬁﬁa¢ +acc{iﬁa¢3 *

" Tuam autem coordinatae prioris curuze AY erunt

—_ vegfiad 2vfma®  doved.al a5 wfinad
X — o u cwold a3 o2 _;—ctaﬁ[id(w et
— @ fin., o @ dwcof.ad 2aw fin.ad FByuesla P,
J = ) =+ waoP =+ aBBo? +»:zcx{3ﬁd¢5’

pro altera autem curua B Y/ ‘habeblmus.
Iz &’ ==




vnde coordinatae alterius curuae BY’ deducuntur ;

,./.__ _wveof 3O afucorﬂﬂ,') davca 3P aerujzn B3O

X @ —+ PBEed ﬁa@dtb - s PR ct
u fin.B g afucr: Bo davfin B d-"i‘. co;ﬂ\.i)

‘j’ - B +, fpdP + Baac@? + BRaP T

Operqe lgltur pretlum erit iftum cafum ﬁngulm Pl()b emate

compledti.

Problema.
§. 8. Tnuenive duas curuas algebraicas AY et BY, in
quibus fi a datis terminis 4 e B bini arcus aequales A T el

BY abfcindantur , eorum amplimudines few anguli AZY et BZ' ¥ -
datam inter [e temeant rariomem , vi o: .

%Oh}mo.

Statuantur amplitudines AZY —ad et B?”Y’"“ (BCD,
vt eorum ratio fit «:@3, tum autem’ pro ‘elemento vtriusque
curnae ¢ s eiusmodi formulam accipi eportet, quae in qua-
ternos valores fin.a®, cofa@®; fin. P, cofl P, duda

" euadat integrabilis, id quod eueniet, wvti vidimus, fi flatuatur

e —— 1 1N dadw I 4. w
| a.!'_.__@acp_'l—(za’_]—'ﬁ—ﬁ EY0) —}—aaﬁﬁ'dcp”
vbi loco @ funftionem gquamcunque algebraicam anguli ¢ af-
fumere licet; tum enim fi pro priore curua AY elementum

g s ita ordinetur, vt fit = _ ;
— 290 1 1 4Fv . 3tw :
a.f ryacp—!—aaaq) H p( 1 {X'Gﬁa¢s)"
emdens elt hums curuse coordinatas Fme
AX —x — __ ved. ad - dvfinald aarvcaf.a@_r_gfiiiu.a@
o cod wlpBoge aaB3dods
.LAY::}: 'v_}'z‘n.ccCD+ancqf.aq3+aavjin.aCD' 5vcof.ad
aood FEEEEE aa[ﬂ(?wu'\})'

Pro altera autern curna expreffio elementi 9 s ita ore

-dinetur , vt fit

I d3w T aaru % s
a.S_.‘UaCD—!"m”q)—{" (55 + risss) »

B X/




pommmes (5 ) e,

B}{/:x/:__"“-‘ﬂfﬁql_{_a'l)_fmﬁgb aavc%@_@“ ¥ ofimpd o

‘ Egcp a@ﬁd;p:p Puu:dg):p aa[a[a"[;eg;f
L R v fin.- W caf. B4 adw jin % v cgf
BX =y = B L PEID ¢ Badiqr | aaPfe0s

| § 9. Ex his formulis enidens eft,.fi ratio amplitudi-
_pum a: @ debeat efle aequalitatis , fine B —a, tum ambas

curuas inter fe penitus fore easdem. KEatenus igitur hae duae
curnae a fe inuicem -difcrepabunt, quatenus numeri o et 3
erunt inaequales. Facile auntem intelligitur, has ambas curuas
pro algebraicis haberi nen pofle, nifi ratio «: (3 fuerit ratio-
nalis. Cacterum formula, quam hic pro ds inuenimus, omnd

attentione iden eft digna, quod per quadruplices multipli=—
catores redditur integrabilis. Totam autem hanc folutonem

exemplo illufiraffe inuabit.

[ZNFS

Exemplum.}
Quo ftatvitur v — cof. {-

§. ro. Cum igitur hinc fit fo2d® —fin. d, ambae

noftrae curuge fimul erunt rectificabiles ; ‘deinde ergo erit dif-

. 99V — b Ll — -

few?tmndo 23 — —fin. Qs G =—colO; Fg =fin D
et g(gj —cof. @; ex his conﬁc1tur vterque arcus - '
AYIBY/':S:ﬁl‘l.@——-(—-i—pﬁ)ﬁn.q}—i— 5 fin. O, fine

——— T —_—
s fin. Oz — L — -M]Gﬁ) ﬁn.@(l—_)(I )
vnde patet, fi effet a= 1, vel B=1, tum iftos arcus perpetuo
fore — o. Quoniam autem mnon tam ipfi numert a et 5,

quam eorum ratio «: (3 praefcribitur, nihil impedit, quo mi-

nus numeri ¢ et 3 quantumuis magni accipiantur, ita vt ipfa
hornm numeroram magnitudo arbitrio noftro relinquatur.

§. 11. Hinc igituf patet longitudinem verfusgue arcus
pcrpetuo finui anguli (D cffe proportionalem, deinde verc pro
1s priore
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priore curua A'Y coordinatze ita crunt determinatae :
AX:x:___cojq)cofo;CD fm@ji!aip

= q:t:# =2 - ffg(sa Q. fiue

x—=— L = (1 —53) (e col. P cofia @ - fin. @ fin.a Q) ;
XY__J,.__._CQ{CDJMGCD J‘mEDcufaCD

o cof D Fhad Jin. (I)cofcz(l)
e ﬁue

y=2=L (xﬁ_)(acof C;Dﬁn ad)-——ﬁn.(bcof ceCD)

Pro altera autem curua coordinatae erunt :
BX/’__x_____ecm"(DcarBfD J'zn(])cojﬁcp

p - BB
PeofBL__fi CDJ= E3<D
+°° [3:0. —+ mact[zizﬁ ] fue

= (3’3(1_— ‘)(ﬁcof@cof@(‘b—!—ﬁn P fin. Bq)), ]
XY / — oD BP _ fin. Dol BOD ' ’
O mBo_ m e Bo,
—_eof.Q in. in ()
T -t T fiue

Y = 5% (x — =) (B cof. O fin. 3O — fin. § coft B D).
His autem valoribus eiusmodi confiantes adiungi oportet, vt
cuanelcant fato O — o. :

§ z2. (Juo haec clarius appareant, ftabiliatur ratio
illa 2:3 vt 1:2, famaturque .2 =2 et B==4, hmcque vter-
que arcus erit 5:24 fin.®, tum vero coordinatae pro puore
curua colliguntur :

¥ =g—#(col Ocof. 2 O ~+1fin. Ofin. 2 D) et
¥ = 5 (2 coft @ fin. 2 @ — fin. P cof. 20) ,
pto altera autem curua erit
¥ = 5 ea(q-Cqu)COf‘%@—:—ﬁn@ﬁn 4.9) et
= & (4 cof Qfin. 4 O — fin. P cof. 4 Q).
| Hae




s (1) ===

: Hae autem exPleﬂlones ad fimplices finus et cofnus reduci
5 poffunt; erit enim pro priore curua :

¥ =B cofl O — 5 cofl 3 P et

Y= & fin. 3P+ iy | fin. D,
. pro altera autem curua ﬁmphater habebimus :
i x ——-'TB ‘Iig CO]‘- 3 (D"—“mg COT"’ 5 Cb et o ) B

¥ =i fin. 3 O = Ffin. 5 O ;

Vade patet curnam pofteriorem ad altiorem ordinem affurgere =
quam priorem. Caeterum haud difficulter perfpicietur, omnes

) has curuas ex pofitione: w = - cof. O oriundas, effe Epicy-
cloides. '

Problema generalius.

§. 13, Inuenire tres curnas algebraicas AT, BY & CY’y Tab, L.
.. in quibus fi a puniiis fixis A, B, C arcus aequale; 47, BT Z Fg.r 23
et CT abfeindantur, eorum amplzzudme:, feu anguli AZT, BZ’ T

CZ" 1", datam inier fe teneant rationem 5 vt o 3y

Solutio.

Popantur iftac amplitudines, fen anguli AZY—o@;
BZ'Y =8P et CZ’Y’ ==~ P; ac pro elemento cuius-
que curnae 2. einsmmodi formula requiritur, -quae tam per
finus quam cofinus fingularum amplitudinum multiplicata eua-
dat integrabilis ; huinsmodi autem formula, vti mox patebit,
-eft haec: ' o
‘ a:::fva(l)—i—(" +at “q';’
3 % : ¥y
[ ‘+{a2ﬁ=+a2w=+ ) 55 T+ aenEgn 590
{1  vbi pro w fun&ionem guamcunque algebraicam anguli @ ac-
~ cipere licet, id quod ita eft intelligendum, vt o fit funcio

quaecunque algebr:uca fine finus, fine cofinus , fiue tangents
anguh




m—— (g2) ==

.anguli.(b,. " Haec enim expreffio pro os affumta ita eft com-
parata, Vvt i multiplicetur per fingulos f{ex hos faGtores: 1°,
 fin.ad; o cofa®; g% fin. BP; 4% col. BO; 5° fin. vy D et

6°. cof. v P, euadat integrabilis, quemadmodum ex fequen-
tibus perfpicietur. |

§. '14. Pro prima curua AY, cuius amplitudo eft
— o], elementum curuae ita repraefentetur :

s =TI F A () (TS

oo 3 oo o @3
) I 94 v 2%
-+f5f3'w B®3+aadq}5)7
quae expreffio manifefio ab ante propofita non difcrepat. Haec
autemn ternz membra integrabilia eunadunt, fine ducantur. in

fin. « O fiue in cof. 2@, vnde colligentur coordinatae huius

curnae, {cilicet: T
AX =y = —22el . on/mad
= G+ ) (— 203 + 22l ®)
+ s (IR RN
XY =y=2met overed -
+ (fp ) (P2 5
+ gy (Z2Lrl 4 2oLl

§. 5. Pro fecunda curna B Y/ operatio fimili modo

infiitul poterit; verum quia litierae a, 8, inter f& permutari.

poffunt, per analogiam cius coordinatae ex praccedentibus fa-
cillime formantur, fiquidem erit |
B Y/_-: x./_.:____wcof.ﬁd) L dwfin.BO
‘ C T F 1 o avus
— X o rN(__23uvelB S wvfin. B
F G5 o) (05— e
t — Fvef.BO oS w fin, B P\
+'}”rcm( ﬁaqf"_“—i-ﬁvg—fnﬁps et .
XYV =




prumems (173 pmems

X/Y/.—-J,/———-'Ufm Bcﬁ__]_a'ucafﬁqb '

' gpa;p 343 35w cof. B O

4 2 2 fin, v eof.
+( osﬁf( Bgacpz jsgﬁacps )

+ v fin. o @F ey,
+fv'voccc( Fadt ' TRpegs )

" § 16. Eodem modo pro tertia curua CY” coordi-

—-patae fequenti-modo—exprimentur: - . —

CY/"A:x”f— ‘ wco£v¢+av{;na%¢ o
() (- P20y 2inl 1 0)
gy (— 5ot 2248
SR, /74 1 27 :,}’” — 'rz'r:;. vy a-z f;)‘d?l/) ¢
(e gp) (et Ehgt)
sy (S + 2R

§. 1. Quoniam in his tribus curnis arcus abfcifi AY,

BY, €Y”, funt inter fe aequales, eorum longitudo com=
munis per 1ntegrat10nem colligitur fore '
— [ I Yo
s=fvoQ (L4t ) 55

25 35'8.
- (aaﬁﬁ aa:’w—i_ﬁﬁrvw) a—¢=+mﬁ3w 3 03

Vnde patet, i modo prima formula fv 0 integrationem ad-
mitrat, tum has curnas fimul fore re&ificabiles; contra autemy
fun@ionem o facile ita aflumere licebit, vt redificatio harum
curuarum a data quadratura pendeat.

-§..18. Hae ergo tres curuae etiam ita funt compara=
tae, vt fi in una earum A Y a termino fixo A arcus quicun-
que AY =y abfcindatur, in binis reliquis a terminis itidem
fixis B et C arcus BY et C Y/ illi aequales facile-abfcindi
queant. Quaeratur enim primo amplitudo arcus abfcifi AY,
quae fit — w, ac ponatur w —oa @, vt fit == ; tum in

Noua déta dead. Imp. Se. T. V1. K fecun-
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fecunda curua quaeratur -arcus BY/, cuius amplitudo fit g 10)!
—E£». id quod praeftabitur, quacrendo punctum Y”, vbi tan-

gens ad axem inclinetur f{ub angulo = 9o — RO, quo fadsd-

L a0 . 4
LdD, X

arcus B Y’ aequalis ‘erit. arcui A Y fimilique modo in terda
curna arcus C Y reperietur. _ - :

Problema.. = |

Fig. 1.. 4.

D7, fuis axibus in pundlis 4, B, C, D normalitcr infiflen-
tes, in quibls fi ab-bis terminis arcus aequales 4T, BT, cr7,
DY abfeindamiur , eorum amplitudines candem inter fe toneant
rationem, quam babems quatwor numeri o, 3, ~ er 3.

© Solutio. :
§- 19. Pofitis his quatnor amplitudinibus A ZY=a®;

BZ'Y = 30Q; CZ”Y”:fyCD et D Z’”Y‘”,”:E(I)', totum

negotium eo redit, vt eiusmodi formula differentialis pro ele-
mento curnae ds inueftigetur, quae tam per finus quam co-
finus horum quatuor apgulorum . multiplicata euadat integra-
bilis , cni conditioni fatisfacere facile perfpicietur haec for-

mula : _ 7 ..
1.1 s T N
L R e )

r T x I X l ot
_— . e : : —
aalBBB auyy aa90+|3399 +'Y"y99 o 3
. By g v
Bryves” oas

3

I 3 1 )
- = —+
—{—‘C‘f’-lf'[a')"}’ aupBi3ay awyyed 5]

+ o o -
N ITEERYE o

§. zo. Quodfi enim hinc coordinatas primae curmae’

AY elicere velimus, elementum curnac ds fequenti modo per
membra repraefentetur : |
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Eodem modo exprefliones pro coordinatis reliquarum curua-
rum per folam analogiam formabuntur, dum quatuor litterae
@, 3, v, 0, ordine promounentur, ita vt fuperfluum foret
iftas formulas fatxs prolixas hic euoluere. Caeterum cum fun-
&io @ penitus arbitrio noftro relinquatur, dummodo fuerit al-
gebraica, facile intelligitur, hanc folutionem maxime efle ge-
peralem, id quod eo magis eft mirandum, quod fine vila dif-
ficultate ad plures quotcunque curuas, tali indole inter e con-
nexas, accommodari poflit, dum alioquin inventio huiusmodi
formularum differentialium , quae per plures fatores multipli-
catae eunadunt integrabiles, maximis difficultatibus obuoluta de-
prehenditur.

§. 21.  Quantuscunque euim fuerit numerus huiusmo-
di curuarum inueniendarum, gquarum amplitudines fefe habere
2 debeant
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debeant in ratione numerofum @y By vy Oy 85 £, etc, tum
X .

) r . 1 LN S .
primo conﬁderentur fractiones S 385 430 F50 55 GG quas

rum {omma ponatur ~— A, tum,,vmo,,fumma produ@orum-ex 1

binis ftatuatur — B, {umma productorum ex ternis = C, ex
quaternis — D, etc. donec perueniatur ad produtum ex
omribus , qu1bus conflitutis , fi ‘elgmentur‘n curuze ds hac
formula referatur : -
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ea hac infigni plaedlta erit proprlerate s VL ﬁue mulnphpetur
per finus fingulorum angulorum o @, 3 Q, v®, 3P, etc, fiue
per eorum cofinus, ea femper integratienem admittat, vnde
Luic Analyfeos generi, parum. adhuc e};:c:ulto2 hand contemnen-
dum incrementum. alhtum ei’c cenfendum. "
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