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DE
SINGVLARI RATIONE

DIFFERENTIANDI & INTFGRANDI

_QVAE IN SVMMIS SERIERVM OCCVRRIT. ..

Aunltore
L. EVLERO.

~~Conuent. exhib. die 18 Mart 15996.

§ 1.

S1 % x™ denotet fummam progreﬂf‘oms cuius terminus gene-‘

ralis eft poteﬁas x", ita vt fit

D e R R L TV A= N e xt
pafim expofitum reperitur quomodo ex qualibet fumma pote-
fiatum inferiorum fummae fuperiornm formari queant, dum
fcilicet finguli ‘termini formulae quae pro X x™ fuerit inuenta,
per certas” fraQiones multiplicantur, vt hoc modo fumma fe-
quentis poteftatis % x*+* obtineatur. Quod quo clarius appa-
reat a poteftate infima x° continuo ad altiores aftendamus et
fﬁnguhs terminis cuiusque {ummae fubfcribamus multlphcqtorca
quibus fequens furnma producrtur hoc modo- ‘

Zx=x

- Mule, §x,d X

= &t :':ixx -+ 3x
Mukt.. 3 x, g. x, % x

A2 o ' .Zx’
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At e Ixx 4Ly
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X | 8 g 8 ae 8., & 3 2 8
Lault- g.x’ .g,x., ?—,x,‘,; _x" z .x‘g E‘_‘t" §x7 _g‘ra T'x"’

D N S AN PR - A N . A

etc.

§ 2. Ex his flatim perfpicitur, quomedo has opera-
tiones viterius continnari oporteat; tantum -notari debet in vl
timis terminis cuinsque formulae exceptionem efle flatuendam,
quippe qui vbique ita determinari debet,, vt pofito x— 1 wva~
lor totius expreffionis etiam wvnitati prodeat aequalis. Quoniam
enim omunes iftae progreffiones b vnitate incipiunt, manife~
ftum eft pofito x — 1 fuommam Ipfi termino primo. aegualem:
fieri debere, atque ex hec principio vbique vltimus terminus,.
qui femper ad poteftatem primam x* refertur,, erit definiendus.
Ceterum perfpicuum eff, hunc terminum vbique fore vitimum,
quaniam pofito. x == o ipfa famma neceffario in nitiilum abire:
debet. Practerea notandum eft loca vacua.,,
== o, afteriscis.* effe complets, Ita in exprefione vltima ¥ &%

¥

vbi coéfficiens eft

In fine acceffit terminus g X, quoniam praecedentes omnes
- . /




. e () e “ g
f  fun@im fumd, pofito x = x, producunt
S Fit— Gt =g,

vnde patet vitimum terminum efle debere = —%x, vt toty |
fumma euadat — =x. : :

B SRR — Quod fi jam iftes mudtiplicatores ‘attentius con~
fideremus, facile perfpicitur, ex quolibet ternine, per fuum

4 multiplicatorem fubferiptum: multiplicato, idem refultare pro<
du@um, ac fi ipfe ille terminus in ox dudus integraretur ac
per numeratorem fractionis f{ubfcriptae multiplicaretur. Quifa
¥ gitur pro ~qualibetforma—numeratores fra@ionum fubferiprarum
funt aequales , fumma f{equens. prodibit, fi praecedens in dx
duca integretur fimulque per numeratorem refpondentem mule

£ tiplicetur.. Tta erit
Zx=1fox X x5 , :
: Zat=2foxSxt, TN
| Se=s0x3w, .
[ § 2t 4 [0 x 345,
2 xTo=5 f0x S x%,
etc.
: ideoque in genere X x" ' = (74 1) [ x = x", fi modo. U0~
i vis cafu vltimus terminus rite adiiciatur s quippe quem inte~
L, gratfo non exhibet, id quod in fequente Problemate oftende~
mus.. x .
Problema.

S 4. Cognita fumma feriei poreflatum cuinsuis exponen
tisy feilicer S ‘ o o

- Z X" — g 2% e g g e L e x™
4 inuenire fummniam potefiatum wno gradu aliiorum, [cilicer .
DAL g ameer e TR ina

Ay ' , Solu~
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Solutio.

_ Quoniam fumma cognita T x* eft cesta fun@id ipfius x;

ea duda in 2 x integretur, vt prodeat f o x = x", quod inte-
grale infuper multiplicatum per # -1 dabit fummam quaefis
tam [x"*7% fi modo haec duplex reGificatio rite adhibeatur. -
Primo enim hoc integrale ita capi debet, vt euanefcat pofito

"y —o. Deinde vero infuper eiusmodi terminus formae cx

addi debet, ita determinandus, vt pofito x — 1 ipfa quoque

fumma quaefita fiat Za"+* == 1. Ex quo patet iftam ratio-

pem integrandi penitus ab integrationibus confuetis abhorrere,
- propterea quod duplicem determinationem poftulat, alteram €x

cafu x == o, alteram ex cafi x ——.1 petendam. '

§. 3. .Vt igitur iftam regulam clarius per exempla- il
luftremus, a fimplicifimis incipiamus, et cum effet = x° ==,
erit [0 x > x°—=3xx; vnde flatvatur Sy —I.lxx-+ax

et quia pofito x — x efle debet - o =1, erit vtique a — L

Deinde erit fox Zx —=%x"—+ 3% %, quam ob rem ftatui de-
bet T x*— 2 (3x°—+ixx)——ax, pofitoque x == 1 fieri de-
bet 2 (f-+3) -+ a—1, vnde reperitur & =—s3. Hinc igitur
porro erit [oxZxy =Fxtix+ =¥ X, quod integrale per
g multiplicatum cum adiecto termino vltimo ax dabit ¢
L EX=3 G rirhrx)tax,
~ynde faQo x — 1 fieri debet § (& -+ U Y - a == 1, vndé
fit o —o. '

Scholion. |
| §. 6. Ecce ergo fpecimen prorfus fingulare integratic-
nis bic fe nobis offert, guippe quod duplici determinatione
indiget, dum folitae integrationes vnicam tantum poftulant. Ve-
- rum_ hinc etiam in differeptiationem fingulare Phaenomenon
influit: fi enim ex qualibet fumma X x" ™+, tanquam cognitd
L - fPe(.OEH.-:




fata, Tummam praecedentem 3 x" elicere velimus, id :quj-
pecata, ,P . . L ” » q
em vicifiim per differentiationem fieri poterit, cum fiat = x™—
em P p .
a E x.n—.i:—z
n+1)ox - |
rectificatione. eft opus, quam ita inflitui oportet, vt wvalor hine
refultans euanefcat pofito x —=0, quam operationem in ‘fe-
quente Problemate. explicemus.:

Problema,
§ 7 Cognita fumma fériei poseflatum  cuiusuis expo-

Verum hic praeter morem folitum adhuc vna

Henlis
p ! innenive fumman potcflaium ono gradu inferiorune
2

D T e

Solutio,
Cum ex medo allatis pateat: effe X at—T == az_x s
'§ - enidens eft ex cognitz fimma 3 x™ reperiti fummanm. X",

j . illa differentictur eiusque differenitiale per #0x dinidarur..
Verum hic quoque. practer morem: folitum vna re@ificatione

eft. opus; quoniam enim omnes iftae fimmae euanefiere de-
-;"* bent pofito. x — o, eiusmadi conftantemn hic adiici necefle eft,

vt formula inventa euwanefcat pofito » — o, id qued commo-
diffime: efficietur;, fi termini mere: conflantes, qui forte ex dife
ferentiatione. pradeunt, fiatim. omittantur..

- § &< Hanc operationent. prorfis fingularen quoque
aliquot exemplis. illuffrémus.. Primo igitur cum fit 3 4= —
3% 4+ Fx x4 1x, erit eius differentiale xxdy -+ xx-+3dx,
quod ergo: per 2 dx divifom,, omiffé: terminoe vidmo vipote
conftante, praebet La' —ix x~-ix. Deinde cum fit I x°

Iy,
Mt




\

Ixt+Ex®+Lxx, cius differentiale erit X*dx -3y xox
+ x0x, guod per 3 0 x digifum , quoniam nullus termi-

nus conftans adeﬂt fine vla corrcéhone praebebxt Zx’—‘x_?

S T A a2

Scholion. -

§. 9., En igitur alind fimile - fpecimen differentiationis
hic occurrit, quod a more folito in hoc recedit, vt efiam
differentiale correctione indigear, dum integratio ante propo~<
fita duplicem requirebat, ob quam circumftantiam ambae iftae

operationes prorfus ﬁngulares omni attentione dignae videntur,

idque eo magis, quod hactenus ex folis obfervationibus per
indudtionem f{unt deriuatae; quamobrem maxime neceflarium
videtur , has operationes folida demonfiratione cerroborare.

"

Demonftratio operationum
{fupra expofitarum.
§. To. Ex iis quae olim de fummatione omnium pro=
greﬂionum, atque imprimis poteftatum tradidi, valor formulae
> ™ in genere fequenti modo expreflus deducitur :

#t — _1I xn-}-x +;xrn -+ L ; X7 __‘n{n-rnn~—n1 . é x‘n-—-s
M1 2.8 2, 3. 4. §
l n. . {n—451 . % Pt ;1 . .‘(n-—eg) . I% X! 1 etc.

Quod 1 crgo h.anc formam per (- I)Bx mu[nplxcemus X
integremus , obtinebitur fequens expreflio:

xn+2+§xﬂ+l+(ﬂ+l>__§xn—(ﬂ "i"I)TZ(ﬂ,'—'I)%xno—a;
n+2 , 2. 3  Cea et 2. * * . * 5 "
. (,‘,.__M-) n(p—r1), (n—g) s s (z+1)n(n—1). .(r;—s)_zsaxu_s
2, . . - . . ‘7 2,; » » . » - 9

‘-a—:(ﬂml;-x)”(”“‘l) coen (=) .

2, &+ s o+ . IX

2,578 - gte.




_n=—= 3, omitti debet terminus — %2.¢

= (9) -

quae a praecedente aliter non difcrepat, nifi quod numerys
z vautare fit auctus, ea igitur verum valorem fummae X x*+*
exprimit. i \ .

§.-11. Quod autem nunc ad duplicem correGioneth
fupra’ memoratam attinet, primo quidem" patet in ipfa expres-
fione Z x" perpetuo terminum conftantem, qui ibi’ iligl'eael‘etlll',
penitus efle omittendum, 'id quod femper viu venit, quoties #
eft pumerus impar, "propterea qund per ipfam rei naturam
Afumma femper enanefcere debet pofito ¥ —=o. Ita fi efiet

I @ 174 .
w5 x% - Quando au-~-
2. 3. 4. 5. g . it

tem fumimus integrale, huius termini ratio vtique erit haben-
da, quoniam inde oritur — 2t il 4= —gpx, quem
ergo terminum in fumma fequente X x™~%, vtique addi opor=
tet, etiamfi non per integrationem fit erutus. Cum aureni
conftet pofito x = 1 fummam femper primo termino, qui eft
‘I, aequari debere, ex hac conditione ifte terminus dx tutiffj=
me definietur, fine fubfidio formae generalis. :

§. 12, Hinc igitor ratio eft manifeftd, cyr huiusmodi
integrationes duplicem re&ificationem _poftulent, quarum fecie
licet altera efficiendum eflt vt {umma inuenta enaneflcat cafu
X —=0; tum vero etiam vt calu x =1 jpfa vnitati aequa-

" lis prodeat. = Atque hinc fimul intelligitur ratio, cur in dif-

ferentiatione uoiies ad terminos conflantes peruenitur, eos
. one .,  quef | ares p ’
praetermitti oporteat. - Ceterum tales operationes per diffe-
rentiationem et integrationem procedentes. non folum in ferie-
bus poteftatnm locum hibent, fed etiam ad omnis generis
us p : » fed ¢ . O &
progreffiones extendi poflunt, quemiadmodum in fequenti Pro=
blemate oftendetur.

Noua Aéa dead. Imp. Sc. T. VL B ' Pro-




fingula differentialia ipfins X vne gradu eueliuntur, prodz.bzt

] (IO)’ -—"'“"

Problema. .
§. 15. Si fueric X funitio quaeccunque ipfins x aique fe-
yiei, cuius vermints genevalis. — X, exiflene x indice termini vlti-
wii, cognita fuerit fumma _.._EX , inuenire [fummans [erici cuins

termmm genemlz.r — X,
a%

S0l utio.

Ex cognito termino generali X olim oftendi terminum

- fummatorium - jta exprimi, ve fit'

SXofXox4iX 4+ 2 2. —_% ¥Xx., ¢ ‘.95.—’5”' ctc.

T ;1, .50x5  1...7 9%%
vbi ltterae A, B, C, D .etc. denotant numeros vulgo BGL-
noullianos dictos :
%1 %J 5y 'i%) 369 zqfs:)} %.fg- etc.
Quod fi-iam pro altera ferie, cuius terminus. generalis propo=

nitur 3%, loco X feribamus 3%, quiz tum [X 9x abit in'X et

e
&

iftius feriei fumma : _ ,
3X e W AT 4 VX P #x o X et

2% Jx 1.2.3 ox? .. .5 dx* I..7 ox®
quae manifefto ex forma praecedente outm., fi illa differentie=

tur ac per dx diuidatur, ita vt fit 52— 2.2%  Verum cum

natura omnium fammationum poftulet, vt euanefcenfe terminoruny’

TWMEro x, etiam ipfae fiant nibilo aequales, iftam aequationem itz

referri conmeniet: 2'5% — — 2% 1 C, quam feilicet conflantem

C ita accipi oportet, vt fumma quaefita X X euanefcat pofito
x —o, quod plerumque commodifime fiet, fi, quando diffe~
rentiatio - formulae = X terminos conflantes praebet ii omxt—
tantur.

o Corollarium.

 §. 14, Hine igitur patet fignum furmmationis £ fi-
mili modo ad fignum differentiationis 9 referri poffe, quo. ﬁ«




g (1 1) SER

. U PP , ‘ Y B.fX 3
gnum integrationis [ Quemadmodum enim eft S = xas,

ita videmus etiam effe --E%:‘_ aﬁx} Hic autem conditionem

memoratam, adiedtione conftantis C contentam, neutiquam ob-
livifci oportet, quippe qua ingens difcrimen inter huiusmodi
relationes conflitnitur, '

Exemplum 1. |
§. x5. Ponamus terminum generalem feriei propofis
tae effe 1, ita vt feries propofita fit

acgac—-f—:)"
- X X - T kS ] b § N
ite-tmtwmst-.... "'+mc:i—:c’ 7
cnius terminus fummatopius eft 1 — A= A, dta vt fit
. I
T — 1 -} i {1 A=22) nde
e — a0+ Nunc autem erit S g ¥

nafcitur ifta f{eries:

—_3 5 _ . Z __ 2 . o . s u ‘ .._....lfzx"‘ﬂ.
: . a . r————
F 30 137 I w7 "

Huius igitur feriei terminus fummatorius erit -

I x —_— I \
Ha.l__+x+c+l_~l+m)z+c,

quac formula cum euanefcere debeat pofito x—=o, fumi debet

C——1, ita vt fumma defiderata iam fit — it Patet
autem hinc fumto x ==t fore fummam == -—§, hoc ef} ipfi
primo termino aequalem ; fumto auntem x — 2 fore fummam

—=—%, quae eft aggregatum termini primi et fecundi. At

- fumto x-=3 fit fumma = —§; aggregatum vero trium prio-

rum terminorum eft —§ — o — 3 — Fo

- Exem plum 2.

| §. z6. Sit propofita ipfa feries ad quam in praece-
dente exemplo pernenimuys : :

3
R R e - SV S ¥ 4

29
(%%~

. B.2 vbi



mememe (12) sememes

vhi ergo eft X 2EEL., eius vero fummam vidimus efle
8 o —j-ar % : e iy 9K e SR Tnalc
(fEer. Hine gitar erit ST —iTireg®, vnde nafoinn
haec feries: — % — &% — ;%4 — etc. cuius ergo fumma erit
T — 1 XX - — ; ‘
B—EB.EX._.Q—EB.——-———I—C——*————I-C,

(% ~+1)° (1) , A
vbi igitur fumi debet C —=— 2, ita vt fumma, defiderata fit -

:6x—6xx-—-ax'5 — E X
(§ ] i o x

i T

Sumamus igitur ¥ = 1 ac prodibit primus terminus = — %
Sin autem capiatur x — 2, erit aggregatum primi et fecundi
termini — . At fumto( x == 3 prodit — % —= —z; {umma
autem trium primorum €rit — § — o — — &- o

- Scholion.

§. 19. Hiec exempla ita funt affumta, Vvt ex termi-
no generali fumma per formam fupra exhibitam non aliter
" _pifi per feriem infinitam elici potuiffet, Si enim poneremus
¥ — _1__, hinc primo deduceremus /X 0 x =/ 5, diffe-

XX . . ‘ I~
rentialia vero nunquam euanefcerent, ita vt inde vera {fumma,
quae aliunde conftar, deduci non poffet.  Huiusmodi autem
exempla innumerabilia facillime formari poflunt, dum -ipfe ter-
minus fummatorins pro lubitn affumitur. Si enim in genere
terminus fummatorius fatuatur — S, fun@io quaecunque ip-
fius indicis x , tum £ in 'eo: loco & feribatur ¥ — 1, fumma !
illa prodire debet vitimo. termino minuta, vnde vitimus, hoc
eft terminus generalis feriei obtinebitur, fi a fumma S fubtra-
hatur eins valor qui prodit fi loco x feribatur x» — z. lta in .
primo exemplo erat S—__, quae expreflio, loco x fcribendo
x—1, abit in =7, quae fractio a priore ablata relin.quit &Tii—ﬁ')""
gui eft terminus generalis noftrae feriei. “Hinc igitur per{pici- _
tur veritatem folutionis noftri problematis neutiquam pendere

‘ .4




e (13) =

a forma, qua fummam expreffimus, fed potius in ipfd natyra
fummationis effe fundatam, id quod etiam de -fequeate. Proble-
mate valebit.’ | S
Problema. |
. §. 8. Si cogniza fuerit fumma few'ei,' CUils' terminns ge-
neralis = X, funitio quaecunque indicis & 5 inuenive fummam fe= -
gici cuius terminus gemeralis —=fXox B

a .
Solutio. |
Cum igitur terminus generalis feriel propofitae fit =X,
eins fumma fupra cognita habetur, eritque vt ante
B e v ) . X7 A ax B 97X . B_Si( . !
CEX=fXoxwiX g T s T e St
‘Hinc igitur deducimus fumman quaefitam S/Xox, fi in illa
exprefione loco X vbique . fcribamus _fXB x, quo fafto re-
periemus : o : '
s T L . _B 93X
EIX.Bx_fafoBx+-2~fXax-+L_2'_3.X T3 e

P X e, -

i I...7 o=t
quae feries manifefto ex illa formatur, fi ea dudta in Jx integretur,
ita vt fit S Xdx=f0xEX. Verum hic duplex rectifi-
catio accedere debet, altera vt fumma quaefita euanefcat pofi-
to ¥ — o, altera vero vt pofito ¥ == T fumma exhibeat ip-
fum terminum primum feriei, qui erit valor formulae /X 0 x,
fumto x — I , quamobrem vera expreflic pro fumma quae-
fita erit - |
S/Xox—=fo0x2X+C+Dx,

vbi ambas conftantes C et D per memoratas conditiones de-
finire oportet. ' ‘ |

i

Corollariom. o
19. Hinc igitur patet fignum fummationis % fimili

indole ‘gaudere, qua fignum integrationis, atque adeo haec figna
- . B3 inter




inter fe permutari pofle, cumh fit £/ aequivalens /¥, Hic aue

tem probe meminiffe opmtet, duplicem rectificationem infuper.

eﬁ'c adlungendam.

Exemplum.

§. zo. Sit propofita progreio numercrum pentagonaw

Ioum 1,5, T2, 22, . ... e ra vt fit X == 222=F. Hinc
cum fit fXBx:;x‘*——‘,,xx., tum  Vero %‘z_ax—wé et

e e 22X gy fequentiavero—differentialia = o5 hineobtinetnr—

EX'::.éxs——%,_.;cx,-—l—z,xx x‘,—{—ﬁ(g x—3iy
. —ix®+ixx. -
Hinc iam formetur noua feries, cuius terminus generalis
—=/X0x—=ix® ~—~—xx+g, h
wnde nafcitur haec feries: = _ |
fE+Fete v L EX— X x .
Eius igitur fumma erit
S/X0x=f0x2X 4+ C—+HD =
Tam vero ob X —=ia® +§xx, erit faxEX:§x4+§x39

ideoque fumma quaefita —§x* ;2 +C—+Dx, quae vt

eunanefcat fumto x == o, ﬁeu debet C == o; at vt poﬁto X=x
piodcat primus terminus 3, fumi debet D_E_ﬂ ita vt vera
fomma fit 3x* -z x* - Fx. I i fumamus x = 2, prodit Fy
quag eft fumma termini primi et fecundi.

‘Scholion.

§. 21. Ex his facile intelligitur, tam differentiationem
quam integratiopnem pro- lubitu viterius continbari pofle, id
quod breuiter fequentibus duobus Theorematibus fum com-
plexurus. -

Theo-l

R e e Y RO
B

R SRy
N T

I
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‘Theorema 1.
 § 22, Si termino generali X, qui feilicet indici x
conueniat, refpondeat terminus fummatonus S; tum fequentes
{ummationes inde derinantur:

1. Termino generdh gi; conueniet fummatouus ___,35,-1—-A
1. Termino generali %‘%’é conueniet -{fnmmatoring == g‘l "+ A;
II. Termino generali X conueniet {ummatorius — &5 - A,

o

3 xS Ve dxs
etc. S

: vbi littera A defignat quantitatem conftantem ‘inde definien-
§  dam, vt-hae fummae euanefcant pofito .x =0

PR ‘T neorema 1I.
£ §. 25. Si termino generali X conueniat terminus fum-
&  matorius’ S, fequentes fummationes quoque locum habebunt:? -
L. Termino geserali [Xox 1cfpondeb1t fammatorius
fS 0 x —+ A —+ Bx; ?
1L Termino .generali /0 x /X ¢ 'x refpondebit. fummatorms
fofSBx+A+B.x—-]—Cx, |
TI1. Termino generali fox/ox/Xox 1efpondeb1t Fummator.
fa"fafo Bx+A—}—Br»—,—Cx ——I—Dx 5
ete. : L
vbi' litteras cmﬁﬂmfﬁA B, C, D etéi ita dchmm 0portet,
vt cafibus x == o, ¥== 1, ¥ — 2, & == gy etc. farisfiat, fci-
licet, vt pofico x=o ipfa fumma eudnefcat; pofito, vero x = x
A prodeit terminus primus; tam vt pofito .x == o prodeat fum-
_ma primi et fecundx,_ et vt pofito ¥ = 3 prodeat fumma pri-
mi fecundi et tertil; et ita porro. Semper autem praeﬁab1t
.quainlibet fummam ex. immediate praecedente definire, quonjam
tum tantum duae conflantes A et B prodeunt ; quas. facﬂh—-
e ex eafibus =0 et x: I deﬁmre hcet. |
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