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DE SVMMO VSV -

CALCVLI IMAGINARIORVM

IN ANALYSL

Au&ore
L. EVLERO.

Conuent: exbib. d. 18 Mars. 1546,

uanta incrementa Calculo Imaginariorum per vniverfam

Analyfin accepta fint referenda, nunc quidem amplins ne-
mo dubitabit. Nuper equidem conatus fum integrationem for-
mularam rationalium.a Calculo Imaginariorum penitus liberare;
veruntamesn hoc negotium in cifibus, vbi denominator plures
habet factores inter fe aequales, minus feliciter fucceffit. Quin
etiam non ita pridem in tales formulas integrales incidi, quaé
quomodo fine fubfidio Imaginariorum traGari queant, nullo ad-
huc modo perfpicio. Cum enim (*) oftendiffem, huius formuylae

: . [Odx xP -y P - o
mtegrahs:/‘ - +_ ———, Vvalorem a termino x=0
X x"+z2cof.f—++ " : ,
R s o wfin. 82 i
vsgue ad x¥—1 extenfum efle ————, denotante = periphe-~
nfin. fin. 72 : oL
riam circuli cuins diameter — 1, inde facile deducitur haec
conclufio maxime memorabilis : quod huius formulae inte<
: gralis

(*) Vid. Differtationem praecedentem pag. ao.

- Noua Adla Acad. Imp. Se¢. T. 111, D




(26) === .
, ox P — 5P . L

gralis: . B valor , . pariter a termino
2wl ol T S

¥ —=o vsque ad x == I extenfus, aequetur ifti .integrali: ]
bp
fn‘ 0 p fin. 22

7 {in. 0 fin, “2
n

?

ybi fcilicet quantitas p tanquam variabilis fpedtatur, et inte-
grale ita capitur, vt euancfcat pofito p—o. Quodfi ergo
nunc faciamus %:CI), integrari oportet huiusmedi formulam.
differentialem.: iﬁr{%ﬁ ‘Quemadmodum igitur ifta integratio
auxilio Imaginariorem tradari debeat, hic fum oftenfurus.

* De integratione formulae

Lo fin.m®
- J finr®

§. 1. Ante omnia hanc formulam ad quantitates al-
gebraicas ordinarias revocari conuenit, id quod commodius
quam’ per Imaginaria praeftari nequit. Hune in finem ftatuamus
brenitatis gratia 7 == cof. § 4+ —1fin.d et #=col.O—
3y~ % fin. §, ita vt fit 14 —1; tum Vvero erit

0t —— o ® (fin. G — 3 — 1 cof. @) ideoque
| 2ty —1—=—3P(cof. @Y/ —1fin. P = — 33O,
vade ergo fiet o SR

AN atY—1 L 3t .
3\.1)::\: ‘ t Ty i : 1 \

- & 2. His autem formulis conflitutis, ex elementis
Calceli Tmaginariorum confat effe R
Pe=cofl A+ Y —1fin. 2D et
@ e=cofi AQD — Y — 1z fim AQ;

- -ynde




e (249 mommmen

vnde ergo colligitur *— gt — 2 ]/--m 1 fin. AP, ideoque

fin. A (I)—"" i -
i i/_—' " . . . -

Hinc ergo fi loco A fcribamus numesos w et #, eut

finm Q) __ o ™

fin.a® & —i
quocirca, fi integrale quaefitum litters S defignemus, vt fit
S =/ 228 Qpin. ""”D ta&a fubftitutione nunc habebimus

fm.on @
‘ ot ™ — ™
a S —— - ] N
1y —1 "
uia autem eft w =F==¢"% formula propofita ad fpeciem
confuetam, folam Varmbllem ¢ muoluentem, eft reducta, cum ﬁt
ot tm—y ™
oSy —1=—
14 P —r

cuius formulae adeo. integralis iam paflim euoluta reperitur.
Hic autem ploke meminiffe -oportet, pfgm qu,,--tltatem ; non
éffe reftlem, cumh_fit 7 == cof. CI)——}— ]/——— 1 fin. . '

+

§ 3. Manifeﬂum hic eft amtos numeros = et 2 fems
per tanquam integros fpedtari pofle, cum iis ratio indicetur,
quam ambo angull # O et # O inter fe tement. Hic igitur
ante omnia difpiciendum -erit, vtrum exponens # maior mi=
norue fit exponente #; quandoquidem notum eft, i fuerit 7 >n,
fra@tionem npoftram eflfe {puriam, atque partes integras ante ex
ea elici debere quam integratio fufc;pm*ur. Hos ergo cafus

hic prm’lum 311011]1 conueniet, Sit lglfﬂf pflfﬂo 773_...?2-—!—1,
I’”f‘l'}\- t—_{n—{—}\}

ita tamen vt fit. <7, ac facile patebit, fraGionem - o
: I —

¢ontinere partem integram 2 —+37 ", qua ab ifia fractione fub<
D2 lata




m'(gs) e

—_—
Iata remanet -, quae f'raého non 1mphus eft fpu-

L E— E_ L —— — e

ria. Ex parte integra autem duéta in 20 oritur mteglale
LY
A

quod per y/— 1 diuifam dat partem integralis hinc oriundam -
—_— zfm ?\QJ
A

. At vero off P —r—*— P —u*— 2y/—1 in. 2D,

§. 4. Sin autem foerit mS> 2n, fiue M= zfz+?\a tum
. znn—'—)\_ [——277-'—'2.
fractio -noftra - £

“hranc Cﬂnt‘lﬂebit partem inte-
"
gram: #+* 4+ y—"—* qua ablata remanet adhuc ifta ﬁaﬁm‘
A A
]
F——z—__i-, quae iam eft gennifia- ob A < e '}_-Au: vero ex -parte
integra duéa in 2, oritur integrando

zn-}-)\ I—n—?\. #n—-l—)‘.h__un-:i—l

. n—A om0
: V— A
cuius valor eft: ;fi )\““*“ 1@, -qui per Y-z d1u1fus prae-

— 2_,Fm (A
bet partem integralis hinc natam == 2tn s

2

§. 5. Simili modo fi fuerit mS> g1, ac ponatur # ==
Pa i z-—sn-—}x

gn-+-2, fractio noftra erit - — » quae c011tmeb1t
T
partem mteglam pu-r p—2n=}; hac autem ablata remanebit
In-{-«)\. - I——-n——)\. )
adhuc fractio — — ; quae etiamnunc eft {puria et
ot
contmet partem integram s —-7"*, qua ablata demum rema-
— A — (1 — A}
" — ¥
net fracio genuina —— . Ex partibus autem in<
. : - "—
teeris ori . s.. = fin. (m-;-mzp nfm xcp !
gris oriuntur hae partes integralis: 2= r———rt -~

§. 6:




B

mwe= (29) ey

§. 6. Ponamus quoque efe > 47, ideoque mz=gpa i,
3-1-71'1—)\___ ;-—-471—7\

ét fra®io noftra erit _
' ;‘J’!. — Z — M

partem integram £7+* 4-p—n—X  poc auntem ablata rema-
fn-!'—)\.____ z—-—-zn-—-}\

net adhuc ifta fra&io: , quae denuo continet

I?T. _— I—.— n

- i h — — .
partem Integram A L pon », qua fubtra@a tandem rema=

‘ A — ‘
. . i . "= ‘ . .
net ifta fradio genuma:_ﬁ:a. Iam vero ex partibus in~
tegris obtinentur pro integrai S iftae partes :

' zjz'n.(sn-—{—h_)_q_)__!__zjm.(n«-;—?\}q‘) ;
3N+ A - R

§. 7. Sit porro etiam # & 3 ny, flue m=—=5n—2, ac
s‘n—l—-)\__;—-su.-——-}\. .

noftra fracio primo continebit partem inte-

A A
gram 2" A y4n—=2  gug ablata remanet adhuc ifta fractio:
zsn—l—k - P—3me— .

b
» quac per antecedentia continet adhuc duas

tﬂ. —_—— E—ﬂ
partes integras, fcilicet #%+> . p—2n—X 4=, quibus
t’ﬂ‘-'—-'?\. —_ r—[ n—A )

ablatis remanet tandem ifta fraQio genuina: .
. t’ﬂ. —_— t-"n

§- 8. Ex his cafibus iam faris perfpicitur, quomodo, fi
exponens # adhuc maior accipiatur, partes integrae in integrale
S ingredientes fe fint habiturae, quas idcirco hic coniunctim
afpe@ni exponamus. .

] — gt IS (MO
LSim=n+n, eritf e =

. —A__ ,—{n—=2)
2 it ) O dr Ay .
- }: _'+ 3

V=1 -
D 3 LIG

, quae ftatim continet




10. Si m = 2 7 -+ A, erit gla: ;E:w;;gmcp__
- ' P —
E‘Enlw—\‘-—f\.}q}__i_, f atﬁ‘: —Z

T’—'—‘J\L j ZV'—'I zn t___ﬂ 2

ML Si == 32— A, erit fRRLmLInAERIE —
Jin.n @
—h__p—(m—R)
zﬁ'n..(mz-%—?\ 10 ,ij ',\(p__i__ ot lfn —1 { _:_-.
e A —l/_"_'I z-?b___;--*“'ﬂ ?

A . | o
1V, Sim==4n2-tX em'fa@fn}mﬁq?- ¢ —

zjfn{3n+7\]®+zf1n(n+l)cp+f at t —_—F

3 A A - A ]/--—I o —*-I'_“' 3
. —_— . QCDfmtsn—-i—?\)q}__,
V. Si m= 3 n-+ et [T
— A=)
zrln(4n+l)¢+zjzn(nn+l}$+ = fifi. )\q)_l_ ot A {fi— .
an—+ A 2T+ A Y IV*I.%?nftwn 7

n. (-611.—-4—)\](1)_____

adJsi
VI Sl m—=6n—n erit [ e
~ TN t}\"—‘ -—-).,

..fm (sn-l-Mq) o fin. {3n+‘M$+nﬁn [n-l—-MCD_{_ ok
T EnAA Taf ek A Y 7‘/ "n n?
: o : 1y —1 =i

efc. etc.

§. 9. His igitur cafibus, quibus m- >;z, feliciimo cum
i’ucceﬂ'u expeditis, totmm negotium reducitur ad integrationem
formulaew , pro cafibus quibus eft.m <7; quandoqui-

Ja n

dem ex modo allatis manifeftum eft, quomodo illi ¢afus ad bos
Gcillime reducuntur. Tum igitur ope nofirae “fubftitutionis
— ol O+ —1 ﬁn.Q) peruenitwr ad hanc fmmulam |

S __‘t-m
-}/_._._I__ E'_n,

cuius ergo ihtegrationem .dﬁta opera inﬁituamus.

Inue-

o —— = R




(31) ===

Inueftigatio integralis
| S

J e - ,_:;_,;*3*,._ = . T

exiftente m <

1 " §. ro. Hic ante omnia cun®i fadtores trinomiales no-
| furt deﬂ_o’miﬂatéris * — ¢t ™ indagari debebunt, quorum fingu-
( lorum forma ita exhiberi poteft: #* — 2 cof. w~+ ¢ 7, vbi angu~
lum w ita definiri oportet, vt pofitc F—z2collw—JiT=o
fimul ipfe denominator euanefeat; tum autem exinde colligi-
tur t*‘-ccsf u—}«—]/ ~— 1 finr. w, vade ftatim patet fore

Pk cof. 7w — ]/~— I ﬁn. nw,
quamobrem nofter denominator reducetur ad hanc formam :
2y —1fin.nw, qui ergo valor nihilo debet aequari.

§. 11.. Cum igitur debeat efle fin. # w — o, OmneEs va-
‘lores, quos pro mw accipere licet, erunt o ™ T, 27, 3 Ty 4 T

et in genere %’5, denotante i numerumam_tegmm quemcunque.

Hinc igitur pro omnibus fa®oribus noftri denominatoris viden~
. tur capi debere # horum valorum; verum manifeftum eft, quot-
cunque tales formulae £ — 2 cof. @ =—7~F in fe innicem mul-
tiplicentur, vltimum terminum nunquam prodire pofie — & ™
At vero hic. meminiffle oportet, guae circa huinsmodi integra-
- tiones in genere fust praecepta: ftilicet talem fadtorem trinomia-
Tem 2¢—27cof w1, caf quo w=o, non fattorem quadratum
{(t— 1 )% fed tantum fmphce,m $ — 1 innui, quod idem queque

. fed tantum ﬁmpie.{ p-+-1x eft fumendus, quare cam hi ipfi
cafus mterr valores ipfius @ occurrant, neceffe eft vt numerus
ho-

etc. vnde ipfius anguli o valores erunt 27, 1T, 2T, T, etC..

evenit fi w==mu, tum enim quoque non fader quadratus (2—4-1)%




e J‘ﬂ@dl()i()] lantor.

ﬁatuamus

= (32) ===

horum faGtorum vaitate augeatur. Hic autem commode vl
venit , vt ifli cafus ex Valonbus w— o et 4 —— 7 oriundl e

§. 12. Cum igitur fra®ionem nofiram ————— in
"r— 1

mneras fraciones fimplices refolui oporteat, quarum denomina=
tores fint 5" — 2 cof. w 777, pro vnaquaque harum fra@ionum

m— z"—’"'___ A
" ¢ — 2 cof.. w-—l—t—‘

vbi R complc&attu omnes reliquas fraé’uones, et nunc virinque

multiplicemus per é— 2 cof. w—-5"% vt prodeat

(™ —t—™)(t—2 cofw—+1""

ZTL_ z""'ﬂ-

+R

) “—A+R(I—2cof w+1"7);

vade fi iam ponamus f-—2cofl w40 T =0, quod ﬁt {11
mendo #— cof. w -~} — 1 fin.®, hinc colligitur numerator
nofirae fractionis '

A={"—1r"™) t— 2coflw—t+27" .

z'u"b —_— EH‘R

Tum autem manifeftum eft in hac fra&ione, ad quam fumus de-
dudi, hoc cafu tam numeratorem quam denominatorem in ni-
hilium ~abire , vnde iuxta regulam notifimam eorum loco fua

fcrlbamus differentialia, atque ifta fractio induet hanc formam:
et

, Vbi manifefto erit z— 7 =2 vV —1finu,

(it )

at """ =2 cof.nw, ita vt nunc valor huius frakionis

futurus fit Lﬂ&’, qui dudtus in ™ — t‘m—zV—Iﬁn me -

T egf W . .
e [in. @ fin. m e

dab1t numeratorem’ noftrum quaefitum A —— —2LETMTC,
-, nedf. nw

Quia




= NCINE

Quia atem eft fin.nw— 0, femper erit vel cofl.sie =— y , vel
—f————col = Iﬂiﬁ¥’£1~—ﬁ1tue1ld0 mwgenmeﬂw —*M s Aumerus o

i fuerit vel par, vel impar.

§- 13. Inuenta igitur hac fraQione: _%’ ea
2t

in 5 muldplicetur et integretur, ficque ad iftam perunmmus
formulam integralem:

_ofinnwfinime Ot I : .
| 'ﬂcofﬂm _'—z:_.t—zcofw—}—t_“-‘,
cnius qmdem integra:io nulla amplins laborat difficultate: per-
duceret enim ad arcum circuli cuius tangeéns . — _’M; verum

— 1 €gj. 0
quia ipfa quanums t iam eft imaginaria , ‘hinc parum lucrare-

mur, quoniam necefle foret iftum arcum imaginarium ad quan-
‘tirates reales reducere , fiquidem conﬂat, arcus imaginarios ad.
Iogarithmos reales 1educ,1, )

I3

§ 14. Ve igitur hunc Iaborem eutfemus, loco noftrae

variabiiis s ipfum angulum @ rurfos in calculum revocemus ,

af —u

et qula iam vidimus e"e £ =0y —1, tum vero 1~ u

2 colt @, hisce valoribus fubftitutis formula integranda erit

_fl?”wfn'mm PP —1 _ -
e e » quae formula per Y/ — 1 diuifa prae

bet pariem ipfins integralis quaefiti §, ira vt fit
: : o —_fin. wfin. 'mmf PR

TeE. N cof. P — eg

fiquidem angulo w fuccefue omnes fuos valores tribuamus ;
vbi per fe manifeftum eft, in hac integratione angulum 5 eﬂ'e
conftantem folumque  variabi em.

§. 15.. Ex cotfficiente huins formulae flatim patet,
quod iam. fpupra innuimus, ex valoribus ipfius w primo et ex-

tremo, {cilicet w= o et wIZmT, partes 111te°rahs fponte € meg=
Neuwa Aéa d¢ad. Imp. Se. T, 111, “E . dio




mm— (g4) ===

dio tolli, ita vt func fufficiat loco o fucceffive fubftitni hos

o —— valores: e A v ‘”"“n”T"TﬁVbiﬁrc,cordandum, dum j
ftatnitur w::%“f, quoties 7 fuerit mumerus par, fore cofint ==
~+ 1; fin autem fit { numerus impar,‘tum fore col.nw=— 1.
Quibus obferdatis totum pegotium reductum eft ad integratios

nem huius formulae fatis memorabilis: / Esm?—fm'

16. TFacile quidem foret iftam formulam ad quan-
titates reales confuetas renocare; interim tamen {equienti mo-
do Thaec. integratio facilius et elegantius abfolui poteft. Pona-
tus enim breuitatis gratia EM%QEOT?J — 05, et fecundum cal-
culum angulorum iam fatis vulgatum nounimus effe

cc)f.@-.—'cof.w:2ﬁn.“’““q’.ﬁn.“”'q’, )

z =

ficque habebimus:

50
ai:zﬁn.ﬂﬁn.‘i’:ﬂ’ fiue
ST C

205 _ T

Wﬁﬁn.ﬂiﬁ“ﬁ.ﬁn..‘i’gﬁ’
quae fradio, quia denominator duobus conftat factoribus, coms=
mode refolui poteft in duas fractiones huiusmodi : C

o cof. ”ir_i‘-dl . Beof. u—0 |

[ erl | fin 2%
vbi ftatim patet fumi debere B=a, tum enim fumma harum

. ‘ N e fin. 1 e x i
fra@ionum prodit e fin, e =22 vnde a_ﬁ-_m. Hinc
z z

I (B@cdii“i:g@- | a¢~co£w';¢>
‘ ?

f ‘ . amtem erit

+

&

-2 ﬁn- ¥ ’ _ﬁn'

2 l -




— (35) ==

4n quibus formulis numerator manifefto eft differentiale deno~
minatoris, vnde concludimus fore

I 113

Y o f T e
. fin.w 7 fin, o=
’ 2

. §. 5. Inuento iam hoc integrali, in quo cardo totius
inueftigationis verfabatur, quilibet fattor denominatoris in. va=
lorem integralem quaefitam S duttus fuppeditat iftam partem:

fin. m w fin. © =9

— 2
—

ncof.nw fin, o—¢ 7

o

vbi tantum opus eft vt loco anguli w fucceflive omnes eius valo=
res debiti fubftituantur, tum enim aggregatum omnium harum

a . . L als — r3Qfin.mD
formularum pracbebit verum valorem integralis S =/%5as

§. 18. Quo antem totum integrale fucciniius reprae-
fentare valeamus, ponamus breuitatis gratia = —= 2 a, ita vt-
valores ipfius « futuri fint 2.¢, 4dy 6oy « « v 2 (Z=T) 25

e — e 3 .13 a @\ fin.em
tum vero fit § = 2P, atque formulae integralis f Jfff_fﬁ"‘l‘i
valor completus erit | -

Qe fin.zma lfin.rt—l—\.}:__jin.4msc Zﬁn.za.—}-,\b

=

fine o — g n Pjm.ea —
Sin.éma pfin 3r =y fin.gmoa Jinoam =0
-+ no Z_fzn 3. — - .lﬁn.afot‘-—\!l
Jnooma JHn o= fin.reme Jfin.éa s
“+ n lﬁn.so.-—'-\{; T n ij'fb.sou-—--\,b
€iC, ’

donee horum membrorum numerus.fit #—z. Haec autem for-
mula tantum. valet quando m <#: fi enim fuerit m >#, lam
ante oftendimus, cninsmodi termini -infuper debeant adiungi.

§. 19. Hic obfernandum eft ‘hacc integralia’ ita effe.
{umta, vt enanefcant pofito P==0, quoniam hog cafu: omnes
: E 2 - loga-




= (36) ===

fogarithmi ad viitatem referuntur, Deinde ‘etiam éuidens efty
fi angulus \v augeatur vsque ad &, tum integrale iam. in in~

fififim  excrélcere; vnde
terminum augeri conuenire. Verum etiam cafus initio - memo-
ratus, qui 2d hanc formulam integralem ducit, non poftulat vt
ifte angulus vltra hunc termipum augeatur, qua.mobrein operae
pretium erit integrationem inuentam 4d huiic iplem cafum ac
commodare. : '

Problema,
Valorem ifiius formulae integralis
L O0x xP — x— P o

J ¥lx %o coll b ——x—7 - ‘

@ terming x = o ad X =1 extenfum, per expreflonem finilasm

affignare. ' o S
| \ Solutio.

§. 20. Quoniam iftum valorem quacfitum reduxi ad

. . ™ 0 pfin.22 . ,

hanc formulam integralem: . —— f opun.3 , primum tenen~.

R /4 {in. ¢ . {in. g : . . .

- s Somn )

dum eft, eum finite exprimi non pofie, nifi angulus 0 adm ha-~

beat rationem rationalem. Ponamus ergo hanc ratiopem €i'®

0:m—w:v, ita v& w et v fint numeri integri, quamobrem

pro formula ante traétata ftatuamus m —— | et n——v, vnde

fiet angulus ¥y @ — Z2. Ponamus hic breuitatis gratia & —r,
B il ¥

vt habeamus @ :?, et' valor, quem quaerimus, ob p=nr,

exit T fArfmbr  gugre cam hine fiat @ =77, formula fu-

Jin.8 Jinmwr

‘ 30 i sl : o r fin BT
pra tractata / E%-’%%’"-@ abibit in hanc: S—=2_ T
| ' 4 fin.my

que valor; quem hic quaerimus, t_:rit-ﬁ.’;‘se ,. ita vt tantum o©pus

) ﬁC"'

fit valorem ipfius S pro hoc cafu euoluere.

patet huncangulum non vitra—iftum-——

i




memm (§7) ===

. § =21.° Confideremns nunc primum valorem ipfius @,

qui erat w= 2 ==, qui pro S produxit partem integralem

. finmw Jfin.e*=2? —
ncolinw ¥ fin, o—9?
' z

&

erit hic mo —=®T — 0 et cof.nw —=—1; tum Vvero -

¥
o+PQ=T(14r) et w—P= T (x —r);
Primum igitur hic fumi debet angulus ., quem breuitatis
gratia ponamus =g, vt fit e == -, et prima pars noftrae for~

- s find ) fime(i4r) ., s . .
mulae S erit T”Zﬁmﬁ’ fequentes autem partes erunt

;ﬁﬂ.ia'.lﬁﬁ;? [ o ol S
s - Vv Jin.gla—1r} 3

v finsd Flm.plzatr) .
b v Z_j'inag{s-—-'rl’

etc.

quae partes ductae in o praebent ipfum valorem quem noftrum

problema poftulat, qui ergo erit
v fima b lﬁn.—e( rp)_ _ fned Flinplzd7)

Jim. 07 fupic—p) Jing © finp(z—7)
_fin.36 Flinp(S4el __ finad Ffinela+7) ope )
_-I— NE X, Jﬁn.g[s»—,-g] Jin.8 gf-n-etar—ﬂ

gquie membra eo vsque continuari debent, donec eorum nu-
merus flat v— 1, vbi pro noftro problemate tantum notetur
eflce ¥ —= 2L et g = T, exiftente §:m = v, fiue 0 — LT, ita

vt w fit numerus integer. Cum igitur in formula propofita
exponens p neceflaric minor fit quam s, erit # vnitate minor,
ideoque omues iftae formula¢ finitae.

_ §. 22. Forma igitur gereralis omnium partium, ex qui-
bus hoc integrale conflat, eft [l Jimelinr) -yl fignum fie

' - Jinb " finpli—7) . Lo
erius —~ valet, quoties { fuerit numerus Impar inferius vero
L vaieh g E par, 1o
3 Lt
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, i par. Pro vltima igitur barum partium erit i — v ~— r.
'Vbi probe notetur, fi fumeremus =y, partem hinc refultan-

tem {ponte effe euanituram, proprerea quod ig—ve=F, ideo=

Calus 1.

¥
M

Pal'.

P‘El.l'.

que ambo finus poft logarithmum inter {¢ aequales, ita vt pe-
rinde fit, fue membroram numerus flatnatur =y — 1, fiue =v.

§. 23. Confideremus nunc vitimnm membrum -noftri
valoris integralis, fumendo i —v — 1z, vnde fiet fin. (v—— 1)
— fin. (7w —9), qui erit —fin. 0, fi [J. fuerit numerus impar,
fin autem M fuerit numerus par, 15 erit — — {in.6. Tum ve-
ro erit zg_._(y—t)g §— =, ideoque '

fin. (V—~1)g_ﬁn (g—g(I——r)"“coi‘g(z-—r)
Simili modo pro denominatore erit

fin.g (i—r)=fin.(F—z (1~r)=col g (1-4+7);
ita vt in vltimo membro cofinus eorundem angulorum occur~
rant, quorum finus occurrunt in primo membro, quae permu-
tatio etiam reperietur in membro pennltimo et fecundo, tum

vero etiam in mtepenulr_lmo et tertio , vynde bina hulusmoch |
membra in vnum coniungi poterunt.

§. 24. Hic autem quatvor cafus examinari conuenit,
prouti ambo numeri w et v fuerint numeri vel pares vel im-
pares. Sint igitur primo ambo pares, vnde coffficiens vltimi

membri efit —|—~fmf:’n”;““9: — JE“_S., ideoque totum membrum
yltimum ::-——}“:_:_gl%:‘ quamobrem primum meribrum

cum vitimo coninnétum dabit

jmﬂ Jinog{z7) cajg(z+1~)_._jm&lﬁnf:p(r—-i-r}
Jand Jinp(n—7r) cofipi1imtr) Nm.d T fiteplI—7) ‘
Simili mode fecunduom membrum et penultimum coalefcent in

B a n .
— g2l Jlineelz ), aym yero: etiam -membrnm tertivm cum
.8 7 finczpyze—r) .

antg-
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antepenultimo dabit ~j- [ Ffimecis+r) - Qicque de ceteris s
Jing 7 Jinap(3—1]) 4

ita vt hoc modo numerus membrorum ad {emiffem reducacur.

§ 25. Maneat nunc v numerus par, fit vero g nume- CafusIL,

3 if SfH i - o fin g I eyom ¥ DAl
rus rmpar, eritque coZfficiens vitimi membri NE quod elgou impac.
cum primo coniun@um dabit

+ﬂ7t-9 Jlre(s4-r] cofipft—r) __ find lfrmg.p(xo—i—iﬂ-’l.
Jmd Cfmep(r—r) cof et 47 ) T find " fang.pli—T)

Eodem modo membrum fecundum cum penultimo contrahe=

tur in.hanc formam: ——f_j.’;éf;. / ;%_gu_{_’} ; at tertinm membrum
. gt GeEla - '
cum antepenultimo comiun@um dabit fm3 Jrengels A7)
Jin. ¢ tang. g 3 —17 )

§. 26. Sitnunc v numerus impar, at p numerus par, et Cafus L
ob priorem conditionem coéfficiens vitimi termini eut—%ﬁ )Y iml:;u’-
qui ob w numerum parem fiet +j%.g , ideoque vti in cafu fecundo,ﬁ B
vnde etiam primum membrum cum vitdmo iundum dabit
%—g / m—_;—j:%; fecundum vero cum pe'nultimo iun&um
—Jj’;;a Z;z;‘ggt:i::, tuin vero etiam tertium cum antepen

) : ) qt .80 Jtang.o(34-7)
ultimo iun@um dat yow / fang el s — 1)

§. 2. Sint denique ambo numeri wetv impares, at~Caflis IV.
que cuidens eft hunc cafum ad primum efle rediturnm, ideo- ¥ ﬁng
que primum et vidmom membrum contrahi in -f‘%’r""lf{""gf‘”"’," :

. Jine QY fin.sel n—a}

fecundum et penultimum in f22f ffmce2+7) - teprtinm et ante-
Jingd T Jinoepiz — 1)

penultimum in F=£2 Zﬁwfg{‘;ﬁj:; Vade patet hos quatuor ca
fus ad duos reduci pofle, prouti ambe numeri w et v fuering
vel eiusdem indolis, feilicet ambo vel parss vel impares, vel
diuer(ae indolis: alter par, alter impar. Priore cafn eadem con-
tractio locum habebit, quam cafe primo dedimus, pofteriore

vero quam pro fecundo dedimus.
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§ 28. Ex his intelligitur, i numerus v fuerit impar
ideoque numerus membrorum primpm inuestorum ¥ -— I paly

. tum-omnia illa membra contrshi in numerum_duplo minorem,
| ' fcilicet *—2. At vero fi v fuerit numerus par, ob ¥ — I im= :
parem, fu@a illa contractione remanebit vnum membrum me-
dium refpondens valori i=—:, pro quo ifte reperietur loga-
rithmus :

Jfin o (P -r) _ jiin. (F-¢7)
S fin g G—r) fin. (F—ogr)
Quir igitur eft fin. (f — ¢ r) == cof. (§ ¢ ), euidens eft hoe
' ' 3
cafir haberi {tang: (F—+¢+)5¢o gfficiens autem erit —— ﬁ; : iee »
- . ia.

vbi fignum fuperius valebit fi 3 fuerit impar, inferius vero fi

par. Eft vero fin.§ ¢ =fin. £%;. vnde patet,' fi fuerit m numerus
par, hoc membrum per;itusﬂ e medio tolli; fin autem p fuerit
numerus par, tum fin. &7 exit vel + 1 vel —x. Ifia ambigui-
tas autem iam ante eft fublata. His notatis fequentia exempla
fimpliciora percurramus; vbi notaffe luuabit, numerum fem-

per minorem efle debere quam v, neque tamen fumi pofic p.=o.

§. 29. Quo auntem euolutionem cafuum {pecialium fa-
ciliorem reddamus, denotet 2. formulam iilam integralem, cu=
ius valorem haQ@enus per partes euoluimus, ita vt fit

E"—“ - o fin.dr ., . -
 fin. § Jweow 2

tum igitur duos cafus diftingni conueniet, prouti ambo numeri
. et v fuerint eiusdem vel diuerfae indolis.

- t

I.. Sint m et v eiusdem indolis, eritque
E —— fin. Zﬁ'n.c elr+ry ___ fined lj_’z‘n.ee: g-3-7 ) __l__ﬁn.s # lﬁn.ggi_g:[:“ﬂ

T fime 6 finep 1) Jin " Jinyzple—1) Jin.g " finrg{3—r)
_ Jim.al Jfinop({a+r] ‘
Ting ¥ finnela—1]} ete. .t

quas




fore

o= (41) =

quas formulas non vltra multitadinem "“;1’ ‘continuari necefle

eft; neque enim. hic terminus medius locum habet: fi enim
fuerit v numerus par, erit etiam wm par, ideoque terrmm me-

dii coeﬁcmns cuanefcit,

Lo} -
RO
Do

’Er._,fm Blfaﬂg.g(x—}-r) _ fin. °9Zfﬂ?1g eletn}

Jino 67 tang. gir1—r) - fin @ " lang e("‘“""
Jin g g Jrong. g(3+1‘)

Jing [mng e(3-—1~) ete.

quos terminos non vltra mulutudmem —_ commuan _oportet.

Hic autem, quoties v numerus par, 1deoque M impar,. occurret.
terminus_medius, qui-nunc-vitimum lecum occupabit, eritque

“_l*mltfmg (7 —i—gr), vbi fignorum ambiguitas fequitur al-
ternationem fignorum. Ceterum hic vbique fecordandum eft

2

efle o= = et 6:.:’-*_”’.’5.

2V

E:xemplum I, quo v = 2.’

§. so. Hic igitur erit gm_z___q.g 3 at numerus

neceflario eft —x1. Quia igitar L=2—=1, hic folus terminus,

- quem -medinm - vocamus,- occurrit, ita’ vt nunc habeamus

T —=/tang. 7 (1 -—}—1’)—*ltang 45° (1 +4-1),
qui valor {ponte ex ferma -generali deduc1tur, cum fit

S= E_mﬁn. =

H
fin.wr
eft vero fin. m# = 2 ﬁn. Tr cof. °r 3 wde ﬁt

g 2 L I
2 : a f e - T ) o S
’ col. - o

Quod fi jam ponamus Zr==@, ob '”'3" =20 (D, exit
Noua Afta Acad. Imp. S¢. T. I11. F ==

I. Sint numeri p et v diuerfac indolis 5 - vidimusque




= =28 —Jtang, (45°+EP)-

Reflitnto ergo pro @ valore affumto exit Z=/tang. 45°(x 1),

vti inuenimus.

txemplum -, quo »=—3.

§. gr. Hic ergo.erit g ==F == 30, et guia B=E= I,
integrale noftrum vnico conftabit termino. Nunc autem’ nu-
merus . duos valores habere poteft: 1 et 2. Sit primo p=— 1
hincque § == 7 — 60, et quia ambo numeri funt impares, ex
cafu primo colligimus & = ity At i fuerit p—-=2
ideoque ¢ == r20° quia numeri M et v habent disparia figna,
ex cafu fecpndo habebimus ¥ = /o0

Exemplum III, quo v = 4.

§. 32. Hic ergo erit ¢ = § — 2, et quia “T7=1x,
integrale vnico tantum membro integro conftabit, nif forte ter-
minns medins accedat, quemadmodum fingulis cafibus pro
affumtis videbimus. o .

1°. Sit igitue p—1, erit §=—=45° et 2 § = go%
Hinc ergo ob numeros. g et v dispares, ex ca{u fecundo ha-
bebimus o |

< - / tang. _2_9%" (r +7)

"~ ¥ tang. s2l (1 —1)

—y/ 2. ] tang. 228 (2~ #). R

2° Sit p;:'z, eritque & = 9c° et 286=1g80°% Hinc ex

caf “primo nanciscimur X o= [franiztr. Cum autem fit
. o Jre. g3 {1—17} .

fin. 45° (1 — r) —= cof: 45°(x =41y,
euidens. eft fore = =[tang. 45° (1 -+ #), qui cafus vtique con-

uenit cum ratione pory = I 2. .

3%




mmme (45)

8% At fi p==g3, ideoque 0= 135° ¢t 2 0= 250° cu-
tus anguli finus et ~— 1z, ob figng disparia habebimus“ex cafis
fecundo: : '

I *”Eﬁfﬁ/ﬁmﬂgjjﬁ%giﬁu#} 7 2. J tang. ézé“ (2 —4+7)
tang. 22; (1 —r) .
] Exemplum 1V, quo »=35. .
§. 83. Hic ergo erit g=18°% et quia "“;‘: 2, inte-
gralia ex duobus membris integris conftabunt, quia terminus
1medius, quem quafi dimidium {pectamus, hic non occurrit.

1 Sit pu==1, eritque 0= 36° et 2 6==2°; hinc ob
ambo figna eadem cafus primus nobis dat

= — ij'?:..satj( Td~r) _  fin.zs° Zﬁn.‘so‘?{ e7) |
T finset 1 —r) Jin. 260 ¥ Jin. 360 (2 —r )

2% Sit p=2, eritque §=+2° ideoque fin, 20=fin, §6°;
vinde ob figna disparia cafus fecundus dat
. z ,_,_ltang,;génq—j-) —_ fin.zso ltcmg. 1§°{ 2 4-7) .

tang. 1% (1—1) Sin. o tung. 189 e — )

8% Sit i =3, ideoque ¢ = 108°, fine fin. ¢ — fin. i
et fin. 2 0 = —1in. 36°; vode ob figna ‘pariz cafus primus dat
—— ] Jin. 569 {1 9 ) Jin.36° F fin. 340 (219 ) '
2= Zﬁ'n.ss"(r—rl +ﬁn.;2° Zﬁn.s&"m—-r} *
4° Sit denique m=4 et §=144°, hincque fin. 6=fin. 36°
et fin, 2 6 =— fin. 72°; vnde ob figna disparia cafus II. praebet

S — lthng.IBD(I——}-T)_I__ﬁn.?zD Ztang.18°[z—|-r).
T Y tang.18° (1—7) Sin. 36° 7 fang . 18%( 2 —71 )

Exemplum V, quo »=s.
| §. 34. Hic igitur eft e=hHh——15°% et quia”:'f::_g,
integralia duobus membris integris conflabunt, quibus accede-
re. poteft terminus medius, fine membrum dimidium, quando

fcilicet w eft numerus impar.

¥Faz 1%
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1°, Sit p== 1, ert § =F7=30 hine fin. § =3,
fin. 2§ — Y3 et fin. g 0 =~ I; quare ob figna difparia fecun- |

dus cafus nobis fuppeditat LS

— rang :s°(1 _.,l"_"._- tang. 15° (1—+=7)
— ]t ~+ ]/ lmng Hc{i__:)—{— o] tang. £5°(3-+1). \

. Sit p= 2, ideoque ¢ = 60", vnde fit fin. p =12,
fin, = @ ::ﬁ et fin.gé==o; vnde ob figna paria ex cafu
pumo colhgzmuq _ |
ljm 30 (147} o lﬁn 30° {2 - 1)
—= ¥ fin.30% |1 —T} Jin.a0® {9.—--?")

"qﬁaeﬂexpreﬁiaﬁerfe&c _aequalis prodiit el quam fupra inuenimus
pro cafi ¥y =3 et p— 1. o

3°. Sit w=s, 1deoque 9 ~g90, hinc fin.f =1, fin.2b=o
et fin. 3 § — — 1; vnde ob figna dlfpana cafus fecundus nobis
- pracbet
tang. 150 (T—=7) ¥ s° (3
3= ng Iso{l__ﬂ—}— ltang. 15°(8 +r) fiue
_ l tang.15% (1—=T3 .
tang.15° (1 —71) fong. 15°1.:\-1—'r) » |

quae expwﬂlo acqualis effe debet ei, quae in primo exenplo
“prodiit, quia viroque ca{u eft piv==1:2.

4% Sit =4 ideogue ¢ — 120", hinc fin. ¥ = ﬁ 5

fin, 2 == — %2, fin.3 b=o; vnde ob ﬁgm paria cafus prl-' '
mus prqebet : _
me el il R B l‘jm .:of’{"—&—-?i

Jin. so°[1-—~r) Jim. .ioc'(r.:._—r)
quae conuemre debat cum ;upermxe pm cafu quo piy=2:3.

.5 Slt P 5 1deoque@ 150, ergo fin. 0 =1, fim 290 =
X3, ﬁn. 34 =1; vode ob figna difparia fecundus cafus no-

bis dat

3 =




m (45) ==

— ] tang.15° (r+4-1) tang. 15° (2 —+) -
lrang *’°LI-*7”J V3 lr'"—"—_——'ang 1592 ”—*" th“im’. I3 (3._{ e

- Exemplum V1, quo v = eo.

§ 35. Quia igitur fradio & vt euanefcens fpeé'tatur,
ponamus p == 1, ficque angulus ¢ prae 7r enanefcet; vnde
cum loco finuum angulorum 6 et § » ipfos angulos ponere li-
ceat, erit nofter valor “—”}2’"‘" . Deinde quia etiam angu-
lus ¢ —Z in nihilum abit, loco omnium finuum, in expreffio-
ne pro 2 inuenta occurrentium, ipfos angulos fcribere licebit,
quo obferuato valor quantitatis = fequenti modc exprimetur:

Zx—f—r 219.-—{—1" - 323—-!—1" 4_]4—%-; — etce

—F — 3 ==7

§. 36. Singuli hi logarithmi commode in feries re-
folui poffunt. Cum enim forma generalis. omnium terminorum
fit il’."*"', tum vero per notam refolutionem fit

Zz—i—r.._ar__‘__zra ars __l__zrf___! etc.

F 3 3 :.-;5

erit totum membrum
= aar (I

313 5 rz“

~+ etc.)
quamobrem fingulis partibus hoc modo euolutis fict

E =1 DT D etel

L BT
N * @ 8
— I = — T — T — etc
4 5.9% C el 2. 44
T 4 ‘r"
xR I T T T et
3.9 5.9
L P 4 7~5 Ta
e e i —— — —_— —_— gt
3.16 5, 16% 7.16% g L6 *
b} 61'23

. § 39. Quod fi jam iftas feries fecundum columnas
verticales difponamus, quia prima columna dat
. : F g ——
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~ SPECIMEN SINGVLARE |
ANALYSEOS INFINITORVM

. INDETERMINATAEB- - - - e

.

Audore
L. EVLERO.

Conuent. exbib. d. 13 Mars. 246,

am ante complures annos nouum prorfus Calculi genus ad-

vmbrani, cui Analyfeos Infinitorum indeterminatae nomen in-
pofueram, quoniam ad Analyfin Infinitorum ordinariam eodem
modo refertur, quo Analyfis Diophantea ad Algebram com-
munem. Indoles fcilicet huins Calenli in eo confiftit, vt eius-
modi relatio inter binas variabiles inveftigetur, vnde vna plu-
resue formulae integrales nancifcantur valores fine algebraicos,
flue datas quadraturas inuoluentes. Veluti fi talis definiri de-~
( beat relatio inter binas variabiles x et Js vt ifta formula in-
tegralis: £1/(d x*+ 2 J%) s algebraicum valorem adipifcatur, vel
etiam datas quantitates tran.cendentes inuoluat. Hine enim
cuidens eft curuas algebraicas obtineri, quae fint vel re@ifi-
cabiles, vel quarum re&ificatio a datis quadraturis pendeat; at-
que hinc problema illud Hermannianum celeberrimum methodo
direéta folutum dedi, quo requirebantur curnae algebraicae non
reciificabiles, fed quarum reificatio darqg quadraturas inyol-
veret, in quibus tamen nihilominus vel voug, vel due, vel ad--
€0 quotquis voluerit arcus affignari poflent abfolute: redifica--

: biles,




smmsazmnn (46) e
) R, G 1ni..1—~1——{-etc.3,'2

_’pl‘OdlbIt haec expreflio: , .
E i bgrr(x—I4-F—&% -5 — et

o7

e s B . I e (e S el St JR S
SRR 5 = b Tt..

Iyt — L T 31 —
+ 7 .:T (I 45 + g3 ) 153 -] 253- etc:)
etc.

i.

Quonmm igitur harum ferierum omnium {ummae funt cogni-
tae, hinc per 1pprox1mqt1onem eo facilins valor litterae = de-
finiri poterit, qunia littera ¥ femper denotat fractionem vnitate

maiorent.

§. 38. Quod fi ergo in fubfidium vocemus ea quae
‘olim circa fummas harum peoteftatum erueram, atque lisdem de—
nommanombus vtamur, ponendo: :
A =1+ 545-4&-&+ etc
Brt—=145-+3 s+ 5 - 5 - ete

— X
'CWG_—_I—-}— + =R etc.
ete.

quoniam hinc facile fummae derivantur, quando terminoriim

figna alternantur, habebitur:
2 =i+iC —;)Avr'rrw-—l— —DBm

i T

T
=3 (x — %) Cnfr® - etc.
Vbi meminiffe conuenit effe \_

] —_—T —_— —— I —_— T ] — T
A._-.s, ,—907 meeme T3S 9 D"‘"""?"ﬁﬁ) E"‘”"’?ﬁ??iﬂ etc.

Horum autem valorum ratio iam faepius abunde eft expofita.

S

SPECI-
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