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' METHODVS FACILIS

INVENIENDI INTEGRALE HVIVS FORMVLAE
fa_x'- .‘x:n+@{_‘2.a:“-coﬁé'+x““? . '

: — ’
x " ——ogxtcol 41 .

CASV QVO POST INTEGRATIONEM PONITVR
VEL ¥y — 1 VEL x = co.. -

~ Aubore
LJEVLERO,‘

Conuent. exhib. d. 18 Mart. 1996:

§. 1.

Denotef S ‘integrale huins formulae generaliter famtum, ita
| vt quaeri debeat valor ipfius S, cafu quo flamitur x=x;
vbi primum obférno, formam propofitam multo concinniorem
reddi, fi fradtionis numerator et denominator per x* dinidan-
tur; tum enim habebimus \ '

g — Dx at-—2cofdf-x2

l .__"f ¥  a—zcoffA4aT"

Hic flatim patet, denominatorem s — 2 cof. § - x—" femper
in # faGores refolui pofle, qui finguli fint formae x'—zacofw+x~7,

vbi angulum @ ita capl oportet, vt, dum ifte euanefcic, {imul
etiam ipfe denomipator ad nihilum redigatur. '

A 2 | B S




memt (4) =2

T Pofito autem ifto fa&ore x*-— 2col.w-x" =0,
inde fit x — cof. w -y — 1t fin.w, vade in. gencre colligitur - -
» —=cof. Nw-+y—finhw et ) |
¥—r=cofiAw—V—1fin A e
Hinc ergo denominator ifftum accipiet valorem: 2 colL n0 —
» cofid, qui igitur euanefcet, fi pro #w fumatur aliquis ex his
valoribus |
0, boam, 04w, 067, f4-gmw, Etc.
guare cum numerus horum valorum debeat effe ==z, OmMnes

valores anguli w erunt {equentes:

8 O+sem f—4amw f46T ften (n—1}T
2, EER, S e T s T

Practerea vero cum fit ‘cof, nw = cof. ¢, "erit etiam fin.pw=fin.b

§. 3. Cum. igitur ‘denominator habeat » fatores hu-
jus formae: x*— 2 cof. & ——x—7, noftra fractic, quicungue fu-
erit eius numerator, in # fractiones fimplices refolui poterit,
quarum - denominatores erunt ili # factores denominatoris.
Sc;‘ibamus igitur - breuitatis gratia I leco numeratoris xP —
2 coft ¢ -+ ¥~ ?, atque haec fractio: ——o H, ' . 1C~

, x* — 2z col &7 "
foluetur in # fractiones fimplices, quarum fingulae hanc habe~
P

x* — 2 col.w +x
I P

bunt formam: -, quocirca fatuamus:

3
— .- R;
¥ —ocol.§ +—ax—" x—cocollw—+x"" =

vbi littera R omnes reliquas complectatur fractiones, vide fta-
tim habebimus o -
II (x* — 2 cof. = x5 _ PR
¥ -— 2 cof § ¥ " T

(*—z2cofiw +x %)

Quodfa




= (5) ===
Quodfi iam fackamus #*— 2 cof. & - ¥~ == 0, hinc collige~ -
| mus numeratorem P: erit enim |
T "'7"1.,' T M(xF —czeolwdxTH 0 T
' T oyt —ocoll 0 x " ?
fiquidem .in hac aequatibne ponatur ¥ — cof w—+ ]/-.—"I fin. e,

§. 4. At vero iam vidimus, fi ipfi-» hunc valorem .
ribuamus, illius fraGionis tam numeratorem quam denomina-
torem euanefcere, quamobrem fecundum regulam potifhmam
loco numeratoris et denominatoris fua fcribamus  differentialia,
‘ ' Ox'—x7) |
‘ nx*—mnx "
affignatus fcribatur, primo pro IT nancifcemur hunc valorem: - ' )

Il —=2cof.pw—2cof.J};

ex fracione autem oritur ifte valor: 2%, quaeergo expres-
.. nfin. n W
fio cum fit realis, numerator quaefitus egnit.
— = fin. w (cof. pw— egl. &)
- T fin. W *
Tim autem vidimus effe fin. # w == fin. #, vnde ifte numerator
erit P =— 2 fin. w (o ‘pm-—-cu_[.f).
nJin. § |

ac prodibit P — . Nunc igitur fi loco x valor

- § 5. Quaelibet igitur fradtio partialis ex fefolutione
fra@ionis propofitac oriunda erit huiusmodi: :
2 (cof. p w—cof. &) ~ fin.w .
n fin. ¢ Tyt — 2 coliw - xF
in qua forma fi angulo w fucceffiue tribuantur omnes valores
fupra aflignati, qui erant...
o B bpom Beam. ftsin—n)T

—_—— L * .

?

3

= ;L—’ n 7 a ' n
orientur omnes fraciones partiales, quae in vnam fummam
A3 ' col-




L, \ -yt — o cof £ P
—colle@tae ipfam formam-propofitam — d . _pro-
¥t — o coll Va7

ducere debebunt, vade etiam fingulae in 2 ductae et integra-
tae, tum vero in vmam fummam colle@ae, exhibebunt integrale
quaefitum 5.

{in. &
w2 col.ut+xa

§. 6. Confideremus igitur fradtionem:

9 x fin.
‘ x*—zcollw—+ I

fomtum vt enanefcat pofito ¥ = O, conftat efle = A tang.;__f__{%%u .
Hinc igitur ex hac fradiore partiali oritur ifta pars integra-
lig: 2legfpo—cdd) | A tang. - ES-4_ . vnde ergo facile dedu-

1 fin. § — x cof. 1
cuntur omnes # partes integralis. quaefiti, fi loco w ordine
omnes eius valores afignati fubftituantur atque in vnam fum-~

‘mam colligantuar.

L v
, cuins integraie, ita

quae du@a in 22 pracbet

§. 7. Quoniam autem hoc loco cum tantum integra=

lis valorem poftulamus, qui oritur pofito ¥ = ¥, hoc cafn
i - ——

fiet
o fitl & —— ; Jin.w’ :
A tang. ZEEE T A tang. 20—

At vero ifta formula %F}J—a exprimit cotangenfem anguli 3 @,
ideoque tangentem ~apguli T—2, ita vt hoc cafu pars integra-
z .

lis futura fit W (7 —w). Hic autem in tranfitu no-
taffe iuuabit, @i defideretur integrale pro cafil ¥ — oo, tum

‘ ang. — 2 : guia igi fmo eap.
proditarum effe A tang. —m; quia igitur eft s A0
gens anguli m—w, Cum 4nte habuiffemus ——*, hinc patet,

cafu x — oo etiam totum integrale duplo imaias fore quam
cafu ¥ — 1.

o . | " §. 8.
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& 8. Tribuamus igitur angulo & ficcefline omnes eius
vafores, eosque ordine hic fiftamus, eritque D
cof. 24 — cof. |
— 1 e

quarum formularum numerus debet effe —= 2. Haec autem ex-
preflio flatim in duas partes diftinguatur hoc modo indicandas:

S:nﬁ%.o _:ﬁf{fa ita vt fit

- — T 8§ | t{n—z)Ym—0Y N N
Q =tr—=fcof 2l tln=2lf=llcof 2 (8427} .
{((n——g)mw—1>2) o . .

R:__ﬂq;_g’__%_w(-n__g.;qr.....é+{n~:;1w—e+{n—i)W'«9=+ ete.

T

fta vt iam nobis incumbatur in valores litterarum Q. et R in-
quirere.

§ 9. Primo autem fratim patet, valorem ipfius R effe
t progreffionem arithmeticam decrefcentem differentia 2T, vnde
famma 7 terminorum erit = — 0, ita vt itR == 7 —0. At

|
\ vero inuentio progreflionis () maiorem requirit apparatum, quem

in finem fequentes inucftigationes generaliores praemittamus.

A

§. Ié.

_ ~ nfin. 9 ( n>
el ;2— (0 i &'Il)“—co-i.é-tinmg'ﬂ‘__ﬁ
‘ n fin. 6 ‘ "
- L S ‘
__{_COI- L2 (0+24m) CO{:%)_,{L%_‘»,WP-'“ ;;
o - nfin. @ "
—cof. & 7 ) — cof. i
+cef. _n(ﬁ—l—ﬁn) cof. § ({6 }m—8)
# fin. ¢ "
etc.




—— (g) ==

§ 10. Confideretur primo progreflio ifta cofinuum,

quorum anguli in pro greﬁion‘emrith-fﬁe—tfiea—fpmgmdianturiiﬂllﬁ:, .

rum numerus fit 7: .
t==cof. (a~+ 2]G)+cof.(a+4ﬁ)+-cb£(a+6@)+ PR
. .,+co£(a+nrz{3‘),
Yam multiplicemus vtrinque per 2 fin. 8, et cum 1t

2 fin. B cof. y = fin. (B+v) —fin. (y—PB) >
proueniet fequens forma: o
215ﬁ13.B:—~ﬁn.(a+ﬁ)+ﬁn.(a+3 B)—~+fin.{a+3 B enees
v onfin(a+{20+ 1))
—fin. (a3 @) —fin. (a+5 B)—eee-
vbi omnes termini intermedii manifefto fe deftruunt, jta vt foli
extremi remaneant, hincque ergo fiet

e fin [a—(an—1) 8] — i a+B ),
- e fin. B

§. 11. Deinde vero jidem cofinus combinentur cum

numeris naturalibus T, 25 35 49 o+ ¢ ¢ - 7o ac ftatuatur -

u—1 cof.(a—+2B)—+=2col (a-+43)+3 cof. (a6 )+ e
o ncof.(a+2nf3)

~ qua expreflione du@a in 2 fin. B, adhibira refolutione qua modo

fumus vfi, confequemur

o y{in. Q:—~ﬁ11.{a+g3)—+—1111.(a+3 g)-+z2fin.(a+5 B)—-+«

e +ﬁ11.(¢+(2n+1)f3)
—2fin. (a+38)—sfin.(a+5 B)—res
quae forma reducitur ad iftam:

nfin, (g (2n—1)B)-—2¥ fin. f=fin. (a+ 3~ ﬁn; (a+38)+

S (1 (a'+(27z-m1)ﬁj

quae vocetur == ¥




— () =

§. 12, Nunc ifta feries denuo ducatur in 2fin.@, et

cum in genere fit
2 fin. B fin, oy == cof. (y — ﬁ)-—-—-cof (qx—%—ﬁ),
nancifcemur.

2 fin, (3 cof.a—cof. (a~+23)—cof. (o&—!—.q. ﬁ)—-. . ..--cof (a-i-zfzﬁ)
~+ cof. (o+-23)+col.(a4+4L)+ . v o

vide ob terminos medios omnes fe deftruentes colligitui
p=Wa—cfletnfl. gyare cum fit '

2 fin. B )
g mfinle(2nt1)B)—v  hine obtinemus
e fin.[3
‘__njm(cc-—!-(g.n—l—-Ilﬁ) [coja--cw’(cf'*-”m]
2 fin. 3 4 fm. 32

§. 13. Combinemus nunc ambas fummauones modo
traditas in genere, ac ftatnamus '
Vz=(a+5b)cof. (m+2ﬁ)+(g+26)cof (a+4B)+(a+35)
cof. (a+6@)+.....(a+nb)cof. (a+2np),
atque enidens eft fore V—=ar-+bu, vade loco ‘#.et # valo=

ribus fub‘htutls erit

— afin. a2t )ﬁl—ajm (a+f) .-E'njin.(-ot—}-('-’-ﬁ—?-'l 181
V= 2 fin. 3 =+ e fim. {3
bcoja—i—bcq{(cﬁ—l—znf‘)
4fin. 32

§. 14. Tam fads pe1fp1cuum eft plogreﬂlonem, quam
fupra littera Q exhibuimus, in ifta forma generali pro 'V in-
venta contineri, quandoquidem vtrinque idem terminorum nu-
merus # occurrit, atque co€fficientes cofinuum feriei Q etiam
progreflionem arithmeticam conftituunt. Quamobrem pro coéfs
ficientibus primo faciamus '

' a__}__b._..__!l’ﬂ';—a et a__]__zb-——("—-—""ﬂ'-——a

'Vnde deducimus

Noua Aéta Acad. Imp, 8¢, T. IH. B ‘ =
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b= — 27 ot g (ke )m b

Nunc etiam angulos inter {e coaequemus faciamusque -

o2 B=L1" et oz—t—-q‘ﬁ:-‘--(@-—l—z?r),
vade colligimus f="TzF, hincque porro
r/,_.._-? (9——271)—— J’_(zvr—-e),

hocque . modo fiet V == Q. At anguh in expreflione ipfius V
occurrentes erunt: Pfll]fl()
at(2nt+1)B=—=L(n—0)

vbi cam p fit numerus integer, poftrema pars 2 wp, totam cir-
cumferentiam exprimens, omiffa eft, ex quo habebimus

ﬁn (az—{-—(zﬂ—l——x)ﬁ__——-—ﬁn..—(vr———ﬁ)
Deinde “occurrit angulus,

cx—’r—ﬁ_————f_ (m—*0), cuius finus eft

fin. (a—}—ﬁ)_——ﬁn._—(fn‘——-e) o

-Demque erit

. ~n(3:—£(27r~—"9) et
‘cof.(ca—]—-‘:znﬁ)——cof > (e —0).
His igitur valoribus fubftitntis PIOdlblt

(nalm—b)fin P (g —f)4 21T —0)fin, 2 (qr—0)

=Vz=—
Q | 2 fin. T2
2 wfin. 2 (o — 9
- . —
2 fin. '”'P
coff'—(zfr—é) teof. 2 (2w — 9)
” .gﬁn.?ﬁ, |

"

quae




e (1) =

quac expreffio manifefio reducitur ad hanc:
e 7 fin. .2 l’r-n-——_ﬁ)

A hekr

Qv ="l | :

ﬁn. wp

j
§. 15, Inuentis igitur valoribus litterarum Q et R, va-
lor 1ntegrahs quem quaerimus pro cafu x == 1 erit

vrﬁn.__(vr—me)_(qr-—-e)cof.z.

n fin. § fin, 72 - nfin?
Sin autem integrale quaeratur 2 termino & — O Vsque ad
¥—oo, eius valor duplo maior euadet.

§. 16. H1s iam in genere expedms, confideremus cafum
iam faepius tradtatum , quo eft == 90° et 0 == 90°, haec-
dx xbopx—?

, * o 2
X Xt T
7 fin. P“’

7 fin. M ?
fin. 2% — 2 fin. 27'cof. £7, abit in formulzm illam notiffimam

que formula integranda proponitur: f - atque

pro eius valore cafu ¥ =1 habebimus § == ——27, quae ob

™ ™
: P iR anten ‘ —_
BT = oy fec. 5+ Sin autem tantwn fumarmus £=90,

2 77 cof.
ox x? L x— P

vt formula integranda fit f - 5 €ius valor

x xt—oaocollf-+x—

‘ | - . Wﬁn.i(w-__e')
gb ¥ —o vsque ad x == 1 extenfus erit _ .
7 iin. ¢ {in. %f

quae expreﬁ?o reducitur ad hanc: _ .
(cof. &2 —fin. f’acot £T). |

nj'nﬂ

B2 | OB-
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OBSERVATION ES

—in integrationem-traditany

1. Primum hic obferuo terminum medium in nume-
ratore exhibitum nullo modo integrationem turbare, quoniam,
fi folus adeflet, integratio nulia laboraret difficultate; tum enim

<. fOx x T
formula f . reducitur ad hanc for-
¥ x"—z2collf4-x"" |
"t s
mam :- , quae poﬁto- x™ = y abit in hanc:
‘ x**—2x"cofl 0 41

i ) 3y o Jin. 9 13
"fy—nyc@r = cuius 1nteg1ale eft 5 A tang. ; -——“ﬂ cuius

' I ﬁn 0 T — .
valor, cafu ¥ =1, fit —____ A tang. . ( ) , qui

. # {in. & 1 —cof b T anfin.0’

dué’cus in — 2 cof 4 praebet illam ipfam partem hinc oriun-

dam in forma fupra inuenta, quamobrem fupelﬂuum foret hunc

terminum in calculo retinere, vnde hanc formam integralem

. dx xP 4 5P ,
fumus contemplaturi: f . o » cuius valo=
v ' x x*—zocollfd +a""

m fin. £ (mw—§) i
% 7, quem breuie
# fin. § {in. 121.21

rem cafu x — 1 inuenimus ——=

ﬁﬁn.i(w—@)
n fin. 0 fin. 27 :

Tum vero etiam inuenimus cafu x = oo valorem huius formue-
lae eﬁ”e — = P.

tatis gratia littera P defignemus, ita vt fit I —

IT. Secundo loco probe notari oportet, exponentem p
neceffario. minorem effe debere quam exponentem 7, quia alio-
quin fradio foret {puria, et variabilis » in numeratore tot vel =
plures dimenfiones effet habitura quam in denominatore. (Quo-
tics autem hoc euenit, integrali praeter partes, quas per 1refo-

utio=

-t




Iutionem in frafiones partiales fumus nact, quantitas guaedams .

“integra adiici debet, id guod in nofifa folutione non eft factum;
quamobrem tales cafus hinc prosfus exclndi conuenit. Ceterum
quolibet cafu has partes integras facile eric adiicere ad partes
quas nobis noftra methodus fuppeditabit.

III. Ex ipfa folutione, quam dedimus, perfpicuum eft
exponentem p neceffario integrum ftatui debere, quia alias ope-
rationes ibi exhibitae locum habere non poflfent; vnde eo ma-
gis miram videbitur, quod conclufiones inuentae {ubfiftere que~
ant, etiamfi ifte exponeas p fuerit numerus fraGus quicunque,
dummodo minor quam 7, propterea quod hos cafus femper
ad exponentes integros reducere licet. Ad hoc oftendendum
ponamus efle p— i, atque forma nofira, pofito x = 2%, redu~

_ 29 J-z—4
‘ 2" o cofll § 5"
cum omnes exponentes fint integri, ac’ pro terminis integratio=
nis, qui erant ¥ =o, ¥ =1 et ¥ —oo, etiam fiat z =0, =X
A fing L (m— )
Anfin. 0 in. 12
n
nfin. £ (w—¥§)
nfn.06n. 27

‘ ) n
quae expreffio cum fuperiore proxfus congruit. - Atgue hinc in=

telligicur, quominus etiam exponenti p valores irrationales tribuans~
tur, dumne {uperent exponentem #, femper hoc cuenire deberes

0 .
cetur ad hanc formam: A f . , Vbi
2z

et z=oo, pro =1 valor integralis erit ,

qui, reflituto loco -Z valore p, abit in hunc:

- IV. Hic iam quaeftio oritur maximi momenti, vtrum
etiam expounenti p dare liceat valores imaginarios nec ne?
Hoc autem affirmandum videtur, quandoquidem imaginaria certe
non fint maiora quam #; vnde concludimus, dummodo va'or
ipfius p ita capiatur imaginarius, vt ipfa formuls differentialis
' B 3 ' mae
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maneat realis, ‘tum etiam conclufiones no:[has veritati confen=

taneas- éffe manfuras. Hoc autéin euenit, fi fatuamus p=gy/—=;
tum enim, cum in genere fit ¢V % 4 e“‘p”"I =2 col.{, quia
noftro cafu eft G =—=¢/«x, ipfa formula integralis erit

/'a x 2 cofl gl x

—2 cofid +x—
Nunc igitur v1deamns quamnam formam noftrum integrale
cafu ¥ — 1 fit recepturum, et quoniam finus angulorum ima-
ginariorum funt etiam imaginarii, quandoquidem

PV PV — f—-—- fin. @,
loco ¢ feribamus Y/ — 1, eritque

fin, Yy — 1= =2 (e — eV,
vnde in forma integrali erit 2 — ¢Y=%, ideoque loco \} feri-
bamus L (mw—9) pro ua*‘xeratole, et L& pro denominatore,
ex quo valor integralis ab x —o ad x =1 extenfus erit

. L0 AL (r—0)

# fin. 0 : — a7 -+ 47
é n — & w

Hinc igitur formemus fequens Theorema notatu dignifimum:

Quodfi ifia formula integralis:

/‘Bx_ cof gl x
x. X" — 2 col. f —4—x—"

a terming x =0 wsque ad ¥ — 1 extendatur, eius wvolor ﬁemper

- —ZL(m—0) +L(r—90)
erit — —_ . ¢ . Sin aztem in-

2 fin. @ —ar . A7
e B - T

tegrale exiendatur ab x —o x.._.oo, valor pmdzbzz‘ duplo maior.
Hoc




Hoc theorema vtique eo maiorem attentionem meretur, quod

nulla viaz patet, eius veritatem dire®te demonflrandi.

V. Reonertamur autem ad formam integralem primo
expofitam, et quoniam numerator duabus conftat partibus x?
et x~?, vnde fumma integralium pro x == x inuenta eft —=P,
at pro cafu x == eo duplo maior — 2 P, hic maxime notatu
dignum occurrit, quod pro terminoe x —— co Vtraque pars nu-=
meratoris eundem producat valorem — P. Semper enim erit,
integrale ab ¥ == o0 ad x —= oo extendendo,

fox x¥  rox x—? —p
x x“——zcoileq—lx““ﬁ/‘x ¥ _scolbrx"
Ad hoc oftendendum ponamus pro pofteriore. formunla x—%,
eaque induet hanc formam:

. f o 27 P
3 =" — 2 cof. § 4+ z*

quae cum fit priori formae prorfus fimilis, folo figno — excepto,
eius valor a termino 2 —— o vsque ad z ——'oo, negatine fum-
tus, primae formulae erit zequalis. Cum autem fit z — 3}, ifi
termini integralis erunt ab x =—oco vsque ad ¥ == 0O, qui €rgo
fi inuertantur, etiam fignum integralis erit mutandum, ficque
ipfi priori formulae aequale euadst; gnare cum ambae formu-
lae coninnétae fummam habeant — 2 P, viriusque feorfim fum-
tae valor epit — P, wvnde deducitur fequens theorema notatu
pariter digmifimum:

va-

. : . [ox - xR
Ifius formuiae integralis: / . - -
L x  x"—2colfld +x

lor @ terminog x = o wvsgue ad X =—oo exignfits femper eft
7 fin. 2 (m—9)
# fin. ¢ fin. ?};E |

i

=P =

Euidens




e NI PR

Euidens autem eft hanc sequalitatem pro cafu & = I, neuti

guam locum habere pofle.

VI. Quoniam in noftra formula differentiali tantum
occurrit terminus 2 cofl f, cuius valor idem manet, “etiamfi
pro 6 fumeremus 0§ -- 2 /7w, maxime hic mirum videri debet,
quod tum valor integralis maxime diuerfus fit proditurus, fc1-

w fin. £ (7:—9+2z7r)

licet = , vnde merito quaeritur, qmsnam
n fin, § fin, 2T

horum valorum Vcrltatl fit conformis, ad quod certe nihil ali-
ud refponderi poteft, nifi quod omnes veritati aeque confen=
tanei fint cenfendi, id quod eo minus mirum videri debet,
guod omnes huiusmodi formulae integrales reuera funt funce
tiones malﬁformes, atque adeo 111ﬁn1t1formes , id quod ex
i poteft. Cum enim
cius 111ceg1ale exhibeat arcum cncali cuius tangens eft x, ta-
les antem arcus innumerabiles dentur, quorum eadem fit tan-
gens — x, necefle eft, vt omnes aeque iu hac forma integrali
contineantur, Quin etiam im noftro valore inuento P loco =
quoque feribere licet w4+ 2i 7, eiusque valor nihilominus
cum veritate confiftere poterit. Verum in huinsmodi integra-
tionibus perpetuo  valores minimi defiderari folent, hocque
modo omnis difficultas e medio eft fublata.

. !
VII. Deinde in Analyfi fopra adhibita fuppofuimus
omues faltores denominatoris inter {e eflfe inaequales , id quod
vtique femper euenit, nifi fit cof.f — -+ 1, quippe quibus ca-
fibus denominator quadratum -inuoluit: fit enim is
—x (¥ 1)
€X quo patet omnes {adores x®+ 1 bis occurrere debere. Hoc
incommodum etiam innpuitur per ipfam noftram formulam P,
B ' quae




P (1‘7)‘ e

quae cafa § — o valorem indicat infinitum. Verum pofito
¢ — 7. fingulare phaenomenon fe offert, dum formulae pro P

inuentae tam pumerator -quam denominator euaneicunt, atque
adeo fra@io determinatum bvancifcitur valorem. Ponamus enim
0 — 7 —uw, exiftente o infinite paruo, eritque fin:é —fin.w=w;

at ob m—0 —uw, in numeratore habebimus fin. ¥ = L2,

. . s . .
vade valor ipfius P refultat ___’_L, qui cum penitus fit
- 7 ulin. 22

determinatus, nullum plane dubium fupereffe . poteft, quin cum
veritate confpiret, vnde fequens enafcitur Theorema maxime

memorabile :

- Theorema.
Propofita formula diffeventiali
dx . xtyx—t  x ox(aP4-x"F
v X — I X (x™ 1) ?

fi eius integrale a terming X =— O wsque ad x — 1 exiendatur ,

. -. ™ .
eiys walor femper eril ___fp_ﬁ.r;- fin autem wsque ad leyminum
77 un. — :
n

x —=oc extendaiur, eius valor erit “duplo maior —_27P
: | : nnfin. 22
Demonftratio huius Theorematis direfta.
Formula ifta integralis refolnatur fequenti modo:
ok BTt Q. f2x R
x (x4 x™)* R x 1—%—~x"‘

Sumantur igitur differentialia fimulque ducantur in -, pofito-

que 0 Q' == Q0 x, orietur 'ifta acquatigy

P A L O 7 "’Qx” 4 R
(I + .x'n)g,' - I + xﬂ (I - xTL)Z I + xn 7

Noua Aéta Acad. Imp. Se. T 111, C quae
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quae per X —j- x’* multiplicata hoe modo 1epra£,fenfetur :

x““*“i’ b e =/ 2 O i py
: —Q xRy
. I ___+ ,.‘iu kz‘ *
vbi fam Q ita accipi deber, vt illa frafio ad mtegtum reuo-
cetur.  Facile antem patet, hoc fieri flatuendo
) == — xf g™

tum enim ila - fracio fet
xu——p __'%_“ yo T P

v

Sl L
. T+ x"
'1ta vt nunc habeamus a"f — Q' x 4+ R. Cum igitur. fit.
xr—P 4P '

Q_ - T, erit

7
Q x = _(a—px?—p xf”
7,
hincque collxgltllr-\"R' —'f’_(-“"*i’+x1’), quocircd formiula inte~
gralis PlOpOﬁt" rednﬁa eft ad hanc formam: - “
| xtP p 0 x —P 4 x? |
B (1~ “) x I—'r—x”. g

quod- integrale ita cﬁ {umcndum, vt euanefcat pofito ¥ — o.
Nunc igitur ftatuamus x==1, ac prior pars abfoluca emuef‘czt,

fmnnulae autem integralis valor, per ea ‘quae dudum funt inuenta,

P s - owp . . -
prodic —. e T oy Ui €180 cum ante inuentc
7 5 {in. f_’; a7 fin. %_ '

perfede congroit. 3

VIIL  Tribuatur nunc etiam in hac poftrema forma’
exponenti p valor imaginarius, ponendo p —yg V-1, et cumy
vt ante vidimus, hinc fiat x? g P =2 coflglx, formu-

ox x"colglx .
la integralis propoﬁtu erit :2/ ——. Pro clus
A I & = S L N

valore
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———— e

Valole autem iam ante vidimus fore’

JI f.} ﬂ LI

ﬁn.wg]/--—wl ...._. e

7 2 Y 1

guamebrem valor noftrae formulae, ab x==o ad » == 1 eX~

2o
tenfus, erit o q‘ ——, vode deducimus fequens ﬂm'o-.
nn{en ~¢ ) -
rema omni attentione dignum.
™
Theorema. |
: g . . A" o x (x5 D)
ST walor iflius formulae inicgvalis: f ( ),-
1N
_ (x + x™) .
o lerining X I O VSque X =T 1 extendaiur, is femper aequabimur
TR ™ g . .
buic formulae mg zg - Cuius autem Theorematis de-
nnen —en)

monftratio ex principiis iam cognitis vix elici pofle videtur.

IX. Praeterea etiam perfpicuum eft, methodum, qua
vi fumus ad noftram formulam mtegrandam, fubfiftere non
poffe, nifi terminus medius denominatoris binario fit minor, -
quam ob caufiam eum hac forma 2cof. ¢ expreflimus. Quam-
obrem hinc oritur quaeftio makimi momenti: vtrum noftrae.
conciufiones etiamnunc wvaleant, fi terminus ille medius bina-
rio maior acciperetur, five fi angulus ¢ foret imaginarius, nec
ne? Vernm etiam hoc cafu’ nullom dubium f{upereffe poteft,
quin fermula nofira finalis etiamnunc veritati confentanea fit:
futwra. Ante omnia antem hic eft obfernandum, illi termino
medio 2 cof. ¢ valorem negatinum tribui conuenire, quia ‘alio=
guin ipfe denominator in nihilum abiret, dum quantitas noflra
variabilis & a termino o vsque ad 1 augetur. Hanc ob rem-
flatuamus angulum § == 7 — v, et valor nofter . integralis erit

C 2 | /ax.




S et (20> memmamarmary

[0x | x? 4 x— P fab x =o  fin. 29

¥  xtto2cofim—x—"|ad x =1} mfin.y Gn. 7P
n

In hac igitur forma faciamus angulum v imaginarium, ponen-
do =@y — 1, eritque, per ea quae jam fupra obferuaui=
mus, 2 cof. Py — 1 = ¢?~-¢—®, ita vt jam nofler denomi=
pator fit 7 '
' _ — I _ _
wt @ Pt = = (0 ) (a7 ),
X

quem idcirco ftatim in duos factores reales formae x-+k re-
foluere licet; tum vero fiet ~ |

fin,d =fin. Oy'— 1= )

fimilique modo erit

ﬁn.%w:ﬁn.%(b}/—_'x —¢

vade formula noftra integralis emergit realis

Y- S L
_m{(e T——efﬁ)

Ty (P —t® P’
n (e £F%) fin. £ ,
Statuamus autem hic breuitatis gratia e? = f, vt fit ===},
atque noftra formula integralis fequentem induet formam:

? —P

fax o xP4-a? i:ab 'x:o:I__ w(fi —f =,
P B Lt L R TE R ey Ty
id quod tanquam Theorema omni attentione dignum fpeari

poteft; vbi per fe intelligitur, valorem eiusdem integralis, ve-
que ad x = oco extenfum, fore duplo malorem.

X. Quodfi fam in hac forma etiam exponenti p vale-
rem imaginaritm tribuamus, pariter nullo modo dubitari . pote~
xit,




sit, quin conclufio noftra vera fit manfura. Ponamus igitur
P = gy — 1, eritque Vvt ante abp-xP =2 cof. ¢/ x; tum

— O ——
: ™ e wn—e& B . : '
vero erit T — , pro integralis autem nu=

a 2y —1
N S— .
meratore erit fr —f #® =23 — 1fin, Z1f. His igitur valo=

ribus fubftitutis fequens nancifcimur

‘Theorema. |
Valor iftius formidae integralis: f ox CO{:‘ glx
. ) ' x Xt ([ FExT
a terming X ——=0 vsque ad X — I extenfus, femper acquabinr
2 7 {in. %_ If

w (f—f €% — ¢ w)

n?

formulae_

1. Deinde iam pridem obfernaui, omnia huiusmodi
integralia fatis commode per (eries infinitas exprimi poffe.
Cum enim ifta fraftio:

xi’ xn"“ yid

. — pu— - - .
" — 2 coft {4+ xT" x* % — 2 x"cof. b+ ¥
gefoluatur in hanc feriem:

Tt (x™+2 fin. 0 — #2777 fin. 2 § - 237+ fin, 3 0 etc.)

. . Jx &P .
integrale iftud: f . ., a termino X=0O
¥ x*t—2x"col.f -1

vsque ad ¥ =1 extenfum, aequabitur huic feriei infinitae:

L& find Jin.ed o fin3é Jin.a8 .
ff"~-0-"(ﬂ+ia+eu—!—p 3n-+p+4n+p+etc )

Hinc ergo, fi p negatiue Caperemus, tum formula noftra prins.

" 0 x x? - P
cipalis [ —- e
x

ab x ——o ad Xx—3I €X~

T ]
yt—2cofl b4 a" _
C 3 tenfy




teafs, femper aequabitur huic feriei infinitae geminatae :

Jimp T o Tim s etes "
I n»—l-‘pw{ at-tP ! on+b+471~+—P -
o ity fimef_y Jinsd Jinal  are,
fin. § l nep i—nn i }—Jn "Jr"‘m__?
lae bims homologis comun endis contraliitnr in hanc feriem:
qul g

Jim. & zfitl 2 3fin.5é 4 fin, ad t
Jmﬂ (1171—?1‘3 4NT— -p_'p +9nn——?fp+xenn -+-‘C C)

XH. Hinc igm manifefto pro cafu, quo ponitur p ==
gy — 1, ifta ferics infinita exoritur:

g (Gl 2t sl 4 afimad 4 erc.)

nHn-—gqq ann—+q4g snn—+q4g msnn—~gqg
quae ergo exprimit valorem huius formulae integralis :

/‘Bx : ~colglx

, — 2° cof 9~1—— x—"’
fcilicet ab x —0 '1d ¥ 1 extenfae, ita vt iftius feriei fum—
ma finito modo exprefla fit etiam

. _ -e_g_(w—ﬁ);._e—f—%.(w—uﬂ))‘
n fin, ¢ ( — 47 +4T )

g n—¢

‘Quin etiam facile intelligitur hic quoque angulum ¢ imagina-

rium accipi pofle. o Vidimus enim poﬂto 6 —Qy — 1 fore
=@ 0
fin. § — Al

- h;ncquc rm genere |

2y — 1

2P e+>‘®
2 ]/'-"--‘ I ’

f . h e }L — “_k ' .

--~_—m = ! f s, vide fe-

ries illa fatis concinnam formam accipiet.

fin. A 6 =

Quare fi ftatuamus e® —=f, er it

XIL
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XIL Demque operationes;, guibus in mtegiatmne no-
firac formulae fumus Vvfi, confiftere nequeunt, nili exponens #
fuerit . numerus integer. Interim tamen valor integralis, quem

A3

inuenimus pro calu vel ¥ —1 vel x == co, veritati conformis
deprehenditur, non folum qumdo pro. # numerus . fractus qui—-
cutique fed etiam adeo imaginarius accipitur, Guowm prius
facile oftenditur. Sit enim » :’;l, ac ponatur x —= 3%, atque
ob &2 9& )‘; 293 orietur h:teg forma integralis exponentibus inte-

. a ¥, }J)\P ~- Ji""'?‘ P . K )
gris contenta: A . . -, cuins ergo va-
) ‘ ‘ - e { 9 A T
. ‘} 2 COl. i L} i .
lor cafu x == debet efle fecundum formulam inuentam
Y ﬁn.-_-(fn-—ﬂ)

7 fin. ¢ fin. ’l?i_if
qui, fi iam loco # valor ?\53 lei’utuatux, manifefto abit in ipfam
_ or fin B (m—6) )
noi’cram f'ormulam fupra inuentam: — . Hinc au-

fin. § fin. 2%
tem nulli fm‘phus dubio 1elmqu1tu1, quin VCIH.‘:IS lhaec {obfi-
frat, etiamfi -# fuerit numerus imaginarius. Ponamus igitur
n—my)y —1;et formulal integralis reducetur ad hanc. formam:

ox x? 4 x— P . o :
/ . + , cuins ergo valor cafu x —= 1
zcolimlx—z2cold S
- B — — P — N
. ] P iy (m 9) oy (w —8) .
certe erit . : s Vbi mirum
' my — I TP T p ,

_ fin. 6 (eﬁf"' —_— )
videbitur- iftum valorem femper effe imaginarium, licet ipfa
formula differentialis, dum variabilis x, a termino o vsque ad
terminum ¥ =1, maneat realis, id quod merito maxime videtur
paradoxum. Interim tamen non defunt cafus, quibus valor
111teg1‘1hs formulae differentialis realis - manifefto evadit imagi-
narius, id quod in ifta formula fimplicior fm oftendifle

v

: _ fuffi~
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(ufficiet, quae Vvtigue, dum x &0 ad I dugetur, conftanter manet
— realis.—Ad hanc ergo_formulam inte grandam ftatuamus /X =-—2%,
vbi potetur, dum x a © ¥sque ad 1 progreditur, tum gquanttatell
% ab oo vsque ad o decrefcere. "Nunc igitur formula poftra

integralis erit [ E-;T—_itf; , cum vero conftet efie f ﬁln% — { tang.3 {;
fumamus = 90" — m B, eritque o P — ~—m o, hincque
f=miz — ] tang. (45" — 3 )y

cof. Mm% :
quod integrale manifefto euapefcit pro termino % =— 0, dum
autern ab hoc termino gquantitas z in infinitum vsque aungetur,
infinities tangens huius anguii fiet negatiua, eiusque logarith-
mus propterea imaginarius, vnde non amplius mirabimur, quod
formulae differentialis realis integrale euadere poffit certis ca-
fibus imaginarium. ‘ e

XL Hoc igitur modo euiGum eft formulae noftrae
differentialis propofitae f 9% - x4 x? —,
X %" — 2 cof. f~—-x""
le affignatum a termino x— o vsque ad x — 1 femper cum
yeritate confiftere, quicunque valores ternis litteris #, p et 0,
tribuantur, fiue integri, fiue fraci, fiue etiam imaginarii. Inte~
rim tamen dantur cafus iam initio indicati, quibus ifti valores
integrales a veritate aberrabunt, quippe quod femper viu ve-
nire debet, quoties exponens p maior eft expouente #, quam
ob cauffam fedulo excludere debemus omnes cafus, quibus for-
“mula p—n euadit realis et pofitiua. His autem exceptis vi-
yiae formulae, ad quas hic fumus perdudt, ira funt compara-
tae, vt maxima attentione dignae videantur, fimulque non con=
temnenda incrementa Scientiae analyticae promittant.

integra-

—

S —— —
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