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COMMENTATIO
DE

CVRVIS TRACTORIIS.

Andtore
L. EVLERO.

Connent. exhib. d. 19. Iun. 19495,

§ 1.

Quae olim a Geometris de curuis tracoriis fant inueftigata,

quanquam 2ad doctrinam motus pertinere videntur, tamen
nullo modo ad Mechanicam referri poffunt: einsmodi enim
hypothefi innituntur, quae veris principiis motus manifefto re«

* fragatur. Nihilo vero minus, admiffa ifta hypothefi, fi res
tantum geometrice confideretur, quae fuper hoc argumento
- funt inuventa omni attentione digna funt putanda, atque adeo
~ ab experientia vix aberrare folent. Quamobrem haund inutile
fore arbitror, totum hoc negotinm accuratius perfcrutari et

fecundum vera motus principia diiudicare.

§. 2. Confiderari autem folet via, quam corpufculam
fuper plano horizontali defcribit, dum ope fili fecundum
lineam fiue re&am fine curnam protrahitur ; atque haec
quacfio ita ad Geometriam reuocari folet, vt curua de-
feripta perpetuo a diredione fili tangatur, atque adeo omnes

" tangentes iftius curttae defcriptae vsque ad lineam, iuxta quam
A 2 filum




Fig. 1

Tab. T.

g (4) =

filum protrahitor, produdae, vbique einsdem fint longitudinis.
Vt autem talis motus eueniat, au@ores probe monuerunt, pla-
num, fuper quo ifte motus producitur, neutiquam politum, fed:
fatis efle debere afperum; tum vero etiam necefle efle, vt
filum lente promoueatur,  quandoquidem , nifi hae condi-
tiopes obfernentur, curua defcripta plurimum-a calculo effet
difcrepatura.

§. 8. Ita fi corpufculo C alligatum fit filum CA—e,
cuius terminus A juxta lineam re@tam A B protrabitur, cor-
pufculum in linea quadam curua C Y promouebitur, cnius
tangentes Y T e fingulis punc&tis ad reGtam A B productae
vbique longitudini fili a aequentur; vnde fi pro puncio Y
vocetur abfciffa A X — x et applicata X Y —y, elementum
vero curuae Yy -—os, erit —ody:ds—=y:a, idcoque
JOs—=-—aody et BJ:——-.‘E"”F&, vnde integrando ftatim col-
ligitor arcus curmae Cy—s——aly—+ C. Quare fi initio
filum C A ad retam A B fuerit normale, tum erat y —~a et
§=—o, ex quo colligitur s==a /2. Vt autem aequatio inter
coordinatas eruatur, loco 95 fcribatur eius valor ¥/ (0x°*+05%),
et fumtis quadratis erit ¥y 0 x* <y 04* — aa 0y°, vade de-
ducitur 9 x — — 22 *"“";_3’ 20, pro cuius integratione facia-
mus 'y (@@ —y2) == v.,.etitque. 3y —.4.4 — v v, hinc

iiz._. . 'vafu

y Zu—ow? O8O
—_— VVIV e aaafu
. ax_aa-—w'v___ a‘v—l— rp—t
confequenter

y=C—wv-+ial 22 =C—y/ (aa—yp)+ial =Y =20n,
Ta—yy
et qum cafu x —=o ﬁerl debet y — a, fiet l

P -+ v —_ Y
= ,aZ:__Vlz:_iiy”)—]/(aa—-—jj), fiue

.x':al“”"”“;“'"”’—'-}/(aa—-—J’J’)




pmmmes (5)

Vnde patet, corpufculum non ante ad rectam AB i)'cruenire
.quam percurfo fpatio infinito.

~ §. 4. Confideremus nunc quoque cafum, quo filum
o juxta lineam curuam quamcunque A T protrahitur. Ita i Y
. fit pundum in Traéoria, elusque tangens vsque ad curuam da-
© tam in T ducatur, re® YT perpetuo aequetur longitudini fili
... . —a. Referatur curua data ad axem A B, ad quem ex T
 demittatur perpendiculum- T U, fitque AU=1z et UT =z,
i .atque ob curuam datam d‘lbltur aequatio inter ¢ et #. ~Nunc
f vero ex pun&o Tradorize Y ad cundem axein ducatur normis

lis YX, fitgue AX ==« et XY —y et arcus Traforiae — i
—Hinc cum YT cuwruam tangat, ducta ex T axi normali T S,
0b YT —a, erit ds:0x—=a: TS et ds:—0dy—a: YS,

LR

‘vnde fit TS:(u—:x)—“'E’S’c et SY==p—r—=-—222.
‘Ponamus nunc oy —*p Ox, erit ds=oxy (1 +pp), ‘hine-
que fiet 4 —x— m et t — —*1711——#—1)'1:—@ Ex his igie

tur formulis, fi_curua tracioria effet cognita, facile determinare=
tur corua AT, iuxta quam filim produci debet.

§. 5. Vtautem ex data aequatione inter ¢ et # inueftigemus
‘aequationem inter x et y, calculus ita inftitnatur. EX binis for-

malis inventis : » — x 4 m ot ¢ =y~ yrofemy habe-
.Th_l;mus differentiando

o ban po - 01
T"'..:.“w'l} ay:—_ax_____a_._‘?__p_g et II- at:pax_!_ arp _gl7
i (x—+ppy (x+pp)
" . dnde 11— 14 P pracbet dr—pou—_*°?__ ex qua, conceffa

Vit ppl?
Atquationum  differentialium refolutione, quantitas variabilis p

.-de‘"unetur per coordinatas datas 7 et #; ita vt ¢ {pe@ari pofiit
‘fanquam  certa fundtio ipfius #, quia ¢ per w dari affumitur.
Porro

Tab. L
Fig, 2,
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(6) ===
L4 1Lp dat du-+pds=0x(1+pp),

Porro haec combinatio:

_au~;—aar plAu+Ppor)
vnde colligimus 0 x == ——5? hincque porro 0= =550

r eandem variabﬂcm u determinabunntur.

PR

ficque etiam x et 5 pe

§. 6. Hic quxﬂcm '1ﬁ'umere fumus coa&i, refolutio~
nem aequationis differéntialis VlI-i—P P}-—l-pau — 9t effe in po-
teftate, quod timen paicifiimis tantum cafibus cxfequi licet.
Viciffim igitur, fi. curunam tra@priam tanquam iam cogmtam

Tpetemys., quandoquldcm eius deferiptio mechanica datur, ip~
fam " hant aequationem differentialem refoluere licebit. Atque .
adeo iam olim ho¢ modo confirutionem aequationis chmtm»

sae exhibul

ob irrationalitate liberes

8§ 7. Vt hanc aequationem
‘mus, facigmus p — 2Z=*, vt fiat ﬁ?aj‘ﬁ — 2%, et noftra 2=
qu'mo dleeLentmhs erit &2% -—1—4_”_2'*_?;_’.& ~—dt, fiue

aaz—}— (zzw—-x)au_,..ar,
quam ergo . femper per motum  tractorinm conftruere licet
quahscunque fanctip quantitas 7 fuerit ipfius # Inuento va

lore literae- 2 erit ,
_x:f.;zzau—l—nz(zz-—-ﬂat et

(122}
__.f'{szau-{-—(zz-—x}aﬂ [zz-——x}
L= mw)*

Euidens autem eft, in hac aeguatione formulam illam Riced
tignam latifimo fenfu acceptam contineri. Si enim ftatnamus-
3

t
& — ¢e, erit 0z == er= YU+ 3 p2L, et aequatio mnoftra hanc:

induet formam.
ef
aza B‘v-!—geaquaa_.?%z.r, fine

edv-i eﬂwwaw:::.e nazs,
¥nde



(7)

ST L -t . . . .
" ynde cum es femper fit certa fun&io ipfius ¥, quae ponatur
" — U, conftrui poterit haec aequatio differentialis

aav—%évaazﬁ_—_Ea.”

§. 8. Hanc igitur ob cauffam fi curua, iuxta quam
- ifilam protrahitur, pro lubitu accipiatur, determinatio Tracoriae Fig. 4
splerumque vires Analyfeos fuperat. At fi filum iuxta periphe-

‘yiam circuli protrahatur, cuius centrum it in C, et radius

‘A C —v¢, fingulari fortuna euenit, vt Tra®oria definiri pofiit.
“Inceperit enim ifte motus, dum corpufculum erat in B et fi-

“lum BA —ga ad circulum erat normale; nunc autem cor=
~pufculum peruencrit in Z, vbi re@a tangens Z'T circulo in T
_occurrat, ita vt fit ZT =a. Iam du@a reta C Z vocetur
cangujus ACZ—w et CZ===z, ita vt pro TraQoria inuenis

‘enda fit aequatio inter redtam % et angulum w, gquae quidem
“inueftigatio, nifi artificium, adhibeatur, in calculos non parum
.moleftos induceret.

, § o, Ad has difficultates ewitandas in calcvlum in-
“troducamus angulum CZ 7T = {; fic enim confideratio trian=
guli CZ'T, cuius latera funt CZ =z, ZT ==z et CT=—p,
Atatim praebet ¢¢maa+2zx— 2azcol. O, vnde deducitur
2=acol Oy (¢e—aafin.@*), vbi fignum ambiguum
ad fitum pund&i z refpicit, prouti id fuerit vel extra circu=
Jum’ vel intra circulum. Quia autem in figura punctum z - i
‘extra ‘circulum fitutn' repraefentatur, valebit fignum fuperius, , h |
i

- ¥itque z=acol O+ (¢ce—aa fin. $*).  Praeterea
hine  fimul mnotefcunt anguli ZCT et ZT C; erit enim
.ZCT =t ¢ fine Z'T C == 22 Nunc quia reda
ZT eft tangens Tractoriac in Z, ducatur reda proxima Cz—
B0z, ¢t ex Z defcripto arculo zs, in triangulo Z % s. erit

o Zs




Zs—=—02%, et ob angulum Zez—0uw erit 2s=20w
vnde flatim colligitur tang. s Zz, hoc eft tang. O =E22e .,
hincque porro & —-— 3"’<p, 'fme do = — 22 tang. P, ficque™

angulus @ per z et o deﬁmtur '. Iam. vero xclatxonem inter
z et @ inuenimus. Praeterea véro cum 1pfurn Tra&omac clc-
mentum Zz, quod vocemus =aJs, fit oy =—
tudo Traé’cormg concluditur: B Z — s —=— [« g cp ’

’

§ o Cum igitiir 1nuener1mus

2’__acof Cb—i—]/(cc———aaﬁn.qy), exit

. —— — . A aadfin Geo. P

R i a 2 Qfin. O- e
aatbfmcprp(cc-—aajm ¢y - a co. )

: "p’{ce-——qajm Py .
qufw m'mlfe{’co reducitur ad hanc formam 22208 ® ey
Yicc ‘—aa_jzn $®)

yt fit 2% —= — _2i®/m ¢ . Quamobrem angulus w ita deter-

¥icc—aafin.@d &
mmabitm, vt fit dw—= 2¢ 0 fin. Otang. ¢ . tum vero erit etiam
¥icc—aafin. (D‘

a2 iang. e ao®fin. @
a'f'__v’(cc-—aaijP) 'l/(cc aajin.¢2)+aa$tang q)-.;

ynde integrando prodit
s=—alcol.P+aaf— 2 ¢ fin. O

¢ — g ajin: Q)

§. 11, Totum- ‘ergo - ncgotmm reducitur ad has fore

3QTin. @ f 2 ¢ Jin. O tang. O . QllOd

mulas 111tegrales, fﬂ”__,a ajm B . Ve s —aafin O

ad priorem - attinet, quia — 0P fin. O eft differentiale lpﬁus'
cof. P, ponamus cof. ® —= vy et haec fmmula tlansfmmabltur s

in hanc: ,. .

[ 2 Oyin. —_— '_f ‘ 3o : .

‘ Vice—eaajind) _.'Vlcc—-aa(;.-q;fu)]" )
cuius integrale eft - ' ,

o L] g —Vibb4-eamwa) ..___1 au4-Vicc—at-baanel
“‘(‘* — & 5 - '>""' Z Y CCmm 0 &) ?

wde




m—— () sowe—

vnde reftituto valore cof. @ loco @ reperietur tandem
s=C—alcol.P—allacol.P+ v/ (cc—aa fin.¢*)].
" Vbi ad conftantem definiendam notetur, initio fuifle tam s=o
quam $ == o: erit igitur C=—=a/(@a—¢), hinc fit '-

] ¢ —~c
cof- Placoh P+ ¥(cc—aafm P?)) ?

~vnde patet, rectificationem huius Tra&oriae per folos logarithe'
~ mos expediri.

S=a

§. 12. Praecippum autem negotium verfatur in inte= -

w —_ 2 fin, O tang. P
, gratlone formulae w—=—af Ve s —aa s duae commodiffime

tra&abnur fi fatnamus ¥/ (¢ ¢ — a ¢ fin. ¢ Y= xfin. $, vt flat

e afaq’fm $. Verum inde habebitur
xcof. P

cc—aafin. O —xx fn.—CD’ hincque

R cc ._aa—-—cc—l-ac.r

" Sumntis loganthlms erit
2] cofl. CD—"l(aa———cc——l-xx)——-l(aa—i—xx),

. vade differentiando fiet

3Q fin.d . — D &P
. P ~  sa—ccH+axx da+aaz’

-quo valore fubftituto prodit

w“afaa—f-xx “afaa-——cc—i-acx ?

¥bi pars prior manifefto fit
= . == Atang..2 — A tang.

Yice—aalfin. CD’I

‘ a fin. P

. Pf“o parte autem poﬁeuorc tres cafus confiderari conuenit,
*"Ploutl fuerit vel a> ¢, vel a<¢, vel a==¢, quos fingulos

- .Igltur percurramus,

+wrlVoua AGa Ama’. Imp. Se. T I1.




o ([0) mmm—s

Cafus L |
S G e e |
§. 13. Sit igitur primo @ > ¢, ponaturque ga~—c¢
== &b, eritque ' B
faa-—acaf—}—xx —fb ba:-ix — —;—fs bb—ga—a.:cx ?
cuius integrale eft ,
ZAtang. 2=~ A tang ce—eci O,

bjm. P
quomrca pro hoc cafu habeblmus
— Vice—aafin 2y Yiee—aa fin, ¢2)+C
N_A tang . O V(aa Atang Jin.@vViee—cc)
Pro conf’cante C autem determmanda notetur, imitio fieri tam-

: ’ —V(@ad—ecc) |
w'*=o quam ® = o, vnde concludltur C=t (5=
quo valore inducto erit '

— T fa—V¥(aa—cc) ¥(ce—as Jind) . Yicc—aa fin. P2}
@ = (}/(aawccl) +Atang a fin. (aa-—-cc) gfm CP‘I/(aa-—cc)D
qui valor etiam ita-referri poteft: _ i

—_— Jin.Q v(aa —ce) ___ a fin.d "’
0@ — V{tm ec) A tang. Yice —aafin.@*) A tang 'l’(c-'-‘ aa fim.Q%)

c
Hoc igitur “cafu fin, ® non vltra términum 2 augeri poteft;

quando autem fit fin. = I, tum .fit angulus ‘
w'—"—(vlau—-«cc) _I) 90
et diftantia 2=y (@aa—cc).

_ §. 14. Hoc igitur cafu angulus » per folos arcus cire
culares, ideoque etiam per angulos definitur;* vnde fi modo
hi anguli rationem teneant rationalem inter fe, id ‘quod eue-

. - a . - . -
nit quoties o——=—- fuerit numerus rationalis, angulum w geo-
metrice definire licebit, ficque ipfa curua tradoria euadet al-.
gebraica, fiue eius natura per aequationem algebraicam expri-

mi poterit. Haec igitur czrcumf’cantla vtique meretur, vt €xX-
emplo illuftreturs: - j

Egzem- -




— (11-‘) . —

Exemplom. |
Evoluamus igitur cafum quo -t =2,

‘”"3- fic enim fiet Y (aa—¢c)=}a, hincque porro
t Jin. @ — s fin. P
2 A ang. 1/(3—-4jm P=) A.t’lllg (3-——-4jm o) "
€um igitur in genere fit 2 A tang. ¢ = A tang. .27, noflro aus
tem cafu fit r—__fn@ s €rit
V(3 — 4 fin. @ :
A m_.f_ﬂ__@ . 2 fin. P ¥ (3 — 4 [in. P?)
2 A tang e R = A tang.

3— 5 Jim. * 2
1deoque erit . .. - ‘

o —— 2 fin.P V(3 —afin.d2) _efin.®
o w = A tang. it Atang T
Cum potro fit A'tang.p— A tang.¢ = 2—2 . quia noftro ca=
fu eft

'+I’q

—_— fin. PV —-4fin.¢;) : —_— e fin, @ ! get
P - 35— s fm. Q= q}et 7= V18— 4 jim.q2)? erit
— s fin. Q% \ — 3 e fin G
.p q — (3 =5 fin. B2 ) V(3 — 4 jin. B7) et I+pg’_3__5ﬂ'n_cpn?
.onfequenter obtinebimus o
' — o Jin. §s3 :
w—A tang T v ideoque
tang. w'== 2 Ji. &

(38 — fin. P2) V(3 — 3 Jin. %)
‘Hoc igitur modo ex affumto angulo @ colligitur angulus w.

cu'i § 16. Porro igitur ¢um pro hoc exemplo fit
8=acol. Q-+iay (3 —4fin P,

- ex punto Z ad refam C B ducatir normalis ZX, et pro
;'1:1&0113. vocenter coordinatae CX —=x et X Z — y, fiet
==zcolw et y—zfin.w, ficque tam x quam y per euns
:.dem angulum '@ determmqbltur. Ex tangente autem anguli w
éﬁcludltur o

fin, o o= P op e (B i $2) Vi3 — g fin O2)
3 cof. P2 ¥3 COf W= ] Jeof BT Vs

-I £ B2 QﬂOd

H

[
\-
i:
;
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Quodfi autem hinc ipfum angulum ¢ eliminare vellemus, ae.

quatio inter "x et y fine dubio ad plures dimenfiones aflurge- |

ret. Interim tamen confirudio geometrica huius curuae non -
nimis eft prolixa.

§. 19. Ad has formnlas fimpliciores reddendas ftatua.
tur (3 —4 fin. ) =2ufin., vt fiat z=a cof(I)+auﬁn o,

et tang. w — ;_Gf_.fj_ﬁ’m; tum autem erit fin. @ =__S_—,.
vnde fit tang.w — e Deinde vero ob cof.*= :—[I'%%.
fiet 3 == V“;‘}‘,&“_:‘_‘:‘u’;’ Vi " Ponatur porro 17"_{37&—} — cof. 0, erit
fin,§ —y/2iFre . ynde fit & —iFtf_=icot. ;0, deinde
I 4n f. 82 B 2o 93 4 cof.42 .u’zn 2 — 1
, — _ tol. 0" _ o — .
y-,ﬁLO Ob o ? T 5 —4cnf.2 ent tang UJ 5 -—chf 9% T I B i ge "
1
Cafus 1.
a<c.
§. 18. Sit iam a<¢, ponaturque ¢¢ =—aa-bb,
eritque o '
—_ A Viee—aafit.d®y
- 0 = A tang, HEE Ao af“c_bb
vero
- 23x — b ax —_ &b
facx—-—-bb f T xmeDb BT 2D Z:c-—i—b.
Cum igitur fit x— ’_/J“T};‘_g”‘ 0 o b Y (cc——aa), hinc
colligitur
. Yice—aafind?) . c Vicc—aafit. Oy~ fin. PV (ce —aa)
W C+Atang' & fir. @ 2y (ce—oa) l Yiec—aafin. Q- fm. P v{ce—aa)?

vbi quia initio fieri debet tam @ —— o quam & == o, erit con-
ftans C__-—-——, vnde fit

a Yice—aa fin. Q)+ fin.§Viec—aa) A tan a fin.®
2y(cc—aa) Y(cc—aa finQ?) —jin.$ v(cc—aa) g‘ vicc—auy fin.P?} *

Manet autem vt ante 2 = @ col. § -V (¢cc—aa fin.*), vnde
patet, has curnas femper effe tranfcendentes. Ceterum quia
' hic

W=




a— (15)

- i - ) » S
“hic ¢S a, enidens eft, angulum @ a o vsque ad ¢o° increfce-

“re pofle, -cum primo cafu, vbi erat ¢ < a, angulus ® eo vs-
que tantum crefcere poterat, quoad fiat ﬁn.(])::%.

 Cafiss TIL

¢ =< a.

Pofito autem ¢—ga flatim fit 2= 24 col. O

fedx :
j";“c , ideoque

o=Anng 2+24C=A tang.%f.‘_% —+ tang. O +C.
Hoc ergo modo determinata conftante prodit & —tang. $—;
-vnde intelligitur, fi angulus @ increfcat vsque ad 9¢°, tum
fore angulum o — oo, {cilicet hoc cafu filum per infinitas re-
Volutiones in circulo protrahi poterit. Tum autem denique fiet
£—0; vnde patet, confedis infinitis reuolutionibus core
pufeulum tandem in ipfum centrum .circuli peruenire, ibique
in, quiete effe permanfurum.
af ’ ' ”

. §. 20. Ceterum pro fecundo cafu fingulare phaenos
menon fefe exferit. Statim enim primae aequationi ga-+2zz
—2z2azcof P=c¢ ¢ fatisfierd manifeftum eft, fi fuerit P=90°
et =3/ (¢¢—aa); tum autem angulus w plane non determi-
patur; quia fit dw==g, et hoc cafu ipfa curna tracoria erit

tculus etiam centro C radio ¢c—a@a defcriptus: huius enim

igentes, ad circulum A CB produ®ae, aequabuntur longitu<
dini fili @; atque ad hunc cafum omnes reliqui motus pofk
‘Infinitas reuolutiones reducentur, ita vt hae Tra&oriae tandem
I circulum abeait. Neque tamen ex hac folutione ipfam
_,f‘-m.};la_m harum Tractoriarum fatis commode cognofcere licet,
¥ade’ alam folutionem fubiungamus ad hunc fcopum magis

B g Alia




Alia methodus =~ - =
Tra&ouas ex arcnio nat‘as determ1nand1.

o
L
’

§. =2r. M.meant denomm tlones ante adhibitae, {cili-
cet longitudo fili BA=ZT'*=g, rddius circuli CA=CT=q¢, .
diftantin CZ — 2, 1ngulu5 ACZ_ w et angulus CZT=0Q,"
vode fit vt ante 0w —— 22 tang. . Nunc  autem infuper
vocemus “angulum Z. CT —9 ad qiém’ omnia elementa cur-
vae renocémus. Tandem -etmm fit angulus A CTzw+0=s}
quandoquidem hoc modo -ftatim innotefcet punétum T, quous-
que ﬁlum jiam ci’c protraé’cum.

A

]

§ 22, His pofitis ch ad redam’ 'cz agqtur normaha
TP, et'ex trlangulo CTP’ ‘erit TP:cﬁn,G ét CP=¢ colb?
it ex triangulo Z T P. erit T P—afin.Qet ZP—u cofCD,
vnde ftatim colligitur 2 —acof.—+ocofd; tum vero
¢ fin. 0 =@ fiii. ¢, - vnde fin. =< fin. #y cof. = Yiga—refin gl

a

©oefin. g
et tang. P —. ETe—rTy e*) Dlﬁ“erentlcmus nunc binas lllas

gequationes., ‘et prodibit P

L ———Bz_._aa(l‘ﬁn.tb—l—caéﬁn.é et . r
II o_aacpcq;,-gbr——a aﬂcofﬁ _

vnde . combmatlo' 1 cofqb —=uIL fin. praebet — o0z cof. (D'
= ¢.0 ffind 0 col. P—-¢c o0 colbine@—=rc 0 fin. 0+ ). At
vero ex triangulo CA'T habetur CT : fin. § — % : fin. (0+Q),
ideoque fin. (6§ 4~ @) =22 hoc ergo valore adhibito fiet:

'___ of. _..czaﬂ_."mﬂ _'__Sz—.caemﬂ _ 1
azc q) — ? Hliff),qllc % T e @ C .

i ol fed 2 \.‘ i #i} O

¢

..... ' ap ot
§ 23. Bx 11oc ngtur valore nancifcimur 9= 24000,

acof. e ¥
érat autem ﬁn.CD:_:iﬁn.ﬂ et cof. ¢ — “_“_-_C_CJEU_, vide ras

aag

tiona=
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tionaliter angulum CD ex calculo ehdnnus, prod1b1t enim

cedd fin '_;___ aaat o
aw—aa—cc_jmﬂ" - ae+aa—ccj:49”

.\rnde cum f{it Bw—F—BG__B\IJ, erit

aadp ool
a\lj T aa——ce fin, §* +uacq.9=—_-i—{aq~—cc)ﬂn.9='

LR RS A

§. 24 “Hinc " evoluamns’ primo cafum quo ¢3¢, ac
ponamus breuvitatis gratia ¢ a—cc=—5,4, vt habeamus 2

- aadbh
— Zacol. " b i, ﬂz, pro culus 1ntegrah mucmendo ponamus

b_fmo___ .._..'abaﬂ . .
gl — 0 erltquc 0t — Fag ) tum vero etiam I =t

+
oo cof 24— b b fin. §2 _ 91‘ - abad - R
aaceez . . 2 ldeoque I-=t1t " % aco. 92+bbfzn.92_ a I

‘hinc integrando ¥ == A tang. #, quamobrem - hifc angulus
ACT =+ ita faccin@e exprimitur, vt fit

=2 Atang bjin

bcqfﬂ

§ 25. Pro '11cic ergo cafi, quo aa—ce==%54, e¢x folo
angulo & oronia elementa, quae ad curuam pertinent, {equenti
.medo fatis concinne exprimuntur: 1.) Pro angulo @ inuenimus
fin. O = +1in. 6. 2.) Diftantia CZ=—=z—acol.P-4ccof.b,

fiue z::Vaa-—-—ccﬁn.G“—r—cofO- Pro angulo ACT:\I/,

rodiit b == § A tang. “’“,99, fiue y—.% A tang. 2 tang. ¥,

ta vt fit 2¥ — At‘mg._t;mg f et hinc tang.ﬂ.— b tang. 0.
Nune 1g1tur facile erit pro angulo ¢ valores contmuo majores
ubftituere, indeque pro fingulis tam diftantiam 2 quam angu-
iim \.]J a[ﬁgnare. ‘Hinc autem ftatim patet, fumto-0 — o fore

-,..) RTG+¢, ‘3) =0 -

P

§. =26.
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rimis idoneae funt ad

§ 26. Hae igitur formulse imp
ulos ¢ continuo per.

curnam conftruendam, ac fere fufficiet ang
90° vel faltem per. 45 crefcentés affumere. .Quﬂd fi enim bleul“,

tatis gratia angulos @, @, v ita capiamus, ¥t fit fin. o = ¢35y

tang. B”‘% et fin,y—7, omnes valmcs ad curuam €On~

{ftruendam neceﬁ'aru in fequenti tabella exlnbcntur.

n T o-- 0 - a,_';i. ek . R 1 . 2
a cof. 0&—1—1,2 T‘
aCOf-'y 3
e | .
aeol. o=
la— ¢ i R R
—C .
a cofs & =
a col. vy
[
ac:of.az.—;—y_2
3 a6 .
i c
acof 2+ o t
lacofiry =
lacof. o —

L
_‘IO

Agi— 0
4 cof. o —

i
it}

a cof.

a cof. o +.7 1%

jJa_}_E .. .o

T B

Vndc patet, quo maior fuerit fragtio -, tum numernm reuo=

lntionum anguli \» €0 magis multlphcan pro iisdem angulis #;
Ac

“
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ac fi fuerit 4 — o, ideoque @ — o, qui erat tertins ~cafus,
tum numernm reuolutionum anguli \l jam fieri infinitum, dum
angulus ¢ tantum vsque ad go° augetur,

§. 29, Sin autem fuerit aa<cey ponamus cc—aa=phh,

: : _— aqgap bhfin H
tum erit 0y = — TE—hy e Ponatur e = #, eritque

O I-—gyy—tWB—bh/ing ynde fit
@ a cof, §®

—_ abad —Ba
r—un"  aacef. i ZhhsimE T a ?

hincque integrando colligitur 2¥ — 17144 -~ .
Ingcque mtegrando colligitur Y=gl ex quo adipis

=
A'm'ur \\7 :;%. / }i"f—g-_'*'m_l”’_}f._;‘:, vbi paéet,u quia valorem ip-
fius # non vltra vnitatem. augere licet, angulum ¢ nunquam
maiorem euadere pofie, quam donec fiat tang. ¢ =2, quippe
quo cafu angulus \ iam in infinirum increfcit; atque hinc
fimul intelligitur, fi fuerit 5= o, fine a=¢, tum ob ax‘p:%,

fore ) — tang. 0, qui erat tertius cafus ante commermo-

§- 28. Quoniam igitur, fi filum corpufculo alligatum

“per peripheriam circuli circumducitur, Tra&oria femper aff-

nari et conftrui poteft, videamus cuiusmodi forma Riccatig~
ae fimilis huic cafui refpondeat.

hunc cafum ad figuram fupra con- Tab, 1

» rectae B A C normaliter iungamus Fig:
_ » N eamque tam ex Z quam ex T, perpendicula
XetTU demittamus, firque, vt fupra pofuimus, C X = x et
Z=y; tum vero CU=u et UT=:, ftatuaturque porro
""_Jf == 0 x, quibus pofits fupra dedu&i fuimus ad hanc aequa~
tionem: ﬁ%ﬁ P O0u=0z, quae pofito p — 29— trans-

Noua Aéta dcad. Imp. Se. T. I1. C formatur
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formatur in hanc rationalem: ad¢-+: (99— Hou=—4yg B-t;
fine adg—qgot-+igqgou—30u Pro praefente autem
cafu, ob angulum ACZ—w et CZ=x, fit x=—zfinw ef
y—zcof.o. Deinde ob CT —1¢ et angulum ACT=v, erit
y—¢fin.\l ef 5 == ¢ col.\[; -practerea vero habebimus

Ox=oxzfin.w+zowcol o et
0y ==z cof. u—zoufin.w, vnde fit

j) — Bchf.w-——-zamﬁn.m.
_ T dn mow %dwoy. W
Brat sutem 2% == — 55_‘%’_1:‘. . vnde nancifcimur
p — -—-cB‘Gﬁu.ﬂcq{.m—-—aamcnj.(l)ﬁn.m .
T —c o4 jin. B.J'in.m-i-«aawcqf.(pccy‘.w *

Quia antem repertum eft 0 w:f.a—%-—’;ﬁfﬁﬂ, erit exclufis dif

ferentialibus ; o o
o c0f weof. @ - fin. w fin. P — cof (=) e —
‘p __jin.l [ cof. (p — COj. mﬁn.’ q) '_fiu. (w __{p) —— cot. _(w @) b

tum vero, ob ¢ = p—~V (1—+p p), erit nunc

g =gt =i (o — )

Hocque modo valor quantitatis ¢ fatis fimpliciter per angules
w et @ exprimitur. Deinde vero ex valoribus pro z et # in-
ventis erit 01— —¢ o\ fin.y et du==c 0\ col,
ficque formula noftra Riccatiana ita {e ‘habebit:

adg—+cgofin.p4-ieggocolp =3 cocoli,
innoluens duas tantum variabiles ¢ et angulum <.

§. so0. Viciffim igitur, quoties occurrit huiusmodi ae-
quatio differentialis refoluenda: '
| aB-gﬁ—chx.[z__ﬁn,ﬂz—f—%cqux[z cof. Y =icoycof\),
eius refolatio in noftra erit poteftate, quandoquidem nouimu
fore g — cot. i (w—@); quomodo autem angull o et P ab

angulo U pendeant, €X fuperioribus eft manifeftum. Primo
: enin
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enim eft = w-+0; tum vero afin. = ¢ fin.¢; demque vero

an3b
inuenimus f”cﬂf Ty yres cuius ope primo ex

angulo s reperitur angulus ¢, hincque porro angulus @ ex
formula fin. O= < fin. §, ac tandem w=\—0. Ex his igitur an-

gulus (a— —@®), per quem quantitas ¢ exprimitur, erit = —P 0.
Hunc in finem prolongetur re®a Z T in §, et quia angulus
CTS—=0+@ et CTU=Y, erit anguius UTS=0+P—1,

ita vt iam fit g:—-cot.éUTS.

§. 31. Quo hanc formulam Riccatianam- ﬁmphcmrem
reddamus , ponamus ¢ —— 2 #-@, vt prodeat’
0g—+ 2mg o\ fin, \[/—{—fzqga\pcof xp—naxpccf W,
am vt ab angulis liberemus, ponamus cof. \U =, ita vt
ﬁn. V=7 (z—s5), etitque aequatio ' s

nggsas —_— nsas

ag—znqas S = =
ﬁ ponamus fio. =7, prodibit haec forma:
0g — 2ngrdr L yaadr—=nor.

* YiL— L
u S - .
od fi popamus § == ¥ —~ =7 prodibit ifta aequatio:

nrrdr oRrror or

;Bm—‘k«-rziv*uéR:ﬂB%— ~— — ’
I—rt (I—M)‘ (1 rr/‘i

§ 32.  Reducamus eandem aequationem tantum ad
0§’ terminos, ponendo ¢ "’—'e—“”/“"‘””w ac perucnietur ad
formiam :

a ru-__]_‘n-e.——z-nw':—-rrl D@ a rF—p ean']/[x-—rv} a r

C =
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Hae autem formulae ita comparatae videntur, vt per folitag
methodos haud facile tra®ari queant.

du—npe

Animaduerfiones generales
in hunc motum traétoriam.

§. 33. In hoc motu tractorio affumitur, corpufculum
quonis momento fecundum ipfam fili diredionem protrahi,
quod quidem per principia mechanica eueniret, fi corpufcuinm
quouis momento quiefceret, vel iam motum fecundum eandem
dire®ionem habuiffet, quod pofterius autem locum habere ne-
quit, quandoquidem diredionem motus continuo mutari affu-,
mimus; vnde patet, iftam defcriptionem per motum tratorium’
locum plane habere non pofle, nifi quouis momento motu
corpufculo impreffus fubito rurfus extinguatur. Quod cum’
principiis motus dire@e aduerfetur, manifeftam eft talem mo-
tum traGorium in natura neutiquam produci pofle, nifi forte
frictio infinite magna ftatunatur. .

§. 34. Vaulgo quidem talis motus facile obtineri poffe
videtur, cum, experentia tefte, omnia corpora, quae in {uperficie
plana protrahi folent, eo ipfo momento, quo vis trahens ceffat,
fubito ad quietem redigi cernuntur, quemadmodum currus ab
equis protradi, fimulac vis trahens ceflat, fubito fubfiftere folent;
viade plures philofophi principiorum motus ignari concludere:
funt conati, omnia corpora nifu efle praedita fefe ad ftatum
quietis accommodandi. Quam abfurda autem fit talis opinio
nunc quidem non amplius probatione eget.

§. 35‘.
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§. 35. Interim tamen, experientiam confulentes, negare
non poffumus, quin corpora, fuper plano tantillum afpero pro-
duéa, quafi eo ipfo momento omnem motum perdant, quo vis
trahens ceffauerit, quod certe nullo modo euenire. poffet, fi .
planum perfedte efet politum , vt omnis friGio excludere-
tur, quippe quo cafii corpus adeo motu' femel acquifito per-
petuo vniformiter effet progrefiirum; ex quo ftatim intelligi~
tur , phaenomenon allatum nulli cauflae , praeter frictionem
adfcribi pofle. .

§. 36. Neque vero etiam hoc modo omnibus difficul-
tatibus occurri poteft, dum ex motus principiis certum eft, nul~
lum plane motum a friGiione, quantumuis fuerit magna, fubito,
atque eo ipfo momento, quo vis' trahens ceflat, deftrui pofle, fed
ad hoc femper aliquod tempus requiri, quantumuis id fuerit
exiguum; ita vt certe affirmare debeamus , nullim plane mo-
tum friGione fubito.ad quietem redigi pofe,ac fi tale tempus
fentiri nequeat, id ita effe exiguum, vt obferuari non pofiit.

§. 37. Quo igitur omnia dubia, gnae in hoc negotio Tab. L

fe produnt, clarius diluamus, confideremus corpus, quod fuper Fig. s
plano horizontali acceperit celeritatem =¢, ac videamus quanto
tempore opus fit, vt ifte motus a fridione penitus extingua-
tur. Fuerit igitur iftud corpus eo momento, quo vis follici~
tans ceffanit, in A, vnde celeritate fua ¢ vlterins progredi co-
~netur.  Peruenerit igitur poft tempus ——# Vsque in p, con=
~feo fpatio A P—y, fique maffa corporis = M, et vis fric-
tionis — F, celeritas autem in P vocetur =, eritque 0
- =—"£201, vnde colligitur v = C —2£X1. Fiat punc =0
HC reperietur tempus, quo hoc euenire poteft, ¢ = :‘gcr , quod
in minutis fecundis exprimetur, fi g fuerit altitudo, per quam
i C 3 grauia
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grania vno minuto fecundo delabuntur, celeritas autem ¢ per

fpatium vno minuto fecundo percurrendum exprimatur. Hine'

igitur fi frittio, vt vulgo fumi- folet, tertiae -parti ponderis M-

aecquetur, vt fit F ::;M erit tempus quo motus penitus ex-
——3c i _

tinguitur =i vnde cum propemodum fit g==16 ped. Lon-

din. et ¢ in iisdem pedibus exprimatur, fiet 1 — 5 ¢ ped.

\ ) |. . . \ . . .

§. 38. Plerumque autem in huwusmodi motibus trac-
toriis celeritas corporibus imprefla ¢ tam exigua effe folet, vt
tempufculum ad motus extindtionem requifitum ¢ fenfus nos-
tros effugiat. Si enim celeritati ¢ pes integer tribuatur, tempus
iftud _fantum erit &, ideoque nequidem decima pars minuti
fecundi, quod neémo facile obfeinare poteft. Verum fi quis
forte tale tempufculum animaduerti poffe contendat, probe Lic
perpendendum, nullam vim trahentem ita fubito ceffare pofe,
quemadmodum in hoc calculo f{uppofuimus, fed potins panlia~
tim ad nihilum redigi; vnde mirpm non eft i hoc tempufcu-
lum plane non obferunare licet, qfioniam m.otus extin@io iam
ante incepit, q‘uam'vis trahens ad nihilum fuit perdu@a.

§. 89. Ex his jam intelligitur, tales curuas, quales
hactenus per calculum funt definitae, produci non pofe, nifi
fiiper “pling’ librizontali ati§ afpero; practerea vero imprimis
necefle effe vt motus, quo filum prorralutur, it non folum
lentiffimus, fed etiam 'per’ interualls temporis ~quam minima
penitus fiftatur et quafi per faltus peragatur. Statim enim “ac
motus fili fuerit continuus, _curua, quam corpufculum defcribet,
plurimum aberrabit. a Traé’torla vulgari: cuiusmodi autem cur-
vam fit defcnpturum, fi filum motu continuo plotrahatur quae~
ftio eft- maxime ardua, cui® refoluendse Analyfis vix fufficere
videtur, - ad' quod oftendendum cafum faltem fimplicifimum,

quo
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. quo filum fuper plano horizontali iuxta lineam reftam vnifore
miter protrahitur , euoluamus.

De vera curua traltoria, dum filum per lineam
re@am vniformiter protrahitur, -

§. 40. DProtrahatur igitur filam per lineam re&am

AD celeritate ==¢, et elapfo tempore —¢ perdudtum it
vsque in ‘T, dum motus inceperit in puncto A, eritque {pa-
. tium AT=—c¢t, corpufculum autem nunc fit in Y, ita vt fili
longitudo fit T Y =—=a. Vocemus autem angulum A TY =¥,
wnde demiffo ex Y perpendiculo Y X erit TX—acofd et

~ YX —afin., ita vt pofitis coordinatis AX—ux et XY =y,
it |

x—Ct—acol.b; dx=—cot-+adlfind,

g=afin.f ; .0y ==aodcol . _

- Ponamus autem porro 32 = tang, O, ita vt P ‘denotet angu-
lum, fub quo elementum curuae defcriptae Yy ad axem AB

a 94 cofid
coft-aadbjm g -

inclinatur, ita vt fit tang. ¢ =

 §. 41. Denotet nunc M maffam fen pondus corpus-
“culi, et ponatur tenfio fili TY =T, quae ergo eft vis, qua
‘corpufculum a filo protrahitur, quae fecundum dire@iones co-
ordinatarum refolita praebet vim fecundum A X =T cof. 0,
‘et vim fecundum XY = T fin. §, vbi notandum eft. hanc vim
‘T adhuc effe incognitam. Practerea vero etiam. corpufculum a
frictione follicitatur, cuins vis fit —F, quae cum femper di-
_retioni motus fit contraria, eius directio erit 7Y, quae ergo
refoluta pracbet vim fecundum A X —-—Fcof O et vim
fecundum XY = -—Ffin. Q. His igitur viribus colligendis
fumto elemento temporis 3+ conflante principia motus fequen=
‘tes fuppeditant aequationes: ~ 1)




1) M30% — T cof. ) — F coft .

igar

II.) fgaaatf’ — T fin. 6-—- F ﬁn. .

§ 4.2. Ehdqmus hmc ﬂanm tenfionem fili T, vtpote
incognitam, et haec combmmo I fin. ¢ + IL cof.d dabit hanc
sequationem: :

M{””’Z;j}'ﬁa”” ® — —F (cofs O fin. ¢ 4+ fin. P cof. 9)

= —TF fin. O+ ).

Statuamus nunc blemtaUS gratia 3 —4; vbi notetur, g ex=
primere altitndiiem lapfus grauium pro vno minuto fecundo,
et fra&ionem ,5 vulgo aeftimari —3; ficque tota quaeftio
redudta eft ad rcfolutloncm huius aequationis:

29wfind+2ayel 8 — b (fin. § cof. @~ cof. ¢ fin. D).

o12
Cum autem fit
aax_aaaﬂﬁn.é-—l—aaézcofﬂ et

00y=—a0d00cof $—aobfin.b,
aequatio refoluenda induet hanc formam:
€229 1 } (fin. ¢ cofs O -+ cof. § fin. §) =~ o,

Jt*
ex qud angulus @ facile eliminatur per, f'ormulas

. N X A T
ﬁn &)—_,3/{cbaf2—i—eacataeﬁne-+—aad9-i ct .

- . cot—+add fin.d :
cor'q)_';f(ccar"—f—nacataﬂjm 9+aa39=)

His enim valoribus fubftitutis habebimus

aodd biasbp—+coat b . -
—l—-]/(ccatz-i-zacataﬂfm G+aad9’}_ 0.

§. 43. Antequam autem refolutionem huius aequatio=

nis fofcipiamus, perpendamus cafum, quo fridio plane euanes-
cit




clf:,r ita: ‘vt fit,.b— o, ac:motus totus “continebitur in hac fim=
pliciffima aequatione; 2 “,: o, hinc %aTo = conft. hoc eft cele-

$itas ‘angularis erit conﬂms, -quae,’ quomam angwlus 0 continup

minuitur, ponatur 2oz — f, vnde fit a6 =k —fs Hinc §

yonamus initio, vbi 7 —= o, filum tenuife fitum A C norma-

lem ad aXen, ita vt tum fuerit 9 =go° 7 erit A= a.00°% ideo~

que 0= 9}_:) — % s Denotabit -ergo £ certum angulum,
gui fit ==, ‘ita vt hibeamus ¢ == 9c°— « ¢, quo inuento ha-
bebimus ¥ —¢t—afin.az et y ==acof.at, hincque por-

~'Ebf‘--?;§::c‘-—aat0f at et 3;":"—#0 a'ﬁn.cxt. Vnde fi initio

éblpuf'culum in C quieniffe f{iumamus, tam _quam gf ibi

enanniffe necefle ei’c, cu1 condition;j . f1t15ﬁt fi fumatur 3 :_f‘_,
hmcque |
¢t et y — a cof. et
5 quo vqlore fubihtuto fiet

'x—-aAcoﬂi_f—V(aa—yy),

vnde patet hanc curuam fore cyclmdem mueﬂ'fun, a c1rcqu,
Lcuius radius — a, fub re®a C'D axi parallela, voluente de-

fcriptam, cuius cufpls in ipfo pu&o C fit fita,

o

Ny "

§. 44. Contemplemur etiam cafum oppoﬁrum, quo frictio
ceffet infinita, ideoque .= oo, et in noftra aequatione primum
memblum prae altero. enanefcet, eritque @00+ ¢ Q¢ fin.0= 2o,

nde fit ¢ 0.2 —-f—% ¢t integrando H_..—altang 0+ C.

: e
Vnde fi pro r==o fuerit § — 90", erit C—o ideoque ¢; —
~=alcot. i b, ddeoque x — a [ cot.; 0 — a cof. 8, exiftente

=z fin. ¢, ex quibus formulis manifefto deduc1tur Tracioria
ulgaris. Cum enim ob cJr=— 228, fit D —— 220c P oo
_rITL-ﬂ Jzn [

—=adlcoff, erit'$L——tang.§, vnde patet ipfum fi-
sNowa Aéta dead. Imp. Se. T. 11, D Ium
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fam ¥ T effe tangéntem ciifnids’ B Kot fam ihtelligitugy
quod fupra obfernanimus, Tradotias vulgares tufl demum pros
dire;, quando frictio eft infinite quafi magna, vel, quod eodem
tedif, quando yis triliens fritioném quamh minime fuperat. .

§ 43: His premiffis ¥ideamus -quomodo- aequationen
fupra intientain tractari conuediat.  AC prime quidem eam ad
differentialem primi gradus rediici: conweniet, guod. fiet fi po-
natur 9 F ??_9. Quia enim 07 conftans eft affamtum, hine
fiet 000 = ?—9;—1? , quibug valoribhus fubftitutis aequatio noftra
Wihc thdieét Yormait - '

g 'PS:S’"P= 1 A mi ﬁ(&?ﬁ‘*'cjiﬂ-.m::,a. .

* a ! V(cc——}-—aacpﬁn.e—q——aagp)'-

guae autem quomodo ad integrabilitatem perdnci queat nullo
‘modo patet. '

= 0;5

§. 46. Eam quidem ab irrationalitate Mberare haud eft
‘difficile. Ponatur enim f'_.?_;_.*“.—c;f;”—”-: tang. w, ita vt fit
) = c cnj? Qtang;zm— c_ﬁn. 977 Vnde fit
- — ¢ fin. (v —98) ;
ap == e et .
2p=—1(co8 findtang 0 ST e 90 colt D)
S —— _c-amcér.re.‘_‘__;c-éé _cqf:!é—w). ’

. N . B A&-%ﬂﬁ"!—:iwg.'-‘ . P C ro_’ﬂm"‘
fovinuda Gutem .irrationalis fequentein induet fotmam : "__‘j"f;’s
Subbﬁ‘ituantur_! igitur i valores atque emerget fequens ae-
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