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m— (119) meem

DE
MOTY GLOBI HETEROGENEL

SVPER PLLANO HORIZONTALI,
,,,VNA CVM DILVCIDATIONIBVS NECESSARIIS SVPER

MOTV VACILLATORIO.

Auctore .
L EVLERO

Conuent. e.xbz'é, d. 20 Aprz'?z’; 1945,

§. 1. |

Hic mihi propofitum eft in motus globi heterogenei , cuius
centrum grauitatis a centro figurae diffat, inquirere; quod cum
generalifime ob fummas calculi difficultates expediri nequeat,
motum huinsmodi globorum tantum ad planum horizontale
- reftringam. Praeterea vero etiam motum tantum redilineum
fum  contemplaturus; vnde omnes motus gyratorios hinc ex
cludi oportebit , praeter eos, qui fiant circa axem horizonta-
lem ad motus progrefiiui direGtionem normalem ; quandoquldem
analyfis nondum eo vsque eft promota, vt alios motus circa
_axes obliquos euoluere liceret.

§. 2.




b Vi - & 2. Sit ergo in pldno horizontili Y O re&d , - fuper
Fig. =

qua globus progrediatur , quam initio in punco I tetigerit,
elapfo autem tempore ? tangat in pundo S, ponaturque {pa-

tigm perciirfim IS —s; tum vero globi centrum fit in C,

eifisgié rading CS—CA—=a, et crcuhis § A B referat

fettionem globi verticalem ad motus direciionem 10 factam,

in qua reperiatur centrum globi grauitatis G, diftans ab ipfo.

deiitro C internallo C (3 —¢; ita vt fi globus habeat motum
gyratorium, is femnper fiat circa axem Lorizontalem per cen-

lem; bhuiusque axis refpeGu ponatur momentum globi iner-
tine — P kkE, denotante P pondus fen mafam globi. Tam
demiffo ex G in re@am I O perpendiculo G P, vocentur coor-
dinatae locum centri grauitatis praefentem determinantes IP—x

et PG —y, ita vt formila '3_?_; exprimat celeritatem horizon-

talem centri grauitatis G, et 22 cius celeritatem verticalem

qua {cilicet hoc tempore furfum mouetnr. Practerea vero vo-
cetur angulus AGP=ACS—=©0, quem angulum in fen=-

fum S A B augeri affumamus, ita vt 2% exprimat celeritatem.
angularem globi in eundem {enfum; vbi meminifie oportet ,
mihi tempus perpetuo in minutis fecundis exhibei, celeritates

vero per fpatia quae vno minuto percurrerentur; quem in
finem littera g in calculum introducetur, denotans altitudinem
Iapfus vno minuto fecundo peract. '

- § 3. His pofitis binae coordinatae x et y per ambas
variabiles 1S — s et angulum ACS =0 facile exprimi po-
terunt; ‘duda enim’ horizontali G Q, ob GQ=c¢fin.® et
€ Q—'¢ cofi' Py exit x ==y — ¢fin. O et.y == a —¢ col. o,
vnde fiet :

dx—=0s5s—coQPcol D et o0y = ¢ 0 Qfin. P,

et

e ”""""m‘gra_ﬂi‘tﬁt*iﬁ%fﬂ*ﬂ{hﬁiﬁtﬂlﬂ*ﬁt‘adffe&i’onem—SMJOIma:"”'




Jp— ( I 21:)‘ b}

- et porro o ‘ : S
i aax:aa;-—-—-caaq)COf-q)‘-!—Faq)’ﬁn-q} et
quibus formulis vti oportet ad motum determinandum. _Qu'pd
fi autem in hoc negotio etiam fri@ionis rationem habere ve-
L limus, ante omnia videndum eft, quomodo pundtum globi §
% fuper re@a I O promoueatur; -ac primo quidem evidens eft,

fi -nullus adeflet - motus gyratorius , celeritatem -huius pundt

- verfus S O ‘fore :3_;, at vero ob motum gyratorinm , quo
angulus A CS =@ fuo differentiali 9 § augetur, idem punétym
S retropelletur celeritate — 222; vnde intelligitur, fi fuerit

ds5—a o, tum prouolutonem globi fore perfectam, fin aue

tem fuerit 94 > a 0 O, globus radet planum borizontale ver-

fis $ O, hocque cafu fri®io vim fuam exeret in direGionem

coatrariam S I; contra vero fi fuerit a 0P > 0, attritus fiet

fecundum S I, et vis feittionis fefe exeret fecundum direcliow
- pem S 0. : . : o

. §. 4. Nunc confideremus ipfas vires, quibus ifte glo.
- bus. follicitatur; ac primo quidem occurrit ipfum globi pon-
- dus, vnde nafcitur vis centrum grauitatis G deorfum fecundum
G P vrgens —=P; deinde: quia globus plano incumbit in S,
hic “certam predionem exercebit, ideoque per readiionem a
plano pari vi in direione S C repelletur, . quae vis cum etiam=
nunc {it incognita, chara@ere II defignetur. - Denique fi admits
“tatur_{friQio, ea, femper luic ipfi preffioni II erit proportionalis,
guam ergo repraefentemus per AII, quae,. prout fuerit vel
05>ao® vel 35 < a0, effetum exeret vel fecundum di-
reGionem S 1 vel fecundum dire®ionem S O, vti. iam notauie
mus. Supponamus autem his cafibus quibus attritus verus da-
tur effe A =—=1%, prouti vulgo affumi foler, cuius autem loco
- Nowa A&a Acad. Imp. S¢. T. L. Q ~ facile




e ()

facile onamlibet aliam fraéionem fubflituere licebit. Pro cafa
sutem quo 9s==ad?®, vbi nullus datur attritus , Imprimis
norandum eft, vel fore A = o, vel certum guendam valoremy
2 4 e —habiturum-;—quantum-{ciicet _opus. fuerit ad attritum,
impediendum. ' |

Ciw . 80 8e-Quo igitur hinc ipfum globi motum determi-.
nemus, X principiis mechanicis mesiniie .oportet, primo mo-
[ ﬁnnnj:fwfgr.,e{*ﬁuumﬂfca—tr—i——gpaﬂi%aﬁsfﬁperJiresJollicitantesj 7 S U
affici , quafi’ tota maffa in hoc pundo effet colletta , fimulgne
omnes vires eidem puncto. effent applicatae; - deinde vero pro
yotu . gyratoric centrum grauitatis: G tanguam immotum fpe=
&ari pofle, vnde virium follicitantium momenta refpectu axis
gyrationis per ipfum punéium ‘G tranfeuntis computari debent,
vt ex iis acceleratio motus gyratorii definiatus. |

| §. 6. Concipiamus igitur omnes vires follicitantes
ipfi centro grauitatis G applicatas, quod ergo fuftinebit primo
virn P in direQione G P, tum vero vim in directione contra=
yia — 1. Praeterea vero fecundum dire®ionem horizontalem
follicitabitur vi fridionis — A X, vel verfus P1 vel PO,
wti ante explicanimus; vbi quidem ad omnem ambiguitatem
evitandam  affumamus  hanc vim A XL retro fecundum P 1 vr-
gere , fiquidem pro aliis cafibus fignum facile mutatur. Quod
£i iam ipfum motum centri grauitatis fecundum easdem direcio-
nes 1P ét P G refoluamus, pringipia méchanica fequentes fup-
peditant aequationes:’ SR o

qredr— a7 IL P22y —T—P; | ‘
N Sz g dlE .

?

agdi* C

in . quibus elementum temporis. 9 ¢ fumtum eft conflans.

£ 7




AT PG =1 (a—¢ cof(D), hocque momento motus

~ §. = Pro motn autem gyratorio vis. grauitatis P aunl
fum pracbet momentum refpectu axis G, quia per ipfum tran-
fit. Verum ex vi 1 in diredione S C agente refpeciu puncii
G nafcetur momentum — IT. G Q == Il ¢ fin. ®, quo momen=~
to motus gyratorius retardatur. Tertio vero etiam vis frictio=-
nis AT fecundum direGQionem PI agens producet momentum

gyratorius acceleratur; pro quo determinando principia motus
hanc f{uppeditant aequationems: :

101, 2k%338 — 3 IT (g — ¢ cof. ¢y — II ¢ fin. .

2 g di®
Sicque omnino tres na@i {fumus aequationes, ex quibus totum:

globi motum determinari—oportet; —tot—vero—aequationibus—Vti-- -

que eft opus, quandoquidem tres habemus incognitas ad quod-
vis tempus defiiendas, fecilicet fpatium s cum angulo @, ate
que infuper ipfam preflionem IL. : -

§. 8. Primo igitur ex noftris aequationibus preflionem
T elidamus, cuins valor, cum ex fecunda aequatione fit

—P-2222, in binis reliquis. fubflitutus praebebit fequentes
duas aequationes : , L

L 25s=—h—35k o |

11. k_:fg%a.tff_ — Ca)\_'_ﬁ}\c cof. P — ¢ fin. @) (I—-}—.:_%;%), .

in quibus fi loco x et y valores fupra dati fubflitnantur, cae

ad fequentes formas redncentur:

I 33533 Deof, Deic e AP fin. Pt-h 622 Qi Pt NedG2 caf B - 2. et
* ag ot? - s

290 (kh — Aa ¢ fin.® + chfz'u.@ cof. O + c_c_rz'n.cpz)
1 { }

: . zgat'z
__i_a(bn (hee ool O e fin.® cof. P — Nac cof.P)

2gd 12
~nag—rccoft @ —¢fin. P, |
vbi igitur tantum- duae variabiles s et § practer tempus ¥ ine
: Q 2 funt,




e (124) ===

funt.  Verum hmc prasterea nihil plane conchidere licet, nifi $
ex ipfis motus circumftantiis iam ante conﬂet, quonam va10~
£e pro httem A vti oporteat. :

§7W§77W{{1‘1T61i'mﬁ’f‘ln'len”ﬁﬁfe}(’*his"'ﬂi’ll"l’b’!lﬁ"’*”'lﬁquaﬁOiﬁ’ib'tl*!#*w*"""*"'*'ﬂ:"wf—
littera A penitus eliminaretur, vtique: refultaret vna- aequatio, [
quae ad-omnes plane cafus aequalifer effet adcommodata; at
vero ifta eliminatio multo commodius in ipfis tribus aequatio-
nibus Punczpahbus fequenti modo inftitui poteft. Muluiplicetur
.. prima aequatio per y — a—¢ cof. @, fecunda per ¢ fin.P, et

ambo produé’ca ad tertiam addantur: tum enim ambae lirterae

A et TI fimul ex calculo excludcntm., Hoc " autem 'pado

p1od1b1t fequens aequatio : S

yaax+caayfmcp+kkaa¢ ~— e ¢ {in. Cb

-

1ﬁa pro dit aequatio:

BB.f(a———ccof®)+aa$(cc—~accof6b+kk)
tacoQfin.®=—=2g¢0 fin. O

Quomam hic autem tres adhuc infunt variabiles, nihil prorfus
pro noftro fcopo concludi poteft; quamobrem pleniorem folu-

{
l
l\
zgdf" .
Quod 1 elgo hic loco x et y-valores fupra: datos fcribamus,
|
tionem pro cafibus particularibus tentemus. ° %

. L De motu noftri globi remota omni frictione, ’

§. ro. . Cum igitur hic vbique fit A— o0, prima aec-

quatio 'initio ipuenta i’faum dat, ""gaaif — o, vnde integrando

fir 22 = C, quae formula declarat, centrum grauitatis globi

G vniformiter fecundum dlrecfhonem horizontalem promoueri,
cuius ergo celeritas fi initio fuerit =f, habebitur %_ —f, idec~

que ¥ == f1, ﬁquldem aﬁ.?umlmua initio fuife x =o, id cuvod
‘ = euenit




m—= (125) ====x

A
euenit fi etiam angulus ® initio cuanuerit, ita vt reftas CG A"
fuerit verticalis; hinc ergo habebimus § = f# - ¢ fin.d.  De=

. ‘ . m— P 29y :
inde cum ex fecunda aequatlone fiat =1 —I—;‘lz.d_r.f_.} ex ter-

tix vero aequatione fit LRPIID o — ¢ fin. §, refultabit ifta

23012

kk22%D :—-—cﬁn.(b(i—-l— 322 ) fiue

g —

. 280 I?
k0O +co0oyfin §=—2gcorfinQ,

quae, loco ¢ 9y reftituto valore, abit in hanc: :
EEDDD+ 0P fin. ¢+ 00 fin. Peof. P=— eg ¢ 0 fin. &,

quae acquatio duas tantum continet variabiles, fcilicet angu=

lum @ cum tempore 7

r1. In hac sequatione autem commode viu venit,

vt per 2 d P multiplicata integrabilis reddatur; reperictur au-
tem eius integrale _ o

kk a@’—]—cca.@’ﬁn.q}":%gaﬁ (¢ cof, O+I)y

vnde colligimus 2P —spie 0" O+ T . guge ergo formula ex-

a2  k ket coejm P .
primit quadratum celeritafls anguiaris. Quod fi ergo celeri-
tas angularis globo initio in fenfum S AB imprefia ponatur
— 7, quoniam fumimus inito fuiffe ®» — o, pro- conflante

T definienda habebimus ¢ ¢ ——t&le="T' ynde fit 4+gT=8lkk

~e 4 g ¢, quo valore fubflituto noftra aequatio erit

a0 sgeaf @A {IRkR—ag e
3 kR B — ¢ ¢ fin. §? °

}

W

§. 12. Confideremus nuac vim vinam quam nofter
globus in S habebit, cuius pars ex motu gyratorio oriunda ¢ft

pihodr _phhilage o P+E8kkage)
ait &k k¢ cfin. P

?

pars vero ex motu progreffiuo centri grauitatis oriunda eft

Q3 P




pmiens (70,6 ) e

¥ 3 2
P (32 ~-32). Vidimus autem effe =% __.f, et ob

Bj___ca(Dﬁn.CD erit
D I, - [ ;.__._(4gccnj(b—{—-ft,’kk»—--tgc)ccfmchﬁ
3?3—3?"_001111'@ R R ¢ ¢ jin, @4 ‘

Hinc igitur tota vis viua erit
P(ff+ % kk—cocfin o)

=P (ff-+4g0ccol. CD—i-{{kk——zkgv),
quae ‘ergo ita exprimi poteft

P (ff é’iﬂfkﬂéT(T—COfﬁq‘)) PE)

ybi P (ff =& ¢k k) exprimit vim viuam globo initio lmprcs-
fam, quae ergo deinceps diminuitur, prouti centrum graui-
tatis G afcendit.. Eft enim. ¢ (1 — cof. Q) fpatium, per quod
centrum grun.atm hacenus afcendit, quqndoqmdem initio
centrum grauztaus infimum locum tenmﬁ‘e ‘affumimus.

§. .13 _Ad totum autem. huius globi motum cognos-
eendum requiritur, vt acquatio differentialis eruta denuo inte-
gretur. Cum igitur foiffet

2 (kk—4-cefin. @

radice qmorm hinc extradta COngltl'il'

af_' 3 V(kk 4 eejin P2
V(iihk—sfei—cg oY

haec autem formula ira eft comparata, vt in genere 11eut1-
quam Integratlonem admittat, neque aliter nifi per approxima-
tiones inueniri queat, cuius tamen refolutio faciilima effet, fi
foret ¢=o, quippe quo caft centrum orauuaus in ipfum globl
centrum incideret; tum enim foret 9 t:—, fine 0P =/ o

(I —cof. ),

et =471, vnde manifeftum eft, globi motu;m fore aequa-~

bilem tam ratione motus pmgreﬂnu quam gyratorii.

Cafus




( - Cafus L.

' §. 14. Tro rofiro auem caft vnica datut conditio,
qua poftremam forrulam more folio -tradtare licet, fcilicet,
guando motus impreis ita eft cowpara'us, vt angulus O per-
} petuo quam micimus Imareat, ad cuod receffe eft, vi etiai
celericas angularis ioiidalis fit infirite quafi parpa. - ‘Quoniam

igitur tum erit fin. Y = O et col. P==71— (O, poftrema

fira aequatio i:zduet hanc {formam: o= 2Qikk e OB
no q duet hanc formam: 04 == S5 ="—"rg»

vbi in numeratore particula ¢c¢ PP prac k£ negligi tuto pos

3 it ‘ — Rab . ‘ o . ' )
teft, ita vt fit a:_},igg_“_gscw_), quae, pofito 2gc=nnkks

{———praecbet-0+ =

2 .
g {— <

¢ jus. i e eft § = & @
TT g)pqzmuSJnchmleicﬂ t—£% A fin.

wnde conuertendo fit -g_\b — fin. # ¢, fine. 2 f’é’kg == fin. 3 28,
: A — 2k, “Vage ' '
ideoque P = oo fin. 1 1555,

V

§. 15. Hoc feilicet integrale ita eft fimtum, vt ini-
‘fio quo erat 7 == o, eidam angulus ¢ enanefeat; hoc igiuir
caf patet, quoniam finus angulorum non vltra -1 incre{cere
poffunt, angulum softrum ® ad fummum enadere pofle - f: )
vnde cum 2 per hypothefin fit quafi infinite parua, giobus
vltro. citroque circa fitum initialem excurfipnes quam minimas
abfoluet , quem motum olim vacillaiorium vocaui eumque de=
terminaui. Ex praefenti aurem formula cum initio fuifet P=o,
ad eundem valorem reuerretur quoiies fueric fin. 1Y2E5 —

‘ - Tk
Quod fi ergo ftatuamus [¥7E2 = 180° = m, fiet ;== k%, hoc-
k Yage' .

que tempore fingulae ofcillatiores few vacillationes abfoluen
tur; neque vero hic motus progrefiuus, quO centrum grani~
taris G moueri affumfimus, aliquid turbat in ifto mota vacillar
torio. ' ‘ :

Cafus
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Cafus 1L

€. 16.. Praeterea vero datur- adhuc alius . cafus, quo |

ca!culum euoluere licet, qui locum habet, ~ fi internatlum C
fuerit quam minimum, fiue centrum graultatis G valde pa-

rum a centro globi —Cdiftet; tum enim “Joco formulae. L
Y (kk =+ ¢c fin. (D) {cribere 11ceb1t k- 57 fin, (D , ita ¥t

habeamus .
ot — A (k-

Y g’{kk——+gc(x—ca YY)

’{qm vt etiam denominator tractabiiis reddatur, fumatur ¢ ita, ;

e ﬁn Q)n) . - )

flatuatur ;(1)_._90 —w, vt fit (D::Iso — 2 et

vt fit S kk=8ge, ideoque J=YZE®, quae eft celeritas
angularis. globo initio impreffa, tum igitur fiet

2L ke 46 (— cofi ) =Y/ (480 (x+

‘Hoc igitur modo -habebimus hanc aequationem:

Bt]/srrc_ _BCD (k—-}—“ﬁn
co_i.2

. guge iam. ab omni matlonahtatc eft l1berata.

cof.P))= cof.,(D]/ch

R

s

§ 17. “Ad hanc qequationem commodius traGandam

Afin. @ = fin, 20 = 2fin,mcof ©,

!‘hmcque nancifcemur hane formulam 1ntegranddm' , I ‘
3171/.8&30___—.;‘13:’) (k—i—"‘“ﬁnw cof. w*), fige ﬁ
Bt]/z %"ﬂlzéamﬁn.m cof. w*,

'culus integrale. colhg1tur

r]/zgc_.C—--kltang-aw "”COf ot .

.vbi ad conftantem determinandam memmf”c necefe eft, initio
quo ¢ —=.o, fuiffe etiam ¢ =o, ideoque & =90% vide C=o,

i vt noﬁra aequatio finalis fit

Lt ‘. -

t}/zga‘
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r : t]/zgc'*“"’”cofm’—l,ltamg Wy

vade pro quouis angulo & == 90°~— 1P tempus ¢ facile affie
| gnare poterimus, quo elapfo . globus fefe per hunc angulum

@ conuertit.

§ rg. Hinc autem patet, afgulum o nupquam tane
tum fieri poffe, vt tangens eius femiflis enadat negatina, quia
alioquin tota expreflio prodiret imaginaria; quare cwm initio
fuerit P—o et w— 90°, deinde vero angulus @ crefcere
fupponatur, angulus w continuo decrefcet. Ponamus igitur fiexi
w== o, fiue @ == 180°, tempus ad hoc requifitum euadit in-
finitum, ex quo difcimus, angulum @ nunquam  vsque ad -
180° augeri pofle, fiue globus nunquam eo vsque fe conuer-
tet, vt centrum grauitatis G fupra centrum globi C verticali-
ter immineat: continuo autem propius ad hunc terminum ele~
vabitur. Quaeramus v. g. tempus, quo centrum grauitatis G
per angulum reGum afcendit, vt fit O = 9o, 1deoque W= 45%

R T — R 'V—ﬂ‘_'l ——
et == 22°. 30" cuius tangens ==yt —y2—1, hinc.

@ e e

igitur fiet

1Y28¢= L~ — kI +V2),
ex qua formula tg,mpus ¢ in minutis fecundis expreffum in-

’ notefcet, -
> §. 19. Hic igitur cafus prorfus fingularis {ub his con-

—_—

ditionibus locum habere poteft. 1°) Si intervallum C G =¢
fuerit tam exiguum, vt c¢ prae kk quafi euanefcat. =2°) Si
celeritas angularis globo initio impreffa, vbi refta- C G A ‘erat
verticalis, fuerit Y3£6° — "—‘““g" ; tom enim fi elapfo tempore

=1, angulus motu. gyratorlo confe@tus ACS =070, ob w =
00° — ; {, habebitur ifta aequatio:

Noua Acta dcad. Imp. Se. T I R B zi/zga
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Y 2ge =2 fin P — Elting. (45°*—3; Q) fiue X
't]/zgc:kltang.(+5°+%q))+;:-iz':—§‘ﬁﬂ*%¢“>; '

gquo ergo motu angulus ¢ quidem continuo augetur, fed de-
mum p(j["c*te’mpu’s*inﬂnitum*V'S’que*ﬁ.ld*'I*S’Og*exefefeei?@ﬂf’Ot’eﬁ""’"’"*”"*"T""
Interea autem dum globus hoc motu gyratorio cietur, fimul
motu quocunque progreffino ferri poteft, quo fcilicet centrum
C vniformiter fecundum dire@ionem horizontilem progreciz-

tur, quandogquidem inuenimus 3% = f. Neque vero I1aclrco

——ipfum centrum grauitatis G in linea recta mouebitur, fed ob
motum gyratorium continuo magis afcendit ; nunquam autem
ad altitudinem a ~f¢ pertinget. |

o ———

\

§ 20. In Loc cafu. affumfimus, celeritatem angula-
" rem initio fuife Z:i‘%ﬁﬁ, ideoque fatis paruam ob ¢ quam
minimum prac k. At i ifta celeritas multo maior accipiatur,
vt quantitas 4g ¢ prae JJkk quafi euanefcat, tum etiam re-
folutio analytica fuccedet. :

Cafus I1I.

§. 2x. Sit igitur Zkk—=nn.4gc ita vt n fit nu-
merus praegrandis; ac denominator nofirae formulae principa-

lis euadet V2 kk—4g¢(1— col. O)

~

— 2y ge (nn— (i— col.P)) = 2y g¢ (nn—z2 fini P, )
vbi notetur effe & ==:*y/ge¢ Hinc igitpr noftra _aequatio
erit . | , _ |
' } oD cc * -
201Y/ge=— ’ b — fin.Q* )z ;
o Vinn—2fin : 2\ 2k |
adhue enim fupponimus efle ¢ ¢ prae k& infinite. paruum, vbi,

quia # eft numerus praegrandis, erit fatis exacle
. | | .
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pmasen (131) me——
X I fin. 1 O

- ., quo valore adhibito erit

V(ﬂﬂ-uzim.,,cp):n 7
2fzar]/gc_aq)(k+__“ﬁn q))( fin. I )
=oQ k+ 4 ﬁn.(D + £ fin. a(I)),

Wnegic&o “fcilicet - terrnmo cc — ﬁn. q) ﬁl’l- (Dz —ob— 7dllP11CEm S

parmtatem.

§. 22, Poﬁqmm 1g1tur formulam noftram ita ‘euolui-
mus, integratio nulla amplius laborat" difficultate; quomam no-

vimus efie | _
[0 ﬁn.q)z_:fi;@ (I-— cof.2Q) :;;q:y—; fin.2 §,
fimilique modo - S

So® fin. } P fm(x—-cof@) CD-—;ﬁn.CD,‘

obtinebimus integrando

znz]/gc:k¢3+ : GO—; fin. 2(13) (.543—3{'111.(1))'
= (k+t +.___)—“ﬁn.2q> £ finy,

ex qua aequanone pro quouis angulo ¢ tempus refpondens r
facile definitur. At fi ad quoduis tempus ¢ angulus @ defi

deretur, ea reductione eft vtendum, qua in theoria planetarum

asomalia vera ex media definiri folet. Hic igitur patet glo-
bum quotcunque reuoluticnes integras abfoluere pofle, quo-
niam nihil impedit quominus angulus @ in infinirum augea-

tur, fimul vero femper cum hoc motu iunéus efle poterit

motus horizontalis quicunque voiformis. Ita fi tempus defi-
dererms, quo vpa revolutio 1ntegra ab{o]mtur, ftatuatur (I)._.

R 2 - qué
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que adeo femiﬁ'e huius temporis dimidias reuolutiones abfol-
vet, quia pofito O =7, etiam ambo pofteriores termini eua-
nefcent. ‘

§. 23, QLanquam centrum g10b1 C eandem femper

a plano horizontali feruat diftantiain, et in linea re®a progre-
ditur, eius tamen motus non erit vniformis, quoniam celeri-

tas horizontalis centii grauitatis perpetuo manet eadem; inte-

rea antem centrum grauitatis G circa C fimili fere modo re-

— voluetur s . UTIRIlEtHC‘Cli ca—Tfolem—in—orbitis—fAus ‘CilC]iﬂ"rfﬁk I

runtur; in quo motu profundifimus fitus punci ‘G perihelio,
altifimis vero aphelio refpondet. Primum - esim. membrum
formulae noftrae pro tempore ¢ inuentae angulum @ continens
motum medinm 1epraeient1b1t, ambo vero membra fequentia

inaequalitates continent, et quafi excentricitatem inuoluunt.
-Hinc etiam cafus pmecedens, quo tempus vnius reuolutionis

erat infinifum, motui, cometae in Parabola fimilis erit cenfendus.

II De prouolutione perfefta noftri globi
accedente friftione,

§. 24. Supra iam vidimuns ad pmuolutionem perfe~

&am requiri, vt perpétuo fit 95 = a0 P; quam ob caw.am

in noftris aequationibus flatim ftatuamus ds—=ao®, atque
eliminata preffione I videndum eft, quantum valorem littera
A fit adeptura; quamdiu enim ifte valor non fuperabit 3, tam-
diu prouolutio perfocta locum habere poterit. Commodiffime
autem ifte valor A colligetur, fi aequatio tertia per pmmam
dinidatur, tund enim .prodibit

kE22D —_ g4 ¢ cof. (I)—}— ﬁn O

Jdox
vbi fi loco 0 2 x eius valor fupra aﬁ“xcrnatus fub{’utuatur, prop-
ter 390s—ad o, habebimus:

kk
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st (155) s

LEEL L — — g+ ¢ cof.+ fin/P,
“aaq)—caanpcarq)—f-ca.pumup - ‘ Cb Y EC]),

ex qua aequatione facillime indicium circa litteram A petetur.

§. 25. Pro motu autem ipfo determinando vtamur

"__ea aequatione, quam_f{upra, vbi ambas quantitates II et A fi-

mul c.xtermmammus, fumus ddepti, quae poncndo 005=a00P
erat

’ aaB(})(amccof C}))—f»—BaCI)(cc——accof O+kE)
wacd@rfin.P=—2¢gorfin,

_quae reducitur ad hanc formam:

4

" | — e et e
r— + i —
i

(aa+cc+kk)aa®—2acaaq)cof (I)—u—aaaCD fin. O
—=—2cgofinQ,

q‘uae per 2 BCD multiplicata fponte fit integrabilis; 1ntetrrale
enim -erit

(aa—+cec+kk)od ——zacBCD cof. q>_%gaz (C+ccof (D),

vbi conflantem C ex cucumi’c;mtns quas conﬁderano fn&loms
fuppcdltablt, determinari conuemet.

§ 26. Nunc igitur iudicium <circa htteram A inftitua-
mus, vbi ante omnia loco 00 eius valorem per diferen-
tialia primi gradus fubftituamus, qui ex pxaedcdenu aequatio=

ne prodit
B aq)__——(zgcafz—i—aca@!]ﬁr o

: id —6f —hk—aaccold? .
vbi i loco 2 g0 feribatur valor ex qeqmtlone integrata 4
reperiemus:

— @2 D ac?'bzfm‘fl)
'aaq)"_“;‘eﬂcca,'q)) au—-i—cc1-kk~—-zaccaj®7 _vnde ﬁt
a00P—co0Pcol. O4coQ* fin.

_”ca‘ipﬂfm ‘sz"“"‘f— CCJF‘DHQ} acl”-—‘ccﬂf‘b}a(ﬁ"’ ﬁ?l-m

aCr-accoi P " acA+cC—hR—zacc0 .52
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hinc pro aequatione §. 24. allata membrum ad ﬁnift_ram par-

tem fequentem induet formam

o ekl fin @ - ackh fin.d
a| c—+ ceo. O ad—+—ccr—khk—zacco. P
T efin.Plac e ®—a)  pelo—cen. B B D fne -
2C— 2609 T Re g Tei g kk—zaccg. P

ehbh31M agtce-k k-—eaccqﬁdﬂuo(r'—;-ccnf.Cbmckk_w’m.fD _
¢jin. Pr2Crs3ccl.Pra)(00+corhh—uacco. P — 2C+accn.P)acia—cce. Jjm.
cui ergo fraclioni aequari debet membrum ad dextram pofitum
— a ¢ cof. @ +4—< fin. §; fradio autem illa reducitur ad

o

-

"hanc commodiorem:

Ekigat-cetFbhtaac) .
— - " - =
R\ 3610, Pt-aC—n 2 Ceic—acy P, —airgaacey.P—itce{ 1o P\ racicg G ”

§. 27. Ponamus breuitatis gratia hanc fractionem =S,
et 2equatio pro diiudicando valore A erit S—+a—ccof, CD < fin. D,

vode fit A=_——°2™% ___: ex quo patet, fi fiat vel (D"“O vel

§ta-—€€).P °
Q = 180° fore A — o, quibus ergo .cafibus nullum eft pericu-
lum , quin fri¢iio fufficiat attritui impediendo. Examinari igi-
tur conuenit cafus, quibus fit vel O — 9c° vel O =asv0°; fit
igitur O —= 90° vt fit cof. § == o, erit

—_— kb |laatcc+Fhtpnach : —_ e N
S'_ kh{zCr—a)fsitCc—ai——dacc hlncque )S"" s —a ?
altero vero cafi quo  — 250° et fin. $ == — 1, fiet
. ¥
_ kR aogd-cec—Fkh—4-2ac L -
S = Rk(aC—a)—d-aCce—ags—aqgce et A== 5—t—a

Dummodo ergo conftans C fuerit ita comparata , vt ifta for-
mula S —-a maior euadat quam g ¢, prouolutio perfedta fub~-
fiftere poterit.  Quoniam vero vix alios cafiis euolnere licet
nifi in quibus istervallum ¢ prae o et k fuerit quam minimum,
negle@is altioribus 1pﬁus ¢ poteftatibus, habebimus pro pofire-
mis cafibus

S-—-.-______F!f?(ﬂﬁ—i—kkut-caci
- kk 2C—~—a)—gs 2

Y
1

hing~

g ———— —————— -——_..._._“___;_g._-.-——-.,—-———"‘“-’_‘




|

poemee (155 ) e

hincque — _tae--kkP __ . guae f e
que 84 g LeEIRoss qus .formu;aﬁponatul__mg,

vt it m > 3, habebimus
__mr-a‘a'.—s—maclek-—(ad%-kk\”
- 2L CRR

vel etiamn commode vti licebit hac formula A = “‘“"-*““””}?Tfk’”,'
‘ . . . er (ag-1-ieki
ex qua inrelligitur nifi  conftans C praemagnam habeat quan-

X

_titatem, hunc valorem nunquam terminum i effe {uperaturum,

propterea quod ¢ fupponitur quam minimum. -

~ § 28. Quod fi ergo frifio fufficit ad prouolutioném
perfeGam producendam, relatio inter angulum @ et tempus #

-~ hac expriiretur gequatione _

20 (aa-co+kk)—zacod colP=ag Bt’(ccO£¢+C),

vnde fit .
: : Ay isaccetFh—2accalB)
2at“£/g_.._ VG- c i)

quae pesitus diverfa eft ab ea, quam pro cafu vbi nulla ad«
eft fridtio inuenimus, vnde patet a friGlione, etfi quam -mini-
ma, naturam - motus penitus immutari. Neque tamen hanc
aequationem refoluere licet practer €os cafus quos in fectioné
praecedente tradtauimus.

?

§ 29. Quo igitur hos duos cafus facilius inter fe

© comparare queamus, ponamis hi¢ vt fupra fecimus, primo mo~

tus initio , vbi erat = o, fuifie etiam P=o; tum vero cele-
. aq) _ . . . )

ritatern angularem ¥ — 2, vnde, cum prouolutio perfecta po-

ftulet ve fit 3_;._—_:_?._3?@. , neceffe eft vt initio fuerit & =4 a.

-+

Minc igitur ad conftantem C definiendam faciamus $2=14 et
¢ = o, vnde noftra aequatio dabit:

 ¢¢(aareorkb—zac)=4S((a—e)+kk)=42(c+C)
_ , Vile

¢




vode fit ¢

48C=2((a—0cY —1—Lk)—=+g€:
quo valore fubflituto erit in genere
¥ (ga—tccA-kk—>2accol.])

(e +kk>—+gvc1—-cof®>

ynde. elicimus

0t — 3DV {aa+ccA-thh—oacce )
Vl_s’b((“‘—c)g'—f—'hfi)-M4gc|[1-—~cu:Cp)] »
vbi notetur efle a — ¢ — diftantiae centu grauitatis a2 fuper~

ficie globi.

De motu vacillatorio.

§. 30. Ex hac aequatione primo deducamus motum
vacillationis fen librationis, quo globus fuper plano horizon-
tali rotabit, poftquam ipfi minima inclinatio fuerit imprefla, ita
vt initio. celeritas angularis ¢ fuerit quam minima et angulus
® etiam quam minimus, hincque col Q= —iPP. Quo
autem noftram formulam magis centrahamus, ponamus breui-
tatis gratia (@—¢)~+kk=hb, eritque aa+cc+kk=hh+zac,

quo fa.&o noftra aequatio mduet hanc f'onn%m.

D ——200YibbAac®P)
Vigshb—agc@ @)

Reiiciamus igitur in numeratore terminum a ¢ O @, etin deno-
minatore ftatuamus 2 g ¢ =# n bh, vt obtineamus o= 17(?_?..2%_@’
cuins integrale eft

r—=—3% A {n. ﬂ’ —
g b

Gvage
v Aﬁn S

ideoque CD— ﬁn Wzg" hmc igitur -intelligimus globum ~
fuper pnno hoummaﬂ ommno fimili modo librationes pera-
gere, Quo pendula ofcillari folent; vhi tempus vnius libratio-

nis reperietur ponendo angulum T_V;:’_E ::':71, vnde fit tempus

{

CUlllS"

i it




gpmiiiace 6337) Semicy

_'cuiuquQg librationis — "rgc Cum lglflll" fempus Viﬂﬁs 0&:11-

Vi
litionis penduli fimplicis, cuius longnudo =i, fit =wy.L,

=g
Iopgltudo penduh fimplicis ifochroni cum noftris ofcillationis.

bus erit 22, ideoque J—=tfrtlERk. Suora autem, remota

friQione, prodnffet Ioﬂgltudo P"lldllh ;lmiahcas ﬁfgmgrom :’f_’f.

. § s1. Ex hac erg go comparatione manifeftum eft, ob
ﬁi&lonem motiumn hbmtonum non mediocriter minui , mquc

~in ratione k: v ({(a— ¢) —i—l: k). Nifl ergo fuerit a—e=c,

quo. cafu centrum grauitatis in SJuperficiem. incideret, ob fritio-
mem motus libratorins femper retardatur. Praeterea vere vtro-

que calu ofcillationes ec erunt lentiores, quo propius centrim
grauitatis G ad centrum -globi C acceflferit; fi enim fiat in-
teruallum C G —=¢ == o, vtroquc cafu 101‘1g1t11d0 penduh fim-
Phas fit ipfinita. - :

§. 82  Tse autem . determinationes . non folnm ad

'globos adﬁrmguntnr, fed - etiam ad omnis generis’ corpora, quae

fuper plano horizontali motum. wvacillatorium recipere valent,
extendi poffint. Sit enim PR Q corpus quodcingue , quod
{uper plano horizontali T O inftar cunarnm motum recnpwcum
reupue valeat, ob bafin fmm in pun&o contactus R incurua-
tam; fitque centrum huius curuscurae in C, ac ponatyr alti-
tudo CR == ¢; tum vero fit G centrum grauitatis totius cor-
poris , dum in flatu quietis verfatur, " ac ponatur internallum
CG=¢, vt fit GR—a-—y¢ Praererea vero pofito huius
cmpons pondere —='P, fit eius momentum inertiae refpedu

Tab. ViI,
Fig. g

axis per G tranfeuntis :Pkk, quippe circa quem aXem COr=

~pus inter nutandum gyrari eft cenfendum. Quibus pofitis ,
£ nulla plane adeffet friGio, tempus cuinsque vacillationis fo-

wk .

ret — vige

fec.; accedente antem frictione vel mmxma, ‘hoc

Noua Aéta Acad. Imp. $¢. T, L - S tems



tempus ﬁlblto fiet —ZX L2 };“‘g ’i“f‘_’“_“ atque -hinc ea quae

olim - de -talibus monbus fum - commentatub, neceflariam illuftrar

tlon.em adipifcuntur ; vbi 1mp11mis obferum oportet, jpfam
,,,,,,,,,,,,,,,,ﬁ1&101115,7quant1tatcm ‘hic non in computum ingredi , atque '

eundem effeGum effe proditurum, dummodo ﬁxé’ao non plane
cuanefcat.

§ 38 Quod porro ‘ad eos: binos cafuis dttinet, quos
fupra remota omni frictione euoliimus, vbi interuallum ¢ quani

minumum tult—ﬁhmtum, omnla motus pliaenomeéna etiam ace
cedente ‘friGtione fimili .qiogué modo definientur;* formulae enim
huc pestinentes a- faperioribusin’ hot- potifimum difcrepabunt,
quod’ hic logco quantitatis & fcribi oporteat b=V ((a—e)*+kk);

quamobrem etiam ifti motus lentiores erunt quam cafu fupra -

trattato. Haec igitur fere funt omnia quae circa humsmodn
Gtus globi heterogenei per calculum deﬁmre licet.

§. 34.. Coromchs loco adiungam’ Theorema memoras
tu d1gnum circa ‘triplicem motum ofcillatorium, quo corpora,
qualm in § 32 funt defcnpta, agitari poflunt.

¥

’I‘hem ema

'Si habeatur corpus quodcunque PRQ, bafi c1rcu1m
fen fphaerlca in R praedltum, cuius centrum. fit in G, et cens
trum grauvitatis in G, eius vero maffa few pondus fuerit — P;
in'eo triplex motug ofcillatorins. confiderari: poteft: I Si hoc
corpus circa sxem horizontalem per C tranfeuntem more pens.
duli libere ofcilletur; tum pendulum ﬁmplex ifochronum repe-

Hetur,: {i momentum  inertize huius corpons refpe@u axis C

fumtum. dividatur- per produ@um P,.€ G. - 1I'. Si:idem corpus
plano politiflimo- houzcntah 1.O. in: R umu,mhyn_s, vacillationes
/i




» (‘ 113:9) R———

minimas peragat , itd vt nullam plade fentiat friGtionem; tum

- pendulum ﬁmplex ifochronum . reperletur s i momentnm iner-

tise refpe@u axis horizontalis per ipfum céntrum grauicatis G
tranfeuntis diwidatgr per idem produdtum P. C G. Il .Siidém
corpus plano 11011201&&111 I 0 . vteungue, afpero in. R incums

bens vacillationes abfoluat tum longitudo penduli fimplicis

ifochroni reperietur, fi momientum inertize refpediu pundti con=

tac?cus R fumtum per produ&um Prin C G Hlulaatur.
Verltas huins Theorematis. pro parte pnma eX motu pena

d‘ulmum cft manifefta: fi enim ponatur interuallum G G —=v¢, et

momentum - inertiae refpecdtu centri grauitatis =P k k., tum vero

radius —curuaturae G R = ¢, notum eft - fbreﬁlengxtﬂdmcmfpcn-

duli fimplicis ifochroni / ,_":E_“g::”_ff, .at pro cafu fecundo ex
fupra tradms elucet fore J =*X; "et pro cafu tertio / —L:;‘;;i;:*‘_ié :

$ea Dis-
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