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INSIGNI PROMOTICNE

SCIENTIAE NVMERORVM

§ 5

m,ﬁaﬁ omnino {unt, quae celeberr. La Grange Con

ment. Academize Regiae Borufficae pro_Annc 1773
de diniforibus foramlae generalifiimae B2+ Cou+ Du#
demonftrauic, er maximam lucem in (oientia numerorum ,
quae etiamnunc tantis tencbris et inuolura, accendunt, Ob
hoc ipfim autem, quod ifta traftatio maxime eft generalis,
ii qui non fads funt exercirati in hujnsmodi {pecuia Jnibus,
non parum difficultatis offendunt, neque vim alium  fubli-
mium demonftrationum fatis perfpicere valent. Quamobrem
haud inutile eric omnia momenta, quibus hae demonfira-
tiones innituntar, diligentius explicare arque  ad formulas
magis {peciales accommodare , quandoquidem hoc modo
nmnia facilius intelligi poterunt.  Deinde imprimis accurd-
tius cxponam , quantum firmamenwm hine plurimis theore
matibus, quorum veritatem per folam indutionem mibi qui-
dem cognoftere Heuie, afferri poffic, vnde mulo clarins

patebic, quancum aghuc ad eorum perfetan demonftratio-
nem defideretur,
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Lemma.

§. 2. Sip et g foerint numeri inter {e primi, tom
omnes plane numeri in bac forma generali ¢p + B¢
comprehendi poffunt , idque infinitis modis. Huiys lemma-
tis demonftratio per e facilis paffim inuentiur.

Problema I
§. 3. Sip et q fint numeri inter fe primi, n vero
denotet numerum quemcungue dutum , fiue pofitium fiue nega~
tiuum , fusenire omnes diuifores huivs formulge: pp4nqaq.

Solutio.

Denoter D diviforem quemcungue numeri in hae
forma p p+-#g g contend, .fuque 4 .quotus ex hac diuis
fione ortus, ita vt fit Dd = pp ~~-#44 Hic jam ftatim
evidens eft, numerum 4 ad ¢ fore primum; fi enim g
haberer diuiforem] communem , eundem quoque p habere
deberer, contra hypothefin, quamobrem numeras p per 4
et g ita exprimi poterit, vt fic p — a4 - £4, quo valore
fubftituro fiet

Dd—aadd+aapdg+(Bp-+n)ag
ideoque divifor

D=aaudta2apg-+ (PBF)qyg,
vbi erpo 88t erit numerus. integer, qui fit =4, im v
habeatur

D=aadt 2apg-+hiq,
pro qua forma forihamns

D=frrdgqr+kqg,
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wa vt fic f=d, romx, g a8 et ob h=Rier erie
Fh—=ppB 4 %3 hincque fier 4 fh—gg = 4n Hine igi-
tr pater , ommes dinifbres formae pp--#gg {emper
continteri in hac forma:
D=frrtgyr-+hqg, _
dummodo fuerit 4/~ gg — 4u Ac vicilim, fi fueric
Dojrrdggr-t+lgg, e
4df=4fFrrtafgari-45fhqg;
ieogue ob 4 fh—4n-t-gg, erit
4Df=(2frtgq)+anag, |
quae forma a propofita non diferepac, fi modo dividacur |
per 4. ,
Corollarinm 1.
§. 4 - In genere igitur omnes Giuifores formulae

_ propofitae g p -+ # 4 ¢ comprehendere licebit in ifta for- |

mula latiffime patentes frr + g7 s 4 h5s, dummodo fue- ,
rit 4 fhi—gg—=a4n fine fh~-1gg=—mn; vade patet, in- o
numeras hujusmodi formuolas exhiberi pefle, quoniim nu-
merum £ pro lubitu accipere licer. Ex ¢o qutem nameros
f et h ita definiti oportet, ve fax 4 fh—a4n-t+ 88

Scholion.

§. 5. Quoniam autem inoumerabiles huinsmodi for.
mulas: fry--grs—+ kss, eshibere licet , in quibus fic
4fk~gg=—n, pwum hinc-lucri ad noftrum - inflirueum
afferri videtur. Propofito enim quocunque numere I, ad
diindicandumn , verum efie poffic divifor formac pp +#44,
omnes illae innuwmerabiles formulue confiderari deberent,

Mm 3 num
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num forte ifte numerns D in quapiam illarum contineatur,
Praccipuum igitar inuentum, quod Illuftri /z Grauge accep-
tum referre debemus, in hoc confiftit, quod infinitem illam
huiusmedi  formuiarum multitndinem ad  exiguum  nume-
rum pro quomis cafu reuocare docuic, id quod in fe-
quente problemats exponamus.

Problema 11.

§. 6. Formam generalem diviforum ante inuentar,
frr+grs4-hss, ingua fit 4fh—gg=n, i aliam eius-
dem formae, ¥ tt-+g tu 4 W uv, fransmutare, in qus fit
g < vel W ; manente propriciate 4+ 0 ~g g’

Solutio.

Ponamus effe f< & et numernm g quantumuis effe
malorem quam f, ac ftatuamus #=—¢—a&s, quo valore fub-
ftitnto orietur ifta forma:

fit(g—2afdis+(auf-ag-hb)ss;
vbi manifefto & ita affumi poteric, ve fax g—2eaf<f,
vhi quidem animaduertendum eft, nihil referre, verum
£ — 2 & f prodeat pofifiuum an negatinum, Stauatur igi
tor £ —2af= - g’ ita vt cerec fit g'<f, tam vero ob
analogiam loco f feribatur f7 et f-ag +h= I ericque

4+ fb-gg=afb-gg=n
Hoc igitur modo forma propofita redufta eft ad hane:
ffeetgitsakss,

EI

T contineatut,
Jrange accep-
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in qua certe eft g7 < . Quod fi iom eueniat wv¢ g ad-
hue maius fuerit quam #, tum fimili modo ifta fornmia
in aliam transformari poterie, in gua coéfficiens medius vere=
vis extrerao fic minor, vode patet formam propofitam

fred-grsthss
femper in aliam - fimilis -formae

Fitd+gtutton :
conuertd poffe, in qua g minus i quam f7 et A, fimul
que etiam fiat 3 —-g'g =mn

Corollarium 1.

§. 7. Hoc igiter modo infinita multicudo formutae
um frregrsthss, in g 4fh-gg=n ple-
rumque ad fads exigunm numernm redoci potelt, dum fi-
licet omnes illee formulae excludi poffunt, in guibus co@f-
ficiens medius g maior eft alterntro cxtremorum.

Corollarium 2.

- §. 8. Cum igitur fit tamn f> g quam &> g, evit
afb>4gg Sitigior 4fh= 488+ A, st com effe
debeat 4fh—~gg = 4n, erit 388 -1 A= 4n, ideoque
388 < 4n, hine ergo g <V <&; quamobrein loco g fue-
ceffive cos- taituns valores affumfiffe fufficier, qui fune mi-
norés quam V12, ex quibus fingulis facile colligentor va-
fores hirterarum. f et £ ex aequatione +fi—=gg-+%,
quo- falto omnes plane divifores formae pp 4-1 2 ¢ certg
continebuntur in quapiam harum formularum fimpliciorui.

Schom
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Scholion,

§. 9. Quoniam aequatio 4fh—gL=4n locum

habere nequit, nifi g fir pumerus par, pro g fatim feri-
bamus 2g, vt forma d Gt frr-y-2 grs+hss, exiftente
fh—gg=mn, quac ergo forma femper ita veduc poteft

vt fic 2g<f vel <& Hacc gurem redptio commoditiime

per gradus inftinii poteft, dom loco & in fuperiori redu-
éione fribitur voiras, Tra fi feric dinifor

Defrr-2g8rs-+hss,
erit guoque

Defrrt-z2g rsWss,
exiftente duplici modo vel

F=f&g=rf-ge W=f—-28-+h,
vel eriam

=h, g =b-get-fi=f—-28+h,
Quoniam membra extrema inter f& commutare licer. Quod
fi hic nondum fuerit 2 g’<f” feu 2 g’< 4/, ifta operatio
tam din continuari debet, donec fiar 2 g <f vel h; vhi
notandam , in his formulis terminum medium - 2 g 7.5 tam
pofiiuom quam negatinum accipi poffe, propterea :quod
pumeri 7 et s denotare pofiint omms pumerds: ALEEros
finz pofituos fiue negatinos. His igitur praemiffis inuelti-
gemus omnes divifores primos numerorum vel in hac for-
ma: pp-+nugg, vel in hac: pp—ngg contentorum; fi
guidem dinifores compofiti ex primis comporuotr, ia vt

cognitis ompibus diviforibus primis fimul omnes compofi
Dabeantyr,

Pro-

wht em e m M

— 4% locam
£ (atim feri-
§ 55, exiftente
& reduci  poteft
. commodiffime
g perfori  redu-

R,

R -7,

licet. Quod
itta operatio

[ £ vel h; vhi

2 g7 s tam

 oprerea .qued

eros. integros

E miffis  innefti-
k1 in hac for-
f ontentorum; G
b ungur, KR VE
R ncs  compofid

Pro-
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Problema TiI.

§. 1o,  Tnuenive omnes dinifores primos namerortm in
hac forma: pp-+nqq, contentormm , exifentibus sumeris p
et q tam inter fe primis quam rvefpelle numeri o,

Solutio.

L. Quia cnim hic de diniforibus primis rantum fer-
mo eft, nifi p effet quoque primus ad #, formula pptugg
etiam admitterer omnes dinifores numeri #, qui propterea
aullam joveftigationem requirunt ot {ponte f& produne. Sit
ergo D divifor guicunque formae pp %44, ac moda
vidimus femper fore :

Docfrr4ogrsa-hss,
exittente fh-gg=n, ita vt fit tam 22 <f quam 2 g < &;
quare cum hinc fit f% 2 g et A>2g, erit fi> 428 Sit
igitar fh=488+ A, e quin fh—ggmn, erit 3g5-+ACn
ideoque g2 <2 et g <V % Hacigiiur conditione mulitudo
formarum pro dinifore D ad ¢o minorem numerom redu-
citur, quo minor fuerit numerus n, Cum jgitur fic
Dofrrgz2grs+hss, e
Df=ffrr+afgrs-+fhss,
ideogque ob fh=gg--n fier
Df=(fr+gsy+unss,
quae eft ipfi forma propofica. Simili modo permutacis lit-
teris f ct B eric quoque
Di=({hs+grfturr,
vnde patet, §i fuerit D f numerus formae pp--%44,

tum etiam produftum D & fore eiusdem formac, i1 ve fuf-
. Euleri Op. Aual. Tom. II, Nan fijae
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ficiat alterutram inueniffe, Pro quonis ergo cafit quaerans
cur omaes valores liwerae 7, qui fint £, /% f4 f7) ew.
atque omnes dinifores primi D fta erunt comparati, vt vel
D, vel Df, vet Df, vel Df, etc. fint numeri formae

pp-+ngq Haecque fequantur ex demonitrationibus Ii-
luftris /o Grange.

1. Haec igimr ‘coniungamus cum iis, quae lam
olim de formis horvm diviforum primorum fam commen-
tarus, vbi oftendi, cmnes hos divifores comprehendi poffe
in huiusmodi exprefBone: 4#7-+a, dum filicer ¢ denorac
certos num.res privios ad 4 # fimulgu: minores quam 47,
vbi tantum femiffis taliom numerorum occurrit, reliquis
hine prorfus exclufis. Vnde fi & denoter hos numeros ex-
clufos, affirmari poterit, nullos numeros, in forma 4#i4a
contentos, efle pofle divifores formae pp 144 liae
autem formae egregie conueniunt cum praecedentibus. Si
enim fuerit = p p 4 # 4 g, alerater nomerorum p et 4
dehet effe impar, ideoque g vel par vel impar, Sit primo
g par, ideoque g4 numerus formae 4, fiee Dognidpp.
Vade patet, literam #ilam & comple@i omnes numeras qua-
dracos impares et primos ad 4, fiue refidua, quae ex di-
vifione horum quadratorum, per 2 # fala, remanent. Sin
autem fuerit g numerus impar, ideoque g¢ formae 4i+3,
hine fiet D— 4 #i+ pp -+ n Vnde pacet, literam a eriom
comp'e€ti omnes numeros formae p p -+ n, qui quidem ad

4 # {inc primi, vel eormm refidna ex diniflone per 47 re=

munentia. lidem vero etiam numeri pro a refultant, fi fue.

rit D F numerus formac pp - n g4, id quod in excmplis
facilius oftendi poterit,

113
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" parati, vr wvel
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o
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fo 5, quae fam
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Il His expofitis, cum formz 4#é-i-a complefa
tur omnes divifores formae p p - u g 4; altera aucem for-
ma 4 #i-4-« nullos dinifores in & inuolua:, ex priori for-
ma 4#i-2 excludi debebunr omnes nomert  digiibites
per quempiam numerum formae 4 # 4+, Quod i igi-
tir demenflrari poffer, hoc meode ex formula 464 -4e
omnes plane numeros excludi, qui nequennc ¢ divifores
formae p p -1 g g, tam manifeto f{equereror, omnes o~
meros primos formae 4 # { + 6 certe effe divilorss formae
2p--844, quandoguidem tantum numeros compofitos
boc modo exclufimus. Towm ergo negotium buc redi,
vt demonftretor, formulam 4 4 - & omnes plane conti-
nere numeros primos, gui nequeunt effe divifores formae
pp-+ngq; quod fi demonttrari poffer, nihil amplius in
hoc genere defideraretur.

Corollarium 1,

§. 15, Pro quouis ergo numero # omnes numeri
iplo 4 minores ad eumque primi in duas claffes diftrie
buentur, quarum alieram lictera @, alteram vero littera o de-
fignavimus, ita ve formula 4ui+a contineat omnes diuifores
formae pp 4844, altera vero formula, 427+, divifo-
res illos penitus excludar, neque vllos numervs iftius for-
mae vnquam et poflit diviler formule p g+ wg g Mul-
tindo autem numerorum vtrinsque claffis femper eft eadem;
Icilicet fi multtndo omnjum numerorom minorum  quam

numerus 4 # ad ewmque primorum fuerit —z2 A (femper -

enim ifte numervs eft par), Prior forma 4 continet A nu-
meros, totidemque etiam continebit altera forma .

Nn 2 Corol:
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Corollarinm 2,

§. 12. Circa has formulas: 47i+ 6 et 40t a,
jam o'm demonftraui, fi numeri s et 4/ in priore claffe
occurrane, tum ibi quogue ocensrere produftum a4’, id
quod eriam de pluribus numeris huius claffis eft incelligen-
dum ., qui (i fuerine &, 2%, &, 8 et etiam produtta tam
ex binis quam pluribus horum numerorum, atque adeo eriam
omnes eoram poreftates in cadem claffe reperientur, poftguam
feilicer per 4 # divifi ad refidoa minora quam 4# fuerint
redufli. Deinde etiam demonfirani, fi ¢ fuerit numerus po-
fterioris claffis, tm in eadem quoque reperiri debore nu.
meros ag, de, 87, a’*a, ce. Vnde patet, multitodinem
numerorum pofterioris claffis minorem effe non poffe quam
primae claflis.  Quod autem multitudo virinque fie prorfos
aequalis, id etiam facile demonftrari poteft. Tum vero edam
hoe c.rum eft, fi o, &, & &', et fuerint numeri po-
frerioris claffis, tum tam corum ¢uadrata quam ecrum pro-
duéta ex binis in priorem chiffem ingredi, produfla autem
ex ternis iterum in claffe pofteriors reperiri

Corollarium 3.

§. 13. Omnia igitor, quac adhue in hoc genere
defiderari poffunt, huc redeant, vt demonitretur, claffem
4 1§+ g omnes continere nomeros primos, qui nequeant
effe dinifores formac p p-+ng g3 tum enim cuitum erit,
omne- numeros primos formac prioris 4.8 4§ 4 cene effe
dinifores cuiuspiam numeri formae pp - 044

Problema 1V,

§. 14, Intienire ommes diuifores primos numeroruts
in hkac forma: pp~nqq conlentorum , vhi guidem, vt
ante

L I S R

WO EYLum

aet 4%i+4a,
in priore claffe
duftum a ¢, id
fs eft incelligen-
am produtta tam
atgue adeo eriam,

 “encur, poltquam
B om 4z foerint
¥ wcrit numerus po-

£ viri debare nua
f rer, mulizudinem

E non pofle quam
W inque fic prorfils

Tum vero eriam

| :rint nwmeri po-

lam eorom pro-

f produfta auem
¢ 1

z in hoc genere
mitretur, clafiem
3, qui nequeant
im cuiftum eri,
i+ a certe efle

ndg g

rimos RUMErorum
vhi quidem , vt
ante
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ante, e q non Jolem fint wrimi i 4
e %a. =. Q non folum fint primi infer fo, fod etiam
Solutio.

L nouamou quod p fir etiam primus ad m, ideo can-
tam ?.n adiicicur , quia alias etiam omnes divifores nameri
# hic in cenium venirens, quos tamen hic excludimus, vipo-
te per _.n.EuEmn:.om. Hic igitur primo patet, i fueric D
divifor primas forma: p gy —=gg, tum eam fore dinifo-
xem momaum #g g —pp, iquidem fueric 494 maius quam
Py .7.E= fi fo.ric 1) divifor formae pp —nga, ericquo-
que m:.i.on forme spp—angq, quac forma ;- i loeo
# g feribamus 7, abic in hanc: wpp— 7. Deinde codem
modo vt ante patct, [emper fore

. D=fre4agrs-r+tss,
exiftente f h~gg=—u, hancque formdn fmper itz re-
dnci pofle, At fiat 28 < f fimulque 2 g <k, vbi quidem
wmnm ::Emﬂ.o:ﬂﬁm f et & non refyiciuncur, fi foree aleeru-
rom memhrom fiat negatinum; quare cumy, ob f> o g e
h>z2g, Gt fli> 488, enidens et fieri non poffe
fh—gg—=——u
nifi vel f vel £ fuerlt negativum, vade forma diviforis i
deber conftitni, ve fic
D=frryaopgrs—4hss
fierique debet —fh—gg——n, fue fh+g8=+n Quo-
niam igitur Fh4g8, necefle eft vt fic 58g<n, ideoque
£ <2V % ita ve hoo cafd pauciores valores pro g relinquan-
wr. Tum attem erir
Df=ffrrcgrs—fhss, fine
Df=(fr+gsf—-nss

: Nn 3 - quae
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quac eft forma ipfa propofita, Porro autem erit
Dhi=snrr—(gr—14ks},

quae et forma noftra inuerfa #p p —44. Hine igitur in-
celligitor, £ foerie D £ numerus formae pp—ng4g, um
¢o ipfo formulem D 4 fore numerum formae npp—4g4.

. 11, Actommoderms haec etiam 2d eam formam di-
viforum, quam olim exhibui ; ac primo quidem fi fueric
D=pp ngg, pro cafibus quibus g eft numeras par, ideogue
4 formac 4.4, fiet Dz=pp—4ni ; vnde fi ponatur D=4nita,
ob ppS>4ni, i pomaur pp=4nk-b prodibic ralis
formi: D= 4ni-+b ita vt fic g — b, ideoque omnes nu-
meros goadrates ad 4 primos in fe compleltatur, Sin au-
tem fit ¢ numerns impar , ideoque g4 formae 4.7 + x, fiet
D=pp—n—4ni, pofitoque jternm pp—4nk--&, prodit
D=—4nit+b—n, ita ve hoe cafit fit 4=5~m, vbi # denota-
re poteft cmnes numeros quadratos, vel refidua inde orta.
Simili modo i fueric D .= #n pp —g g, enidens ¢ft , valores
pro a hinc prodituros praccedentium fore negatiuos, jra vt
# comprehendac omnes numeros guadratos, deinde etiam
omnes numeros formae p p —#, tam pofitize quam nega-
tine fumtos; quamobrem forma omnium diniforum ita ex.
hiberi poterit, vt fit 424 -+ 4, forma autem pro numeris
ex claffe divifornm excluis eric 48§ -4 ¢, guorum mul-
titudo aequalis eft priori, feilicet ¢ femper totidem fortictur
valores , quor lmbet litcera 4.

15 Quo igicur etiam in hoc genere nihil amplius

dcfiderari queat, id tantum fuperct, vt demonftretur, for-
mam

T el A3

d

o T

fine igiar -

j 1 —ngq, Om

fc npp—44.

B« formam di-.

g idem fi fueric

-l

; par, ideoque
atur Dzansta,
prodibic talis

quae omnes nu-

:Eramay, Sin au-
ae 4.+ 1, flet
k-5, prodit
1, vhi b denota-
jdua inde orta.
ans eft, valores
legatinos, ia vt
, deinde etiam
ge quam nega-
pifornm ita e€x-
m pro numeris
. guornm mul-
totidem fortietur

re nihil amplius
emonftretar, for-
mam
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mam pofteriorem 4 8/ - & omaes plane continere numes
ros primos, qui nunquam effe queanc diuifores vilius mu-
meri vel formae pp—ugg, vel npp ~ g4

Corollarium 1.
‘ §. 15. De his binis formulis: 424 +-aset 40i 4-2,
guarum ifla omnes dinifores involuie, hacc vero excludit,
cadem valent, qoae ante funt tradica. Scilicer fi a, &’y 47, etc
ad priorem clafiem perdineant, ibidem quoque reperientur
tam omnes -poeftates quam produfta ex Dbinis pluribusue
horum momerorim ; tm vero fi ¢ ¢ numerns polterioris
chaffis , ibidem quoque occurrent omnes numeri 4@, o g,

e 4 etc., ita vi multitudo horum numerorum minor effe
nequeas quam priovie claffis,

Corollarium 2.
§. 16, Quoniam littera & compleitur omnia qua-
drata, ante omnia eius valor erit — I, t0m vero etiaky g,
25, ete, nifi numerus # habeac diviforem vel 3, vel 3, ete
His enim cafibus ifta quadrata excludi oporret, guia alionuin
forma 4 # - & numerus primus fieri noa poflet,

Scholion.

§. r7. His igirur generalibus praeceptis expofitis
omnia clariora euadent , fi cafis particalares encluamus
hic emm plura adhuc eccurrear, quae in genere attingere
non licuit. Sufficie autem id in aliquibvs exemplis often~
diffle , quibus pertrallatis non difficile eric rabulam conftva-
ere, quae pro omaibus cafibus formas diwilorum  primo.
rum exhibeat.

Exem.
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Exemplum 1.

: "'§. 18, Inuewire omnes diuifores primos numerorum

in formuls pp -+ nqq contentorum , dum fiilicet pro p e
q affumatur tumeri inter fo priumi.

-

. Selutio.
Pofito divilore primo
D=frr4-28rstfhss,
ob #=1 dehet effe fh=gg+ 1, tum vere gV 35 vo-
de pater, pro £ alium valorem affumi non pofle practer o
rom aatem erit fA= 1 ideoque tam f— 1 quam A=1,
ficque omnes divifores in hac forma D=rr—-ss cond-
nebuneur , ita vt fimma duorum quadratorom alios divifo-
res non admittar, nifi qui ipfi fint fummae duorum gqn-
dracorum, Aliera autem forma diniforum erit 44+ 1, €t
exclndentnr omnes numeri formae 4 8- 3 file 4% —1I.
Quod fi ergo demonftrari pofiee , formulam 4{— 1 omnes
plane continere numeros primos, qui nequeunt effe dinifores
formae p p~ g 4, tum fimul demonftrarum effet , edam
omnes dinifores primos formae 44i-+ z fore fummam
duorum quadratorom. Hoc autem jam dudum 2 me poft
Fermatium eft demonftratum,

Exemplum o.
6. 8. Inuenire ommes diuifores primos formae
£Pr—4%
Solutio. .
Hoc exemplum ad problema quarrum referwur, cft-
que #=1, et quia deber effe g <V, neceffario fieri oportet

E=

for |

fin

cla’

nm

B¥-apeBEs

o5 HUAMErOTHM
licet pro P &

g2V V-

¢ offe practer 1*H

quam k=3 >

f r 55 conti-

B m alios divifo-

duorum qua-

B rit 441,

f o fiue 48— 1.
g 4i— 1 omnes
E 1n¢ effe dinilores

n effer, edam
fore fommam

! qum 2 me poft

primos  formae

| um refertar, eft-
(fario fieri oportet

g=
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== o0, ideoque f4 =1, vnde oritur haec forma diuiforum:
D=rr—ss, quac vique continet omnes plane numeros
primos excepto binario. Quamqguam enim haee forma Labet
m_mmm_.mm -+ § et # -5, tamen continec omnes primos, fi
fuerit 7 — s =1, cuius ratio eft peculiaris. ld etiam alwera
diviforum {orma mwc._mamﬁ qua, ob az1, fit 44 4 v, in qua
omnes plane numeri impares continentur, ita vc hoc cafu
nulli excludantor, altcrague forma 47 4@ hoc folo cafu
mullum locum habeat, Ceterum hic cafiis proprie hue non
pertinet, quia diuiloves formae p p— g4 per f¢ conftant.

Exemplum 3.

§ 19. Inuenire ommes diuifores primos  formae

PP--294
Solutio.

Hic cafus pertinet ad problema tertium, exiftente a=2,
vnde cum debeat effe g < Vi, erit g =0, ideoque fh=2,
hinc forma diviforum erit — 774255 Vnde patec, nu
meros formae pp+-24g¢ alios non admittere divilores,
nifi qui fine eiusdem formae, quod quidem etiam iam du-
dum et demonftratum. Altera autem forma D—=gi -2,
ob a=pp, vel etiam a=p p + 2, pro a hos dat valores:
T e 3, ita vt omnes divifores formae pp-i-2 44 fint vel
85+ 71 vel §4-1-9 Formae ergo, quae ex clafle dinifo-
rom excluduntur, fant 8/ ~-5 et 8 /47, quas igieur fub
forma 84+ & compledti oportet. Quod fi ergo demon-
fivari poffec, folos numeros primos harum formarum ex
claffe diviforum excludi, imul demonftratum effet, omnes
numeros primos priorum formarum g#--1 et §%# -3 con-
tineti in formula p -+ 3 g ¢, id quod quidem iam eft often-

Euleri Op, dnal, Tom. I1, Qo fum,
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fum. Ceterum binae pofteriores formulae etiam ita exprimi
pollunc: g4 --1 et §4— 3, ita vi valores ipfius o fint nega-
tivi iphius 2, id quod in genere de diviforibus formae
pp-+nygg et tenendum,

~ Exemplum 4.
§. 20. Inuemire ommes diuifores primos format
Pp—2qq e app—44

Solutio.

Fx problemate quarto eft #—2, ideoque, ob gLV,
erit iterum g —o et fh—=2, vnde pro diviforibus erit
D =rr—2ass vel etiom D=2rr -ss; vnde patet has for-
mas nullos alios dinifores admittere , nifi qui ipfi fint eius-
dem formae. Pro forma antem D=8/ : a, quia elt a=pp,
vel etiam a=pp—2, valores pro g erunt - 1, ergo omnes
dinifores contincbuntur in forma 8§/ + 1; exciudontur ergo
omnes numeri formae g4 4 3. Vnde fi foli pumeri primi
formae 87 + 3 exclaffe dinifornm- excludantur, noceffe eft,
vt omnes numeri primi formae §4 -+ 1 in forma propofita
contineantur.

Corollarium 1.

§. ar. Cum in Problemate tertio redudtio diviforum
ad formam pp + # g g plerumgue vnico tantum modo fuc-
cedat | in cafu problematis quarti talis reduftio femper in-
finitis modis fuccedit; femper enim numeros p et ¢ infinits
molis ita =ffumere licet, vt vel iple divifor D vel Df
formnlae p p —~ 1 g g4 aequetur,

Corol-

qam Ita munm:.m—ﬂm
ius ¢ lint nega-~
aiforibus formae

f 1que, ob g3V,
i diuiforibus eric
E » pater has for-
# i ipli fine elus-

| quia eft azpp,

1, ergn omnes

b xcluduntur ergo
i numeri primi

i rur, necefle eff,
I forma propofita

f

v

. .duétio diniforum
f intum  modo fine-
£ (tio  femper in-
t. petq infinitis

gilor P vel Df

Corol-

~8 ) 291 (S

Corollarium 2.

§. 22, Cafu antem huins exempli notari meretur
fi fuerit D—=pp—24g, twum etinm fore D=arr— vy,
quoniam hae duae formae inter (¢ aequales feri poflune,
iis enim aequatis fit

pp-t+ss=2(gg+#r)=(g-+ry-+-(g~r7,
tavtfit p—gd-ret sTzg—n

Exemplum s,
§. 23 Tuneuire dinifores primos formas pp-+3q6

Solutio,

Quia hic eft #=3, ideoque g£<71, tantum erit g=o,
hineque divifor D=rr -+ gss, ita vt etiam hoc cuio
omnes divifores primi fint formae pp-+3g94 Qut
autem limes pro g inuentus ipfi vnitati aequatur, quam
fuperare non debet, euoluamus etiam calum g—1, vnde fe
Fh=4 ideogue vel f—1x et h=4, vel fma et h=a
Priori cafu fit

D=rrdarstass=(@+sy+gss,
guae eft ipfa forma propofita. Alrero cafu fit

D=z2rri-arsd-2s9,
guae forma cum fattorem habeat 2 ftacui debet

D—rr4-rs-t+ss
quae autem pariter ad propofitam reducitur, Nam fi s eft
numerus par, puta s— 3¢, erit

Dorrtarttgtt=(r4-8)+38t;

Qo 2 fis
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fio antem s eft numerns impar, etiam # debebit effe im.
par, quia alioquin ad cafum praecedentem reuclueremur ;
erit ergo r -+ s numerns par, vnde pofito r —=2¢—s fiet
D=gtt—ats+ss=38+(—s),
vnde patet foperiorem conclufionem etiamounc valere, fem~
perque effe D= rr4- 355 Deinde pro formula 127+ a,
oba—pp et a—1, tum vero formula 8 =pp+3
dat ¢ =, vode omnes dinifores continebuntur in alternra
haram formularum : 12/ 4+ 1 vel 12/ 7, quas coniunétim
ita repraefentemus: 12441, 47, vel etiam hoc modo
12i+4+1, ~5 Si enim omnes valores ipfius g infra 29
‘n genere deprimere liceat, admittendis feilicet numeris nega-
tivis, tom altera formwla 12/ = &, in qua nullus di-
vilor cuntinetur, erit 12745 et 127 41, vel 124 —1,+ 5,
vade patet in genere valores ipfius ¢ negativos effe ipfivs a.

Exemplum 6,
. a3 Tnuenire divifores formulae pp—3qq etiam

3PP—4¢
Solutio.

Applicando hic problema quartum erit # —3, ideo-
que g < v, confequentur £ = o et fh—=3, ynde dinilor
eric D = 77r—3ss Hinc patet, hos numeros nullos alios
diuilfores admictere, nifi qui fint eiusdem formae, Deinde
pro formula 12§ -+ 2, ob a = pp, vel a=g3—pp, ali va-
lores nen prodennt, praster @—1, ita vt omnes dinifores
continenntur in hac forma: 12 f 4~ 7. Formula igitor divifo-
res excludens erit 12§ 4- 5.

Schoe

chebit effe ima
reuclueremur ;
r=ai—s fiet

g = huu b)

inc valere, feme

= onula 1244,

L a=pp+3

E jtur in alteruira

quas coniunéim
iam hoc modo

£ ofins g infra 2w
g o nuiseris nega-

qua nullus di-

B el 127 -1, 5,
$ iuos efle iplivs 4.

p—3q9q eliam

it 73, ideo-

3, vade diuifor

.

 2ros nullos alios
f formae, Deinde
B 3 pp, ali va-

omnes dinifores

; ala igitor diuifo-

Scho-

w2 ) 208 ( e
Scholion,

§. 24.  Iitas formulas iam olim expediul, et de-
monfiraui eas afios divifores nor admittere , nifi qui fint
eiusdem formae, id guod in maioribus numeriz pro # &l
famtis non femper contingi. Conueniet autem eos cafus
excludere, quibus # eft vel numerns quadratus, vel per qua-
dratum divifibilis. Si enim foree = — fmm, tom formula
2 p-=kmmgq convenivet cum hac: pp 474

Exemplom 9.
S as.  Tnuenire divifores numerornm pp-+-594.

Solutio,

Ob ViSg erit vel g—o vel g:=1; prioi cafu fic
fh =5, pofteviori vero fh -6, Prior cafis dat dinilorem
D - rr+4555, quae eft iph forma propofita; pofterior
vero dat vel °

D=ryrd-ars4 6ss vel

—ar¥-f-ars-3s55,
quarnm formarum illa per reduftionem ad primam redit,
oum fie

B=(4s)y-45ss5,
haec vero ab illa diferepat, cum inde fiat

2D=—grr-qrs+6ss=(ar-+s) 5553
vade patet, omnes divifores vel ipfos effe nwmeros huivs
formse, vel eorum dupla, ita vc, fi iple divifor 12 non
foerit formae p p4-54 4, eius doplum 2D cexce famrum
fic huins formae. Deinde pro forma 20i+a, cb 2—pp
eius valores hinc nati erunt 1 et g, ex altera autem for-

Oog pla
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ywila = pp+ 5 colliguntur iidem valores 1 et 9. Quiave-
o bic tantum de diviforibus agitur, pro @ edem fumi po-
teriy 22 vynde oriuntur valores 3,7, ficque formula omnes
inilores contineps erit 20i--T, +3, =7, --9, conira
-ero formula dinifores excludens eric 20i-1,—3,—7, =%
Si iam demonfirari pofiet, itom poltremam formulam conti-
uiere omnes numeros primos , qui nequeunt efle dinifores for-
mac propafitae, fimuldemonticatum foret, omnes numeros pri-
mos in priore forma contentos certo efle divifores ciuspiam
nunteri formaep p+ 5 4 4, idesque vel ipfos vel eorum dupla
eandem formam habere debere. Tales autem numeri vsque
ad centum funt

5L 3T 23 %9 4% 43 40 61, 67, 83, 89

Exemplum 8.
§. 26. [Tnuenire dinifores numerorts Jormaz pp-594.

Solutio,

Hic ex problemate quarto eft #=5, vnde ob g2av%
fumi poterit g=— o, vel etam g=1. Nihil enim nocet
fomere g ==1; fuperfluum tantum foret, ipfi maiorem va-
lorem tribuere. At gz= o dat divifoyem rr —5ss, hee
eft formae propofitae; alter vero velor g=1 dat f h=4
ideoque vel )

D=rr4-ars—4ss, vel

D=szrr-+23rs—3ss
Prior reducitur 2d D= (r-+5)'—5s5, hoe eft ad propofitags,
pofterior vero per 2 divifa dat diviforem ,

D=rr-rs—ss,

quae

et g, Quiave-
etiam fami po-

1¢ formulz onines
-7, ~-g, conira

u L,=3"T 9
g formulam congi-
B e dinifores for-
f ines numeros pri-
#E iilores cuinspiam
3 el eorvm dupla
E m numeri vsque

83, 89-
Jormae pp-59¢-

b vnde ob2 VY
Nihil enim nocet
g ipfi maiorem va-
rr—55s5, hoe

—1 dat .ﬂaﬂa

eft ad propofitam,

quae

.n
T
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quae forma etiam ad propofitam reducitur, quod ita oftendo.
Vel ambo numeri » et s erunt impares, vel altera par, al-
ter impar. Pro cafu pofteriore fit s——2 ¢ eritque
Dorrtzri~gti fiue BD=(r+ty—5it
Sin autem ambo pumeri fint impares, erit ecrum {uuma
7~ par, puta 2 ¢, ideogie 7 = 2£—5, vnde Jic
D=gti-ats—ss=5té—(t+s)
Patet igitur, omnes dinifores numerorum formae propofitae
quoque eiusdem efle formae. Jam pro forma zo0i+ 2 ve-
lor g = pp prachec t et g, alter autem valor a5~ pp
mevmn itidem 1 et 0, ita vt omnes divilores contineantur
in hac forma zo{ -+ 71, 4 9. Alera antem forma diuifo-

res excludens erit 20§ -+ 3, 4 7.

-

Scholion.
§. 27. Quoniam ex his exemplis iam fatis liques,
quomodo pro minoribus n'mmeris 4 fingulas has operationes

inftitui oportent, aliquot exemply cirea numeros maioves ad-
hue afferamus.

Exemplum g.
§ 28 Inuenire ommes diuifores primos numerorim
formae pp-+-179 1.

Solutio, :
Cum fit Vi <3, pro g labebimus tres valores
o, 1, 2. Primo fit £— o, ideogue f% =17, hinc divifor ori-
tur G—rr41755, ideoque ipfius formae propofitac, “ecundo
fomatar g =7, erit fA=i8=1 18=2 9=3 6, vode nafeun-
tur hae formae:

D
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v, De=rrd-ars—-18ss=(r-4-s)y - ¥ss

2% D= 2rr+2rs--9ss, vade fit

2D 4rr-+ 4rs+18ss=(ar-Hs)+ 11855
ita vt 21D fit formae propofitae;

F. D=grr-t-3rs-- 655
cwins triplum induit formam propoficam:
Tertio fit g==3 ideoque fh—ar=1 =375 vnde
orirar

7. D=rrd 4rstarss=(r--25) 1758

2. D=grr4-4rs—+7ss '
cuius triplom iterum formam propofitam induit, Quam-
obrem onmes dinifores ita erunt comparati, vt vel ipfi, vel
eoram dupla, vel eorum tripla habeant formam propofitam.
Quod deinde ad formam 6§ ~- 4 attinet, valor a=p g
pracbet numeros, 1,9, 25, 49, 73,53, 33, 41 § alter antem vas
lor a=pp-+17 dat 21,33, qui numeri cum praecedentibus
conuepiant, Qui autem hic etiam fubdupla et fubtsipla oce
currere poffunt, primo patet formam g = £f nullos dare va-
lores idoneos: at a=%f fequentes praebet pumeros: g, 27,7,
11, 39, 23,31, 63 Deinde vero formula g—iiEtl dat o,
2r, etc. qui mumeri jam occurrunt Denigque formula
g — 217 pracbet 47, 17, 27, etC qui itidem jam adfont

3

Quamobrem omnes valores idonei- pro a erunt

3,3 % 0 1,13 2%, 23, 25, 77, 31, 35 39, 49, 53, 63
Hi autem sumeri multo facilins inveniri poffunt; ftatim
enim atque aliquos tantum reperimus, quoniam nouimus ,
cornm produfta ex binis pluribusue etiam ocourrere debere ,
ante ompia autem omnes numeri quadrai per fo occurrunt,
ex

B o B e i 4

fiac ;

de h:
que

fores
fietqu

F

758

1758

3.7; vade

1SS

git. ‘Quam-

i vel ipfi, vel
| propafitam.
e lor a—pp

£ er autemn vas
¥ raccedentibus

¥ {ubtripla oc-
i [los dare va-

:ros: 3,27, %
i =17 dap Q,

.ﬁwm formula
jam adfont

t

.. h mmu Gm.

E offune; ftatim

B nonimms ,

% rrere debere,
E fo occurrlf,
i €x

kb i 11+

]
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ex quibus, quia etiam 3 ocourric, iam omnes plane repe-
riuntur. Quod fi iam omnes hos pumeros infra femiflem
numeri 68 deprimamus, dum maioruin complementa ad 68

figno — offefta apponimus , tum valores ipfins & fequen-
tem feriem confiituent:

+Hu ...m..m.. -5, +4. +©u .+Hmo ..._l.._.ww — 1§, —ig, um..wf
+23, +25, +27, —29, +3%, +33
Si iam omnivm horum numerorun figna mutemus , obti-
nebimus omnes valores litterne « , pro formula 68i--z,
ex qua omnes divifores funt exclufi.

Corollarium 3.

§. 29. Hinc igitur perfpicuum eft, etiam pro om-
nibus aliis numeris pofitinis loco # affumes in valoribus
litterae # omnes plane occurrere numeros imparcs minores
quam 2#, et qui fimul ad # fine primi, dom alii figno
alii figno — funt affedli,

Exemplum 10.
§. xo. Tnuenire ommes dinifores Primos urmerorum it
kac formula: pp—19qq, vel etiam 19pp~qq couteniorum.

Solutio.
Hic igicar ob n=xg erit g V'Y, ideoque g<z2, ¥-
de habebimus vel g—o vel g=1. Sit primc g= o erit-
que divifor D==#r — 1955 ob ff = 19, ideoque hi divi-

fores jam func ipfius formae propofiae. St porro Z=T
fierque

Euleri Op. Aual, Tom. IL Pp £
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fhzg~1=18=118=2 9=3 6;
vnde tres cafus funt euoluends ;
. T. D=srtars—18ss=(r+s) —19ss
quae forma iam in propofita continetur,

2 D=arrd-2rs—oss,
cuius duplum ad formam propoficam redit,

g% D=grr-+t-ars—6ss
cuius teiphim in forma propofita continetur. Sicque omnes
divifores quaefiti vel ipfi, vel eorum duplr, vel eorum
tripla in forma propofita continentur. Deinde pro forma

4ti-+a, fiue 76§44 valores ipfius a ex fequentibus
formulis derivari debent:

Y. a=pp dat 1,9, 35, 49, 5, 45 17, 73, 6%
2° g=%f dat mullos valores idofeos, quia ommes forent
pares. 3% a=tf, fine @-=3¢f, pracbet hos valorss :

3, 27, 75, % 15, 59 5% 67, 3%

4. a—m—pyp dat 15, 3, ewx.
qui iam occurrunt,

. 5. a=2=fP dat g, 5, 3, et

qui itidem fam adfunt,

6. a=1=F? dat 5,71, 15, etc.
gui etiam adfoor. Quamobrem omnes numeri idonei prc &
affumendi , quonfam tam pofitive quam negative accipi pof-
font | infra 38 deprimi poflunt , dum filicet majortn com-
plementa ad 76 apponuntur,

5,3 5 9,15, 17, 25, %7, 31-
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Pro altera auten forma 767+, in qua nulli diuifores oc-
currere poflunt , valores ipfius ¢ dfunc fequentes:

Ty Ty I3, 21, 235 39, 33, 35, 37+

Schotion,
§. gr. Haflenus alios numeres pro @ non aflum-
fimns , practer primos , quamobrem edam adhuc adiunga.
mus duo exempla circa numeros jeompofitos,

Exemplum 1.

. 6, 32 Inuenire ommes dinifores primos numerorus
is hac forma contentorum ; pp-+3oqga.

Solutio.

Hic ob 2230 et g<V10, loco g quatuor valo-
res 2fumi conueniet, o,71, 3,3 quos engo® fingulos per-
curramus

I g—o prachet fh=30, vnde pro dinifore D fequentes
formulae nafcuntur:

s D=rri-goss,

2% D=arr 1585

8% D=gvrsr410ss

& D=5rre-6ss )
quarsm prima cum forma propofita congruit , tum vero fo-
cundae duplum, tertiae triplom et quartae quintuplam ; vbi
notctur , loco quintupli etiom fextuplun fumi pofle , quan-
doguidem fi fuerit

5D=pp--309¢,
Ppa fum
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tum etiam eric
6D=pp—+-3099
IL Sit ism g—1, erit fh=3r, vnde vnica forma nafcitur
D=rrd-ars4giss—=(r--5Y 43085,
guae eft ipfa forma propofita.
Il Sit g—=, erit fh—34—=1 34=2,17; vnde duae
formne nafcuntur
1 D=rrd-4rs4-33ss=(r-4-2sy 43088
3. Dzarra-4rs41yss,
cnivs duplum ad formam propofitam reducetur.
IV, Sit g=4 eritque £i=39—=r 30=3.13, vnde terum
dune nafeuntur formae
1. D=rr6re4-39ss=(@+3s)-+305s
2 Dogrr4-6rs4-1355,
cuins triphum induit formam propofitam. Ex bis igitur fe-
quitur , ommes divifores D ita effe comparatos , ve vel D,
vel 2D, vel 3D, vel 61 in forma propofita contineantur.
Deinde vero pro forma 4néi-+ g=—1z0i +4 ame OmMUA
notetur , multitudinem omnium numercrum minoram quam
120 fimulque ad 320 primorum effe 32, vnde iam certo in-
ferre poffivnus, numerum valornm tam  ligerae 4 guam o
effe 16, Cum igitar primo in 4 omnes numerl guadrati ac-
gurtant, formuls @ = p p dabit hos tantum pumeross T et
49 at vero formae %P 22 e 2F nullos plane praebent nu-
meros ad 120 piimos. Altera vero forma #=pp-+30
pracher hos tantum numeros : 3¢, 79. Hine amtem  porro
g2t fine haec: a—ati-+15 pracbet 17,23, 47, 13
Porrs = b, fine a—3#4410 praebet 13,37 Haec igi-
turr

a=13
tant |
huc
mula
fume
Sic |
prael |
mus

Quaoc §

comp }

a di

vhi o §

vel fi
tur o
ws o

Py -+

contin §

claffis
quorw

vel et |

Hae i
Eirtera

jraefe

forma nafcitur

3 1]
vnde doae

E 3055

g .

vnde iterum
E 305858

his igitur fee
B s, vt vel D,
g 1 contineantur.
E  ante  omnia

B inorom  guan

E. jam certo in-
¥ cac 4 quam @
ri quadrati oc-

f numeros: T et
f 2 pracbent pu-
az=pp-+30

. auten  porro
17,23, 47, 13
k| 37, Haec igi-
: wr

SRR L
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Er forma tantum dat duos valores. Denique =2+, five
a—6tt-+5 dat hofee 3 11, 29, 59,701 Hoc autem modo
santnm 14 prodierunt valores pro littera 4, ita ve duo ad-
huc defiderentur, Verum hic perpendendum eft, loco for-
mulae pp-+30 generalivs poni powiiffe pp 3097, vode
famendo p=3¢ et per 3 dividendo ftacui poteric a=3¢-H0g7.
Sit mnc g—=2, fielque a=3it+40, vude cafus =1
prachet #=43, at £-—g dat #—=67; hocgue modo nahi fu-
mus omoes 16 valores ipfius 2, qui ordine ita procedunt:

T, 17,13, 17, 23, 29, 30 37 43 47 4% 59, 67, 79, 10, 13-
Quod fi iam loco numerorum maiorum quam 60 eorum
complementa ad 120 cum figno — fembantur, it qumeri
ita difponi poterust :

+I-%, +1,+ 17, —19, +23, +29, 435155 —4%

+43, +47 +495 — 59+ 59,

vbi omnes plane mumeri jmpares ad 3o primi occurrunt 2
vel figno - vel — affedti, vbi fi figna mutentur, habebun-
tr omnes valores litterae @ pro formula 1207 -, cu-
fus ompes numeri ex claffe diviforam excluduntur.

Corollarium 1.

§. 33. Omnes ergo divifores nnmeromm formae
pp+314q in quamor clafles diftribuuntur, quaram  prims
continet eos, qui jpfi funt formae pp-+-3047; fecunda
claffis vero eos, quornm dupla fant eins formae, terda,
quorum tripla et quarta denique eos, quoram quintupla
vel efiam fextupla ad formam pp-i-gogy veduci poffunt.
Hae igitur quatuor clafles, fi formam propofitam pp-+304¢
litera F, divifores vero littera D defiguemus, boc modo re-
praclentari poffunt : .

Pps3 E

|
1
I
!
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L D=F; IL 2D=F; ML 3D=F; V. sD=F;
vbi notafle ivoshir, fi fuerit 2D=F, tum etiom fore
15D =F; fimilique modo fi fuerit 3D = F, erit etiam
oD=F; at fi fueric sD=F, erit etam 6D=F.

Corollarium 2.

§ 34 Quande dicimus, omnes diuifores numero-
rum formae propofiee pp-i-3044 in forma 130i-+6 con-
tineri , id non ita eft intelligendum , quafi omnes numeri
in formula 120§+ @ contenti effent dinifores , fed inde ex-
cludi debent omunes illi, qui per quempiam numerum for-
mae 120i g fant divilibiles. His antem fublatis maxime
probabile videtur, omnes religuos numeros formulae 120i4-a,
ideoque imprimis numeros primos, certe fore divifores cu-
juspiam numeri formae pp-+3094. Ik autem mumerd
primi in formula 1204 contenti facili negotio guousgne
fibneric aflignari poflunt, quippe qui hoc ordine vsque ad
240 progrediuntur

1,1, 13, 17, 53, 36, 35, 57 43 47 59> 675 19, 101, T3,
131, 137, 749, 151, 157, 163, 167, 179, 399, 233

Corollarium 3.

§. 35. Quonfam omnes diuifores funt quadruplicis
generis, inde etiam valores ipfius 4 in quatuor claffes diftri-
bui conueniet, prouti inde oriuntur divifores vel primae,
vel fecundae, vel tertiae , vel quartne claflis, quibus ergo
fubferibamns charnfteres cuiusque claffis 1, 2, 3, 6, hoc modo:

7, 11, 13, 7, 23, 29, 3%, 37, 43, 47 49 59 07 719, 1L T3

. P 32 3 6 1,3 3 2 1 m_ 3 5 G... 2.
Hic igitur notari meretur, fingulas claffes quater osm”suo..
e

i 8

Y

cui
nal

Prc

by

Y later oeccurrere.

V. sD=F;

etiam fore
, erit etiam
1=K

1
?

E (ores numero-
® o0f-l-a con-
E mnes numeri

fed inde ex-

® umernm for-
. latis maxime
E oulae 120i-+4,

Jdinifores ci=

& utem  numeri
W tic quousque
f ine vsque ad

B, 79,101,113,
B

B ¢ quadeuplicis

r claffes diftri-

% s vel primae,
f, quibus ergo
g . 6, hoc modo:
7, 79, 101, 13

1, 6, 2

Exem-
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Exemplum .

§: 36. Tuuenire ommes divifores primos aumerorum in
lhac forma: pp—30qq, fiwe in hac: 30pp—qq contentorumn.

Solutio,

Cum hie fic ¥ <3, pro littera 2 habemus tan-
tum tres valores o,1, 2. Hinc cums fic fh=30-gg, pro
primo cafi erit fh=120, pro fecundo fh==29 et pro terdw
7k =26, quos igieur calus evoluamus.

L Sit g=o et hinc nafeontur fequentes valores :
. D=rr—goss, :
2 D—arr—isss,
3 D=g#rr—1055,
4 D=grr—~06ss
11 Si g=1 vnica forma nafcitur
D= sy 4ars—agss=(r--s)’—5055,
quae ergo eft ipla forma propofita.
1L Si g—-3 criuniur duse formulae
© v, Drra-4rs—26ss=(r+asy—305s:
iteram ipfa propofita; .
2. D=arr4-4rs—13ss,
cuins duplum fit numerus formae propofime. Hise erge
nafeuntur quadruplicis generis divifores , qui pofica lers 8
pro formmls ‘propofita funt
L D=E I 2D=F. JL 3D=F. IV. 6D=F
Deinde vero pro formula omnes dinifores continente 120§ -4
erit primo vel a—pp, vel a—=LF vel a2t vel s=E2

—t

yode
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vnde afii numeri ad go primi orirl nequeunt nifi ex prima
forma ¢—pp, ideoque duo tantam valores hinc nafeuntur :
fcilicet 1 et 49. Altera autem forma erat ¢= vel 30—pp,
vel PPyl =2bP  vel 2=PP, quaram prima a=30 -pp
pracbet hos numeros ; 29,19, gT. Quiz autem loco ¢ po-
nere poffumus gog g, formula ¢ —1w0—pp praebet in-
fuper hos valores; g, 7r. Secunda ad formam a-2fi-15
redu@ta dat hofce mumeros: 13, 7, 17, 83, 13, 107. Huic vero
formutae aequinalet 15pp—24g, ergo fumto p—3 erit
quoque 4=135—244; vade prodeunt 13, 7, 103; ideoque in-
fuper nomus 103 nccedit. [Ex tertia forma a—3#f—-10
hofee nouos numeros nancifcimur: 7, 17, forma autem affinis
a—=10tt—3 pracbet infaper 37. Ex vldma forma 5t¢-6
nafcuntur hi valores: 1, T19; ex forma vero affini e—67i—35
ifti: 1,19, 49, or. FHinc imprimis notandum eft, eosdem
numeros ex diverfis claffibus oriri poffe. Prodierunt autem
hadtenus .

T 7 33 17, 19, 20, 37, 49, 77, 83, 95, 103, 107, 113, 119
guoruwm valorum numerns quidem tantum eft 15, cum effe
deboret 16 ; quia autem nouimmus, euinsque numeri com-
plementum ad 120 efiam ocowrete debere, ifte defeftus fa-
cile fuppletur. Deerat feilicet ror tanquam complementum
ipfius 19, Quia autem numeri 4 tam pofiive quam nega-
tive accipi poffunt, complementa reficere licet , ita vt pro
a hebeamus ofto fequentes valoses

.Hv .Nu HWu Hﬂn H@u h@u Wﬂa ho

reliqui igitur numeri praebent valores licterae ¢, qui erunt
totidem

T, 23, 31, 4, 43, 47, 53, 59-

Corol-

de }

eft
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Corollartum 1.

§. 3v. Hoc igitur caft, admilio meo Theoremate ,
quod omnes numeri primi in forma 4#7 -4+ 2 content f-
mal fine dinifores numerorum formae pp + # g4 4; numeri
primi ex noftra formula 1204 -4 ¢ ord vsque ad 240 funt
fequentes: .

£,7:33,17, 19, 29, 37, 71, 83, 10T, 103, 4CY, 1£3,

127, 137, 139, 149, 157, 191,223, 227, 234,

Corollarium 2.

m.mm. pmoaua Ermnnﬁc_ﬁmgmﬂ.m_.ﬁmm“aom-
dem numeros ex diuerfis claffibus ortos effe, msifeftum
eft nequicquam quatuor claffes diverfas effe’ conftituras, fed
binas earum in vnam coalefcere poffe. Primo epim omnes
divifores quartae claffis, pro quibus erax 5 D=F, fiue
etiam 6 D= F, jam in prima clafle D= F reperivnwr,
ita ve femper, quoties fuerit 5 D = F, ctiam firurom fie
D = F. Simili modo dinifores terdiac claffis eram continen-
tur in claffe feconda. Quod i enim fueric 3D =F, fem-
per etiam erit 2D = F, quamobrem omnes dinifores pro
forma propofita pp— 30494, vel 3opp— g4 ad dvasan-

tum claffes priores rewocari poffunt: fmper enim eriz vel
D=Fvyl 2D=T.

Corollarium 3.
§. 50. Omnes igicar numeri primi cx neftra fors
ma 7207+ 4 oriundi duplicls erunt generis, dum vel

ipli vel eorum dupla formam propoficam haberi poffunc,

quos fimili modo vt ante diftingui conuenier, fubferiben-
do fingulis valoribus charafterés vel £ vel 2
Euleri Op. Anal. Tom. 11, 0Qq 7,
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1,7, 18, 17, 19, 29, 37 4%
1,2,2 2 §, &, 3 L
Vbi notetur, ambos charaleres totidern occurrere.

Scholion.

§. 40. Quod fi ergo pro numeris cuiuscungue for-
mae pp + #44 omnes dinifores primi d:fiderentur , €08
acillime ex noftra forma generali 4 n1i—-a affignare licet ,
duam conera, fi formulis ah Ulatri La Grange exhibitis vti
vellerus , opns foret maxime moleftum , ex fingulis formis
frr4+20rs--hss omnes numeros primos  ¢licere 3
quamobrem maxime eft optandum , vt demonftratio firma
fllius mei afferri detegatur, quippe quo demum ifta Theo-~
via ad fommum perfeftionis gradum euchetur. Arbitror
aucem, talem demonftrationem mox fortafle {perari poffe ,
fi {equentia momenta probe perp.ndanmr.

1). Poftquam pro formula propofita quacungque
pp - ngg ambac meae formufae 4ni--a € 4ni--&
fuerint conftiturag , eag fimul omnes plane numeros impares
ad propofitum = primos compleftuntur ; twm vero Omnes
dinifores ad formam priorem 4 # i - a referontur 3 nulli
antern numeri alterius formae 48 i+ o poffunt effe dini-
fores propofitae, fine omnes numeri pofterioris formae €X
clafle diviforum penitns excluduntur,

2). Probe perpendatur, quouis cafin omnes valores
ipfius & egregia lege inter {e cohacrere, ita v¢ omnes coOl-
fun@im quafi ambitom gquendam complesum condticwant, in
guo nihil deficiar nihilque abundet , gnandoquidem omnia
produita ex binis pluribusue horum numerorum wn_.cnw in

eadem

T

i

ek

ore.

scungque for-
entur , €08
ignare licet ,
cxhibitis vid
wgulis formis
s elicere 3
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crari poffe 5
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Bt 40
i 1cros impares
E yero  OMNES

antur 3 nulli

g ot clle dini-
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E n iterum in

eadem
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m&ﬁd clafle cccurront, ita ve fimul atque aliqei valores
Enum.& pro & fuerint inuenti, ex iis reliqui omnes facile de-
finiri queant, praecipue quoniam omnes numeri quadrat
eorumme refidva refpeftu diuiforis 4 # cere ingrediun-
tur. Vnde i hoc modo omnia produfta, arque etiam po-
,.Bmmﬂam numerorom iam iuuentoruma inferantor, mox tom
#ta claffis ita adimplebitur, vt multitndo omniom tumerc-
rum hae periineptiom {emper fic femiffis omniom plane au.
merorum ad 4 # primorum ecoque minorum; akera vero
{emiffis praebebic clafem numerorom @, gni nuilo modo
dinifores euadere poffunt.

a). Hinc igitur patet, ambas iftas chaffes difcrimine
maxime memorabili et in natara ipfa numerorum fundato a
fo inuicem diferepare, aique adeo effentialier a {¢ fnuicem
diftingu! , it2 vt numeri aleerius claffis natura fn b alera
claffe prorfus fint diverfi.

4). Quoniam nulli numeri claffis 4# i+« vnquam

S

effe poffunt divifores vllius numeri formae pp-+ng4g:

ifta claffis tanquam origo {peftari debet omnium numero-
rum, quorum naturaab indole diuiforum sbhorret, quae re-
pugrantia quoque ad omnes numeros extendi deber, qui
divifibiles funt per vilum numerum claffis 4#2i-+e Si
enim tales numeri pofient effe dinifores, etam ifti huius clas-
fis numeri forent dinifores, id quod nawrae rei repugnat

5). Cum autem produfta ex binis numeris claffis
4ni-+ g in clafem diviforum 457 -~ 2 srapfeant , mani-
feftum eft , in prima claffe plarimos occurrere dchere ab
indole diuiforam alienas ; omnes fcilices eos, qui per vium
numerem aleerivs claffis font divisbiles.

Q0qz. )
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6). Quod fi jam omnes ifi numeri in clafit 4nita
deleantur fine excludantur , qui natura diviforum  vefragan-
tur, maxime probabile videtur, reliquos numeros omnes
indole diuiforum fore praeditos, Cam hoc modo tantum nu-
meri compofiti expungantur, ewfdens eft omoes plane nu-
meros primos in forma 4#ni-{-a, contentos reuera fore
diuifores cuiuspiam numeri formae pp +#g4 Tomum
ergo negotium huc redic, ve ifti probabilicad vis perfeflae
demonfrationis concifieenr.  Hacc autem veritas fi gha oft
elegantins ita proponi poteft.

Theorema: demonftrandum,

§. 41. Si fuerit 2 divifor cninspiam numeri formae
pp-t-ngqg, ita ve it aD=—ppt-ngg, wm quoties

4ni-+taelt numerns primus, totics quoque erit D(4nita),

numerus formae p p +-#4g 4 Hic antem fequentia notari
oportet. 1) Numeros p et g inter fo effe debere primos.
2) Diviforem ¢ etiam primum effc debere ad #, quoniama
divifores ipfius # hinc excluduncur, 3) Quod fi foree eue-
niat, vt nomerns D (4 #§ - 4) non videatur in forma
pp-+-nqqg condneri, tum femper eius quadruplum, vel
etiarn eins produftum per aliud quadramm, core in e
contineri. Quoniam jgitur hoc cafu eric
D(anis=0)= () -+a2(1),

haee refolutio nullam exceprionem mereri eft cenfenda. Y
cum ft 27— 4 ~-133, 1%, erit a—27 e #=1I <t Dery,
vode formula 477 4@ cuadit 44 i+ 27, quac cafu i=1
pracbet 71, hoc eft numerum primum; neque amen in
intcgiis offe porelt 71 = pp-4- 114 Ef vero

4+

=n

A fu 0

an e et

oD oo

o Lom sz

fe 4nita
refragan=
0§ ormones
antunt nu-
plane nu:
nera fore

Torom
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i qha et

weri formae
n quotics
W(45ita)

b iria notari

E ¢ primos.

quoniug
forte eue-
in forma
aplum, vel

Eoree in €R

[

i

! ifenda. Ira

ee D=3,

foafu i— 1

ramen o

b 0
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4091 = 284 = 3* 4~ 15, 57 ideoque

yr = (i) 4 (i) .
Tales avutem- cafiss- raro occurrunt et ideo nom f{nnr estc
piendi, quia numeri formulac 4 #¢-- ¢ ita ex clafle dini-
foruma excluduntur, ve, ctiamfi pro g et g numeri frafi
accipiantur , tamen nunguam dinifores cffe queant.

Scholion.

§. 4. Soperfluum foret has inueftigationes ad
huiusmodi formulas: m p g -+ 2 ¢ 4 extendere, cum omnes
dinifores numerorum formae mpp--ngg femper fine ecam
dinilores numerorum formae pp -+ Mmugg. Quae igiur
olim in Tomo XIV Comment, Vet. Academize de diuifo-
xibus numerorum formae mpp + #g4 ¢, fum commentatus
et magnam pariem ex fola induftione conclufi, nunc per
egregias proprietates ab illuftri Le Grange demonfiratas non
folum plofimum HluGranenr, fed etiam ad muko maiorem
certitudinis gradum perducuntur, ita ve fam nibil amplius
defideretur , nifi vt folida demonfiratio Theoremaris allac
detegatur , quam nunc quidem mox ex(pefare licebit, Mea
autem methodus imprimis hac gaudet praerogatiua, quod
cius ope omnes plane divifores huiusmodi formularum
mpp—+ ngq ffignari et, quousque libuerit, continnari
poffunt, id quod infuper fequenti exemplo dclarabo.

Exemplum,
§. 43. Tnuenire omncs divifores formaz pp-+39qq.

Primo igitus per formulss illaftis La Grauge quae-
ramus omnes dinerfas formas horum diniforwm, e com fit

D.n 5 =




w52 ) 310 ( Gife

# = g9 ideoque V¥ < 4, fufficiet pro g affumere hos qua-
tuor valores: o, 1, 2, 3.

1. Valor igitur g = o praecbet /4= 39, vnde hac duae
formae nafcuntur ¢ )
% rr-4-3985s, 2% §rr--1333,
gnarum prior dat dinifores D—F et altera 3 D=F; de-
norante ¥ formam propofitam,
IL Valor g=3 dat fh=40, vnde nafountur ikae
formae :
1% D—=rp-ars—4-4055=(r-4+s5) 43955,
ideogue D =F.
2% D=szsrr-lars-20ss,
guac forma autem numerns primus effe nequit.
35 D=grr-t2rs-- 10835,
quae forme itidem non dat numercs primos.
4L D=grerd-ars-4-8ss,
vnde fir sD=F, vel etiom s D=F.

10, Caliis g= 2 dat fh= 43, vnde vnica forma oritur
Dorrpq4rs-t43ss=(r-235+8955
ideoque D—=F.
1V. Cafiis denique g=3 prachet 4 = 48, vnde fequen-
tes formas numeros Primos continentes orjuntur:
12 D=rrt+6r5t-4855s=(r+ 353955
ideoque D = F.

2, D=grr-t-6rs-+ 1658
dat

[

vb

rel

et

P
fun
per
n
pex
fces

Sie
mac
per
auc
bus
cuic

% Qud-

e duae

¥ de-

ur iftae

§y

E 3 oritur
1958

R 1e fequen-

dat
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dat 3D =F, vel etiam 16D =F. Hinc igitur patet,
omnine dari tria genera diviforam:

i) D=F, 2) 3D=F, sD=F

Quibus conftitutis enolnamus formulam 424+a—=:x giita,
vbi primo notetor, omnium numerormm ad 156 primorum
ploque mincrum mulicudinem effe 48, vnde vsque ad fo-
siffem 78 erunt 24, quoram finguli vel poficiue vel nege-
tiue fumii pracbent valores pro limera e It ergo nomeri
eruat,

T, 8y 7o 11, T, 10, 23, 25,29, 37, 35,37, 51: 45

47 4953 55, 55 61,67, 7%, 73, 77
vbi primo quadrata habenc fignum -+, qui erge furm

+ 5 25 4495
reliqgnorum verg numerormin quadraca divifione per 154
deprimantur infra 78, vnde fiec

1'=—35, 17°=—23, 19=+49, 23°=+6T.
Pro reliquis numeris confideremus formam p g 4- 39, vade
famto p = t prodit 40, cnius numeri ad genus tertium
pertinentis dinifor 5 haber fignum 4. Iam quia praccedentes
mtimeri ad genus prinmm fune referendi, eorum produtta
per 5 etiom ad genus tertdum referri debebunt, vade m2-
fcentur {equentes numeri:

45, =41, —31, —%9 —67, —7.
Sit nunc p=2 eritque 4 - 39 = 43, qui eft diuifor pri-
mae claffis , vade etiam numeri huins clatfis fam  inventi
per 49 muldplicati dabunt dinifores primae claffis, qui
autem, cwmm numeras 43 fic nimis magous, facilins ex fequenti-
bus reperi mur. Sumatur igiur pog erlque pp4-39-48,
cuins digifor 3 im et exclufis. Sic ergo p=4, erit~

que
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que 16+ 39 =55, cnios diuiforem s iam traftanimug 5 ale
cer vero dinifor 1z etiam ad tertiam claffem perdner, per
hunc ergo numeri primae claffis mulsiplicari erune
411,459, —37,— 7%+ 71 +47-
Mulsiplicentur etism numeri tertiae claffis per 1 et pro=
duta depreffa, qui funt
+35,—17h—29,— 53; + 43 .l.u.ﬂ.

reuertentur ad claffem primam, Hoc modo omnes noftri
numeri figna fira debita funt adepti, qui com vel ad primam
vel ad tertam claffem referanror, manifeftum eft nullos
divifores fecundae claffis relingui. Ommnes itilicer bi nu-
meri jam in prima clafie continentur, quamobrem omnes va-
lores ipfius @ cum charateribus fais I vel TI fabfcrips
ita {e habebunt:
31, 45, —9, +11,—17, —19, —23, +25, ~29, —371, 35,~357

i mm Mm@ 1 om 1 1 1 ml M
++m.++mu+*qu++bulmm.+mmu+mmu+ﬁn.ladu+d 1,-73,~77

m 1 W I 1 I m 1 munrm kL
Neque vero claffis feconda prorfus cft inurlis: dantur enim
numeri primi, quos ad primam claffem retulimus, guorum
refolutio in integris non fuccedir, atque adeo denominato
rem quadrammm 16 poftular, coiusmodi numerus cft
61, qui aliter ad primam claffem redigi nequit, nifi hoc
modo: 61_=(¥14 3u(1). Eftvero 3.61=183=12"+39.1%
Quod fi jam valores negatiui pro a inuenti in poficiuuos
coruertantar, fumendis complemends ad 156, fequentes va-
lores prodibunt: .

X, 8y 11,25, 47,435, 47, 495 55: 59, 61,71,79, 83, 89, 115,
TWm 1 mimi I W1 mIpFwiil
110y i21,325,127,153,737,139, 149
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Nunc igitur omnes numeri primi in forma 156§ -2 con-
tenti certe erunt divifores cuinspiam numeri formae gp-+3547,
arque adeo vel ipfi, vel eorom quintupla, vel etism tripla
erunt numeri hnins formae. Hinc ergo omnes diuifores
primi ab 1 vsque ad g1z erunt fequentes:

I,5:11,41,483,47,59, 61, 71,79, 83, 8, 113,
wn.»w... 137,139, 149,157, 167, 181, X907, 109, 215,
227,239, 260, 277, 2§71, 283, 293

Corollarium 1,

§. 44. Quo faciline intelligatur , cur hoc cafit clas-

fis _..nn.numu. ad primam fic reuoluta , iam fupra oftendimus ,
fi divifor fuerit

D=frri-cgrs--hss,”

‘exiftente fh—=gg -4, tum non folum Df, fed etiam.

D 4 ad formam pp - ng4q reduci pofic,
generalins fi fuerit

k=ftttecgtut-lun,
tum produftom D £ etiam erit nomerus formae pp-+agqs
fa@o enim calenlo reperitur )
Dé—=(fri+g(tstru)+hsul+n(ts~ru)
Quod i ergo £ fieri queat quadrarum , vel divifibile per
quadratum , tum hoc quadratm omitti poterin. Nam fi
foerit D £/ numerus formae p p -1~ 2 g 4, tum, etiam ad-
miflis fraftionibus, crit quogue 14 eiusdem formae, 1ta no-
firo cafa pro diuiforibus fecundae claflis erat
. De—grr4-13ss,
jdeoque k= g¢¢-+xgnu, coius valor fomeo =7 €

#=1 fet k=16, qui cum fit numerus quadracus, have
forma ad primam reducitur.

Euleri Op. Anal. Tom, 11, Rr Corol~

Hine autem
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Corollarium 2.

§. 45. Nunc igitur omnfa Theoremata, quae cirea
huwiasmodi divifores olim in Comment. veter. Tomo " XIV.
dederam , mulio maiorem gradum certirudiois funt adepta,
poltquam a celeb. /o Grange formae itornm diviforom  fune
demonfirarae; atque nullum dubium effe videror, quin mox
quod in hoc genere adhuc defideratur perfefta Demonfiras
Gone MmUniatin

Corollarium 3.

6. 46, Antequam, hoe argnmentam penirs deferam;
memorabilem adhuc obfernationem adiungam circa figna nu~
merorum %, dum fcilicer omnes eius valores infra 21 de-
primungar.  Com enim horum numeroram primus e vlti-
mus fimyl fomd fant 24, difpiciendum eft, virmm I
duo pumeri habeant vel pariz figna vel difparia, virogue
erim cafp bini quicunque horum numerornm ab ex-
tremis acquidiftantes , quorum ergo lumma femper et 2 7
etiam habebunt fine cadem figna fiue contraria, Ira noftro
eafii, quo erat 2% =78, vlimus 77 Iabebac figoum —,
dum primus 1 femper habet fignum -+, vnde etiam figna bino-
rum ab ex:rzmis aeque diftandiom perpetus erinc contraria.
E contrario autem in Exemplo 11, vbi crat 2 2= 0%, vl.
timus numerns 59 habebat fignum —-, vnde etam hird
quicunque alit sb extremis aequidiftantes codem figno affe€i
depr- henduntur , cuins quidem phaenomeni rato hand dif
ficulter inucftigari poterie.  Huinsmodi autem obferaariones
taborem inneftigationis Diviforum non mediccriter fitblenant,
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SOLVTIO QVAESTIONIS
AD

CALCVLVM PROBABILITATIS
PERTINENTIS. .
QVANTVM Udo CONIVGES PERSOLVERE NDERE.
ANT, VT SVIS HAEREDIBVS POST VTRIVSQVE
MORTEM CERTA ARGENTI SVMMA
PERSOLVATVR,

§

.>E§.§=m hic elusmodi aerarium publicom effe conftit-
wm, cuins facultates quotannis vicefimn fui parte augerd
queant, ita vt fumma 100 Rubellonum poft amum ad 105
Rub, excreseat; quare fi breuitats gratia ponamus ;3 —A4A,
pracfens pecuniae fumma == C poft # anos aeftimanda eric
A*C. Vicilim antem quaeuis pecuniac fumma C poft #

annos folvenda pracfentd tempore valarem habeve cenfenda

el Htw.
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