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" plici modo produci poffe, dum fcilicet duo circuli mobi-

‘nuo fom perferutatus, in hanc proprietatem incidiffem,

o Au@ore T
E-“- :E FLE R. '@a 7

6. =.

‘ﬁl on dubito quin a Geometris, qui iam olim gene-
rationem Epicycloidum et Hypocycloidum  docu-
erunt, obferuatum fit, quamlibet harum curvaram du-

les prorfus diverfi circa peripheriam einsdem cireuli fixi
circumuoluuntur: neque tamen memini, hanc obiernatio-
nem vsquam legiffe. Cum igitur nuper, dum curuass
quae fuis euclutis five primis fine {ecundis fint fimiles, de-

haod ingrarum fore arbitror, fi- hoc argemenium data o-
pera pertraftanero, atque huius infignis proprietatis germi
nam demonfirationem, alteram analyticam, alteram geome-
tricam communicauero,

§. 2
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§. 2, Conueniet autem ante omnia cunéios diverfog
cafus confideraffe, quibus circulj mobiles fuper peripheria cir-
culi fixi prouolui poffunt, Sit igltur A centrum circoli fixi,
cufus radius A C =g, fuper quo- incedat aljus quictnque
circalus CBD, cuins centrum fit B et radius BC=4; initio

auteld motus tangat circulus mobilis circulum fixum in C,

vbi ftilum gerat, quo fua prouolutione defcribat Cycloidem
C Z. Circulpm fixum fimpliciter littera A, mobilem vero

littera B breuitatis gratia defignabo. Ac primo quidemn pa-
tet, dum circulus mobilis B continwo augetur, hoc.mo--
do ommnes curnas, quae Epicycloides Vocantur, generari. .

ITa’u. 1.
'Fig. 1.

Si enim circulusJ?;waneeﬁ:atﬁerpet‘m)qﬁidWin—eodm

puncto C manebit, ita vt tota curga defcripta in vaicum
punétum quafi coaleftat. Sin autem circulus B vsque in

infinitum avgeatur, ejus peripheria in lineam redam abi-

bit, circulum A in C tangenteim, ex cnius motu orietur
curna ex euolutione circuli nata.  Inter hos igitur duos
calus extremos ommnes’ plane Epicycloides conftitui oportet,
quae eo ampliores euadent, quo maior radius circuli mo-
bilis & accipiatur, : |

§. 3. Hic circulum mobilem B extra circulum
fixum prouolui aflumfimus; nunc igitur eum intra hunc
circulum collocemus, ita vt jam ejus radins B.C rap-
quam negatiuus, refpedtu prioris pofitionis, fpeari debeat.
Si-ergo primo hic circulus fuerit infinite paruus, perpe-
tio in eodem pun&to C perfeverabit. - Augendo autem
fucceffive hunc circolum  ejus prouolutione generabuntur

omnes Hypocycloides C Z, donec, cum diameter iftius

LFig. 2

circuli CD' radio circuli fixi C A fattus fuerit aequalis,

Hypocyclois € Z in ipfum diametrum fir abit

Acta Acad. Imp. S¢. Tom, 7, p. L G {i

ura. Quod




$S1g, tam iteram. praccedentes Hypocycloides refulta-

—— ———r———*'ﬁtsa—(ﬂﬁﬁgﬁﬁ—eﬁaﬁ-}—ﬁ,—qgwmd—madumJCiHCEPSJm———

Tab, 1,

Fig 3

~Cum igitar hic circulus C.d refpe®u praecedentis pofi-

w8 ) 50 { e

§ vero citculus B vlterius angeatur, vt eius diameter
CD=2) maior fiat radio circuli fixi CA=—a, fine

bunt, atque talis circulus, cuius radits b —:{a-+ c), can-
dem Hypocycloidem defcribet ac minor cirenlus, cuins ra-
dius b=:(a—o¢). Quin etiam, fi circulus B ipfi circulo
fixo A fiat aequalis, nnlla amplivs prouclutio locum ha-
bere poteft, fed ftilus perpetuo in codem punéto C perfe-
verabit prorfus vti cafu b=c. Ex quo iam intelligitur,
omnes Hypocycloides duplici modo generari pofle, quando-
quidem eadem curna defcribitur, fine radins circuli mobilis

demonilraturys,

§ 4. Augeamus nunc vlterius circulum mobilem
B, vt circulom fixum A fuperet eumque totum in f&
comple@atur, ita vt fit b >aj fum autem i pundtum
contattus- initio fic in C, vbi fimul filus concipiatur, pro-
volotione buins circuli B circa fixum A curua defcribe-
tur CZ, tota extra circulum fixum fita, quae ergo ite-
rum ad claffem Epicycloidum érit referenda, atque adeo
cadem erit, quae prodiret, fi circulus mobilis, cuius dia=
meter foret =DE, exceflni fcilicet diametrorum CD fuper
CE aequalis, fiue cuivs radivs foret =6—a, extra circu-.
jum fixum, qualis in figura eft circalus C 4, reuolueretur.’

tionis pro negatiuo haberi debeat, fi eius radius vocetur.
—d, erit —d=b—a, fue d=a—5, ita vt fit b+-d=a, et
punc demonftrandum eft, a duobus circulis mabilibus, quo-
rum radii fint & et d, eandem Epicycloidem generari, fi
fuerit & +d=—a, fiue quoties in figura filerit C 4= DE.

‘ DE
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6. 5. Confideremus circulum mobilem , cuins radiys Tab, I

=5, quigue extus circg peripheriam circuli fixi, cuius centrum

in A et fadins A C— prouoluatur, horumque circulorum

contactum initio ponamus fuifie in pun@o’ C, dehine vero
circulum mobilem peruenige in fitym PZQ, vbi circulum
A tangat in punéto P, centrum autem habeat in O, ira ye
fit PO==4, ideoque AO=a-15 Quod £ igitur in
hoc circrlo capiatur arcus PZ aequalis arcui € P, erit

Fig. Y

o wjﬂipwy—dﬁideﬁqmﬁ'ﬂa—c Z.  Hinc porro ad
axem ACD ducatur normalis ZX, vt ré@ae AX et

X Z referant binas coordinatas pro pundo Z, ad quas
definiendas etiam ex centro  circuli mobiljs O ad axem
agatur. normalis O R, per Z vero re@a SU, reGam A O
fecans in' U, re@am  vero OR in §, ita vt fit AX=AR
—ZS et XZ=0R-08§.

§.6. His pracparatis vocemus angulum CA Q=]
et cum fit arcus CP=cuw, erit etiam arcus PZ=qu,
qui per radium OP — 3 divifus dat angulum POZ=12

lamob AO=—4.1 3 ox triangulo A OR fatim nan.

giftimur A R =(e+2) cofw et OR — (a4 5)fin.y,

Deinde quia angulus OUZ — ¢ ¢¢ angulus PQ Z — 1o,

erit an alus OZ S = (a=8y 10 quo brevitatis ratia -
8 . A q : g ;
feribamus A @, ira vt fit A==k, ideoque b= “Hing

iam in triangalo OZS, b 0z—13 ‘h_ab'ebim_tis .
ZS::"E:cof.?\m € OS=#finng,

ex quibus ambae/cogrdinatae ita prodibunt expreffye: -
’ G 2 AX
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AX—y—=AR-SZ=(a-+ bycof.a—bcollhi et
XZ=y=0OR=03S —(a-+b)ina—bin e,

1

‘vbi fi loco & fcribamus valorem )\—_‘i—;-', fiet

x:i—f’_—;(?\coﬂu-—coﬂhm) et
Ly = 52 (Moo @ - fin, Na).

§. 7. Videamus nunc, num alins circulus mobilis
aflignari queat, qui eosdem valores pro coordinatis x ety
pracbeat, quod fi caim contigerit, enictum erit, eandem

Epicycloidem duplici modo produci poffe-—Popatur—igitur—
huius alterivs circuli radius — &', vnde oriatur N:g_;_t._zg;
tum vero ifti circulo refpondeat angulus ', et quia coor-

dinatac eaedem efle debent, erit:
‘ — e / ! .
¥= g (Mool w —cof. Ma) et
—_ / / R
g = (M finw — fin. N ')
quae expreffiones Vi illis aequales reddantur, partes prio-
res fuperiorum acguales frathantur partibus pofterioribus

" iftarum ~expreffionum, vicifimgue partes pofteriores illa-

jum partibus priorum, yode nafcuntur quatuor fequentes
aequalitates: .
A o eof N, 2 —_— i N
)‘—_—.;coﬁw__, ,‘_\,_”c;}f.?xm_, lﬂﬁn.m_ﬂ }\,_Iﬁn.?\m,
A

L N ol — e — N _fn. o
= co{.}\.m._,m_lcoﬁm ) - h_lﬁn.hm,.—: L,_jﬁn.m_.

Hic igitur primo angulos vtrinque faciamus aequales, et
ex prima et fecunda fiet w=— N w': ob tertiam Vero et
quartam effe debet » @ — w, ex gquibus conjunéim fequi-
car 1 =AM, ideogue A ==3j. Numc jgitur finibus et co-
finibns omiflis coefficientes in omnibus guatuor aequatio-

nibus

. #‘
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nibus fponte fent acquales; ex prima enjm erit
. : i I . - . . .

| Amr == TS BT S vy

=1 ,,

fimilique modo jdem euenit in reliquis formulis, Confe~

quenter circulus mobilis, cnjys radius — 3/, candem gene-
rabit curvam ac circulys cuins radius — 5,
6.8 Com’ igitur pofuerimus
?\:9—%‘—& et i’:i’—-}ﬂ, ob
A =1 fier e L)

o T

5‘:~—a-—b,ita vt ﬁtb—i—b’;_-:-—a, ,

€X quo patet, binos circulos mobiles quorum - radiorym
famma negatiye AcqUatur radio circuli fixi, eandem gene-~
rare Epicycloidem, fi modo notetur, valores pofitinos g
pund&o C furfum, negatinos autem deorf{um effe capiendos.

§ 9. Quod £ ergo ftatuamus
b——1qg (1 ~+n), erit 6*::—-;a'{£—%),
Ponamus igitur in prioribug formulis pro x et y inuentis
loco & iftum valorem ; ~:@(X+7), vnde fit '7&:%'—;7},61‘
confequemur fequentes valores :

[ Snadd

¥=za{(1—n)cof w—=(x +”)¢0ﬁ;_7_-,19)-.. e
= al(r = afn w4 (2 pon) fin ey,
Ponamus hic, ad fra&iones tollendis s O (A4 1) et
i.ff?Peﬂ‘abimu_s Has formula-s : ‘ o o
| 'x-“-,iﬁ((,l—#)coﬂ(n-ig-x')¢+[1+”)cb£(”_1:').(p}
ﬁj’.:;ﬂ((if-—?}')ﬁn..(n-{- I )Qj_j_( I +ﬂf")ﬁﬂ-(ﬂ'-—.-x)_q;§.) |
3

G qua~

Al



w8 ) 54 (1 CHe

i manet, -etiamfi ‘loco # feii=
batur — #, pofterior vero, fadta hac mutatione, abit in fui
negatiuum, Guo autem natura curitae pon mutatur, it VE

_gtrarum prior manifefto eadem

jam demonftratum fit, eandem
culo mobili capiatur '

curuam oriri, fiue pro. cir~

p=w—1la(t+n), fine 5:;_—-%“(1 "A'ﬂ)v\"

- DEMONSTRATIO

GEOMETRICA:

Fig. 5 §. 1o. Conflituto circulo fixo, cuius centrum in A

et radius A Gﬁ:wﬁcOﬂﬁde{%m—usAiussJinculostnc in G
tangentes , Vbl vterque gerat flilum, quo. deinceps

dum vterque circa circulum

fixum conuoluitur, curaa

deferibatur C2Z Ac prior quidem circulus comuexitate
fua circulom fixum in € tangens habeat fuum centrum
in B, fitque eius radius B C = &, ideoque diameter CD 22 b
Alter vero circulus fixum concavitate fua in C ample&ens
centrum fuum habeat in B', fitque eius radius B/ C=B'D!

—a-\Fb, qui ergo acquibitu
fixi et foperioris B, vnde erit

¢ {fummae radicrum circuli
interyalinm

A B! — b= CB, ideogue CB =AB.
Practerea vero erit snteruallom ED=CD =2 5.

. r1. Pofiquam initio ambo circuli mobiles fitnm
Fig 6. modo defcriptum tenuerunt, peruenerit fuperior circulus By

fatta qnadam promolutione, in
trum jam fit in-d, atque in ei

fitim ¢ Z d, ita vt eius cen~
ns peripheria abfcindatyr ar-

eus ¢Z, aequalis arcui ¢ C fuper  circulo fixo, eritque
punéym Z locus, bi iam ftilus huins circuli reperiecar,

ideoque punctum, in -curua C

7. Tum vero punctum €&

erit contadus huius circoli com’ fixe, itd vefit Ab—a+b
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Yam ex Z per pundom producatur chorda Z¢, donec
circulugi fecet in punéo ¢, ac ;,maniféﬁﬁm—reft’,' fegmenta
¢Z et ¢¢l fore fimilia, propterea quod arcus amborum
eum fuis chordis aequales faciunt angulos: Tterque ening
arcts Ze ot ¢ ad reftam A b eft normaiis. Hane ob
rem erit arcus ¢ Z ad arcum. ¢ ¢! vti chorda ¢Z ad chor<

@am. e ¢, -atque. etiam v radii* circulorum, ad quos. perti<’
nent, hoc eft yr b:ay vnde patet etam fore chordas Inter.

fe‘ R/ |

o §. 12, ng,digam%pef—re&aﬁ*f , tanquam

chorda, fimile exftruator fegmentym ¢ rz, ita ve angulus,
~quem ifte arcus cum fua chorda conftitnje » aequalis fic
é_ngulo quem arcus ¢ ¢f CHH’].‘ fua ChOI‘da.‘ facit_, . patet,
arcur ¢/ r z° tangere cirenlum fixum in punéo ¢, et quig
eins chorda ¢/Z eft fumma chordarum ¢/ ; etcZ, etiam
ipfe arcus cf‘rZaeq.uabitur, fummae arcoum o, ¢t ¢ Z; at
vero fecimus arcum ¢ Z = arcyi ¢ C, vnde fquitur arcym
¢7Z acqualem effe arcuj circuli fixi G, ’

§. 13. Quoniam porro arcus ¢/ r Z aequalis eff
fummae arcunm £ibi fimilinm deet ¢Z, quorum radii
funt Acl=gq et ¢6=b, etiam radins circuli, cuins eff

portio, erit fummae illorgm radiorum 2 4-4 aequalis, ideos
que erit arcus circuli alterips mobilis B. Hine quia - ifte

arcus - circulum  fixum. -jp ¢ tangit, eius centrum erit in’

Tecta ¢ A produdta in B ita ve fi Ab’:AB‘:é; vande
patet, poftquam ifte circulus, qui initio fixum tangebag in
C, eo vsque fuerit prouolutus, vt eym jam in pundto ¢f
tangat, eius cuspidem interes peruenifie in ipfum pun@um
» Propterea quod arcus o 7 7 aequalis eft arcii cfr?‘,

| ' | 1C=

S
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ficque enictum eft, vtrinsque circuli B et B! motu eandem’
) EPix;_ycloid,cm C Z defcribi.

§. 14. Super his fequentia annotaffe invabit, quod
fi ponatur angulus € Ac=0, yt fit arcus Ce=aw,
quia huic aequalis eft arcus ¢ 7, erit angulus cbZ="22,
Tum vero quia arcus ¢ ¢ fimilis eft arcuic Z, erit etiam
angulus. ¢ A ¢! = %¢. Quin etiam, fi ducatur recta b Z, quia
etiam arcus ¢ r Z binis memoratis arcubus fimilis eft, eius-
que centrum in &' verfatur, erit b Z cins  radius.

=g = —="Db ¢ et aﬂgulllSJMLZ:%@; vnde patet, rec-

“tam &' Z parallelam fore refac A s Practerea vero, quia
etiam rea A b, eft ¢ -+ b, ideoque aequalis rectae &' Z,

manifettum et , quadrilaterum A 3'Z b effe parallelogram-

mum, ex quo indoles hnius figurae penitius perfpicitur.

Practerea hic obferuafle operae pretium erit, arcum Cz

a minore circulo B defcribi , dum prouoluitur per angu-

lum €A ¢=w, evndem-—Vero arcum -ab altero circulo-

maiori defcribi, dum is prouoluitur per angulum .
CAd=1Fu

§. 15. Quod fi iam angulum CA ¢—o tantum
accipiamus , vt interea minor circulus B. totam reuolutio-
nem abfoluerit , eiusque ftilns nunc in ¢ peruenerit , vbi
curua denuo habebit cuspidem, quia iftius circuli pci‘fplie:-
yia eft 2 m &, cui arcus C ¢ aequalis fiatni debet, fiet ane

gulus w== 2%, Interea autem maior circulus B! prouo-

lgtus exit per angulum (etd) —2mletl), fuper circnlo.

igitur fixo interea percurrit arcum =2 7 (d +b), quae eft:
ipfa peripheria iftius circnli B, ita vt, dum minor, ¢irculus B
' inte-
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integram reuclutionem abfoluit, stiam maior Circuius,im;e?f
- gram revolutionem abfolmerit, . . .

C§ 16, Etfi ‘in hae demonftratione affumfimus ,
circulum fixam ab altero circulo ‘mobili extus tangi, al-
terum vero maiorem intus tangere, ita vt fumma diame-

trorum iliorsm duoram aequalis fie diametro haius maxis

mi: tamen eadem demonfiratio facile applicari pote®t 4d
cafum,'quo ambo circuli- mobiles circulum fixum intus ran-

Eunt, quo cafu fumma diametrorum amborim circulornm

wobdilium diametro circuli fixi acqualis effe debet, Inte-
rim tamen fequens theorema adiungamus, quo ifte cafis
facilius expedietur, R |

Theorema. ‘

§ 17. Si circulus DEF intus in duobus quibus-
cunque punctis E et F tangatur a duobus circulis EGH
et FGH, quorum diametri fimul famti acqueatur diame-
tro circuli maximi D E F, ducaturque chorda E F per con-
tatus pun@a E et F, ea per alteram interfe@ionem G

amborum circulorum minorum tranfibit, et ambo arcus
EG et FG fimul fumti aequales erunt arcui EF.

* 'Demonftratio. - -

Quia- ambo circuli minores maiorem. tangunt in
rundiis E et F, chorda BEF ad omnes tres circulos aequa-
liter inclinabitur ; ideoque ab omnibus tribus fimilia feg-
menta abfcindet, et chordae:dum‘;um‘min‘oru-m' fimul fum-
Aite Acad. Tmp, Se. Tom. V. P. I. H . tae

Tab- I«
Fig. 7

......
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tae aequales erunt chordae :maximi circuli EF; vnde pa-
tet interfe@ionem amborum - circulorum minoram G ia

ipfam reftam E I incidere, ita vt fit “BEGF G vtdiameter

cirenli E G H ad’ diametfum circuli F G H, qui cum fimul

fumti aequales fint diametro “¢circuli- maximi, evidens eft,

etiam fummam chordarum E.G et FG toti .chordae E F

aequalem’ efic  debere. Quoniam igitur arcus his chordis

fibtenfi ad eas candem tement rationem , necefle el v
" arcus EF aequalis fit fummae arcoum E G et F.G,

Corollarium 1.

§. 18. Com arcus E F aequalis fit fummae ar-
conm EG et FG, is ita fecetur in 1, vt fiat arcus EI
— arcui B G et arcus FI—arcui FG; et jam manifeftum

eft, fi ambo circuli minores initio maximum tetigerint in

punéo I, vbi  vtrique fiilus -infixus concipiatur; tum
filum. circuli EGH nunc fore in pundte’.Gy vbi. etiam
erit ftilus alterius circuli F G H; vnde ‘patety -ambos’ fiilos
ex 1 egreffos eandem curuam 1G effe déferipturos,.-quas,
ergo erit Hypocyclois. vtrique circulo  mobili communis.

“Corollarium 2.

§. 190. Quod fi ergo -ambo circuli mobiles initio
circulum maximum in punéto 1 contigerint, indeque ami~
bo in plagas contrarias ita prouoluantur per-arcus IE et
1 F, qui inter fe habeant rationem diametrorum ;tum - ifti
cirenli fe perpetuo in iisdem punctis interfecabunt, iis fci-

licet, quac initio fuerant fimul in punto L Ceterum  hic
| - | . Phae-
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Phaenomenon maxime notatw dignum fe offert, quod,
dum ambo circuli mobiles {& in duobus pundtis G et B
interfecant, iftac demonfiratae: proprietates .ad. alteruny tan-
tum horum. ducrum . punéorum pertineant..

Corollarium 3.

§. 20. Quod -amtem ad fitum pun@i H attinet,
fi ex punfto 'G virinsque cirenli ducaptur diametri G P
et G Q, iungatnrgue redta P QQ, facillime demonfirari poteft,
puncivm H in ipfam hanc re@am P Q incidere, atque adeo
chordam G H in eam efle perpendicularem. Quia enim

anguli GHP et GHQ, vtpote in femicirculo, funt recti,
ctiam chordae P H et Q H in dire®um iacent. ‘
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