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DE INDVCTIONE
AD PLENAM CERTITVDINEM
EVEHEND A |

Au&oré
L. EVLERO.

¢ I.

'thum eft, plerasque numerorum ‘proprietates primum
per folam inductionem effe obfernatas, quas dein-
ceps Geometrae f{olidis “demonftrationibus confirmare ela-
boranerust; in quo negotio imprimis Fermarius {ummo
ftudio et fatis felici fucceflu fuit occupatus. Maxime au-
tem dolendum eft, plures eius demonftrationes ininria
temporum penitus interiifie,. quo imprimis funt referendae
eae demonfirationes, Qquas circa refolutionem pumerorum
vel in tres trigonales, vel quatuvor quadrata, vel quinque
pentagonales, vel fex hexagonales &c. {e inueniffe affe-
verauerat. Deinceps guidem refolutio in quatvor quadra-
ta a celeberrimo La Grange et a me per certiffima prio-
cipia fuit euitta, neque tamen adhoc ifta demonftrandi
‘methodus ad numeros trigonales et reliquos polygonales
accommodari potnit.  Interim tamen iftac refolntiones

per folam indudtionem iam ad tantum certitudinis gradum
S £ ' - cuectae
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enedtae funt, vt nuliis amplins dubiis locus relipqui  vi-
' deatur. Quin ctiam‘ipfan.i‘ndu&io‘.fortaﬂ"e;per CErtas ratrio-
nes ita corroborari poflepyidetar, vt inflar abiplutae de.
monftrationis {pectari poffit, id quod circa refolutionem
numerorum in quatuor -quadrata et ternos trigonales often-
dere conabor. ' ,

De Refolutione Namerorum
~° in quatwor quadrata. : o :

. §. 2. Quanquam haec refolutio iam perfe@a de~

monftratione et manjta: tamen, operae pretinm erit, per-

fcrutari, .quonsque foli induion] infiftentes in eius verita

te flabilicnda pertingere- valeamus.  Primum igitur in fub-
- fidiom  vocemus ‘infigne Theorema Fermatianum, quod I
omunis numerus primus formae 4 7 - 1 femper fit fum-’ '
‘ma ‘duorum quadratorum, ‘cuius + demonftrationem equi-

dem iam dudum perfeGtam protuli.. ‘Hine. igitur ftatim

fequitur, aggregatum duorum huiusmodi numerornm cer~

to effe fummam”quatuor'quadrat01~um. Aggregata autem _

duoram . numerorum - formae 47 <~ 1 praebent numerocs : )
formae 4.7 42, hoc eft -numeros impariter pares; vode

fi omnes "numeri formae 4 #-i- 2 in duos NUMeros pri-

‘mos formae. 47—~ 1 refolui poffent, - etiam; forent fupme

mae quatwor quadratorum, quod fi fuerit oftenfum, etiam

femifles horum- numerorum, hoc eft omnes numeri im-

Pares, hincque adeo. omnes plane numeri ertine fummae

quatuor - quadratorum ; - quandoqnidem facile demonftrari

Poteft, fi numerus guispiam - N. fuerit fumma guatuor

' Quadratorum, tum etiam eius duplum, quadruplom, et

in genere formam 2° N, femper fore: fummam quatuor qua-

' : e T drato~
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dratorum. Quin etiam, fi N fuerit numerus par, veluti
noftro cafu, {cilicet 4 # 4 2, tunc etiam eius {emiffis cer=-
te eft fumma quatucr quadratefum.

6. 3. Tota ergo quacfio huc reducitur: Virum
omnes numeri impariter pares, fiue formac 4 n 4+ 2, {fem-
per in duas huiusmodi partes, quae fint formae 4141,
fimulque numeri primi, fecari poffint, id quod per indu-
&Gionem inueftigemus. Conflitutis {cilicet numeris primis
forma 47 - 1, qui funt | ' : '

I, 5, 13, I7, 29, 87, 4% 53, 61, ‘73, €tc.
percurramus ordine omnes numeros formae 4 7 -+-2, €t
fingulis adiungamus refolutionem in duos huiusmodi nu-
meros primos: - S ' |

o It I 3 1441 _70'_;%17+53' o ._§ -+ 97
6— 1+ 5|42=9 5+37 T 2041 T3t 97
10— §+ 51 rgt29! ¢ 1+73) { 1tror
14— 1I+13 4_6——3 5441 74.‘-:313—{—61 j 5+ 97
18__3 1417|407ty ey (a74a7 [ro2=133+ 89
© =9 stiglso=— 1337 5137 \29“' 73
0o — 54171 i+53 78231‘74"61 : [ 41+ 61
26 —=-13-+13 54:313++I 87+41 - sor
30_3 itagle - Co7+37|,, §20+58 ‘06:'3‘7_"* 89
913419 5453 T 41441 53+ 53
G 5429 5‘_8:%{‘7—17-4.1 86" 13-+73 I4-109
3 ”%17—{-1"7 {29429 ‘ 1189 IIO:’.’:%IQ—’r 97
38== 1I-g7|62= I+0I 9o:§I7+73 37+ 78
, ¢ s46r| (29461 I
66::%13—!—'53 : 3753
- (29437 .__g 5489
|- =415 | § 4
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§. 4+ Talis ‘ergo refolutio vsque ad numerum

rro feliciter fucceffit;

ac fi quis hunc laborem continna-
re voluerit, non folum

femper fuccedere, fed etiam con-
tinuo plures refolutiones logym habere deprehendet. In-
terim tamen conclufio nimis foret lubrica, fi quis hinc in-
ferre vellet, ‘omnes plane humeros formae 4724~ 2 fem-
per effe refolubiles in duos numeros formae 41—+ 1, Quan-

‘quam plerumgue plures refolutiones locum Inuneniunt, tamen,
eiusmodi cafvs non defunt, v

/Di vaoica tantum relolutio fuc~
- ceflit, veluti in numeris 26, 38, 50, 6z, 86; vnde obe
lici poffet, non folum tales

cafs etiam in maioribus nu-
meris occurrere, fed etiam fortafie eunenire poffe, vt talis.

refolutio plane falleret, etiamg hoc eco minus verendum.
viderur, quo lovgius proceflerimus. Veram tamen quoque

‘concedere de_bemus,. numeros primos formae 47~ con-

tinuo fieri rariores, ita vt plures refolutiones ob.hanc
canflam  excludantur.  Quin ctiam, fi numeri primi for~
.Mae 47~ 1 in maximis penitus ceffarent, tum taljs re~
folutio non amplins locum  habere poflet. At cum ijany
Buclides demonftraverit, multirudigem DUMErorum primoe
rum reuera efle infinitam, id etjam valere debet pro nu-

meris primis formae %41, qui propterea nunquam
plane deficere poterunt., -

§. 5. Ob iftas rationes i
fere non conuenit, quod omnes plane numeri formae
4% -+ 2 refolutionem in binos primos formae 47--1 ade
mittant, etiamfi fortaffe certum fit et aliquando rigida de~ -
monftratione confirmari queat. Interim tamen manifeftum.
eft, fi ‘multitadp fumerorum formae 4.4 - I, 'qujl'j:,us in
his refolutionibuy fumuys vii, maior effet, quam hic affum-
déia dcad, Imp. Se. Tom, IV, P, 11, F

gitur huic affertioni infie

fimus

L




4% -1, quippe qui numeris primis formae 4z-+1 addit

merorum formae 4z -2 in huiusmodi binas partes

fuccedant. . | B .
2= I+-1 5429 ¢ +53] (¢ 9+6r
6= 1+ 5 34::; 9425 | 1.’5~l—'xﬂf9_7<>r:§:c'7+53=
IO__% 14+ 9 19+l s4 =S 13441 29.—‘—413 ;
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fimus, multo minus eiusmodi cafus fore metuendos, qui ta-
lem refolutionem refpuerent. Illis autem numeris ombi iure
adiungere poterimas omnes numeros quadratos formae

producunt numeros adeo in ternos quadratos refolubiles;
quamobrem ad illos numeros formae 47 - 1 adiiciamuns
quoque quadrata imparia, & vsque ad centeparium nan-
cifcemur pro noflris refolutionibus fequentes numeros :

T 5:9_;_13)'17‘3 25,29, 37: 4.1, 49, 53, 61, 73, 8_5[: 89.

!

§. 6. Videamus igitur, quomodo refolutiones nu-
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C 0 §owo Adiedis igitur quadratis ad noflros numes
_ros primos.- formae 4.7 —-:x, omnes refolutiones tam no=-.
tabiliter increuerunt, et manifefto in maioribus numeris
‘multo’ magis  increfcent, vt-nullo- modo -metuendum - vie
deatur, vt vnquam vnica tantum.. refolutio, milto minus
plane npulla fit fucceflura; hocque modo -induétio fupra
-fafta jam tantopere eft corroborata, vt folidae demonfira-
tioni aequiparare poffe videatur. . Sin. autem nihilominus
aliquis adhuc obiicere vellet, rem nondum ‘fatis effe com~
probatam; is tamen concedere erit coa&us, fi multirudie
nem numerorum illoram formae 4# —+ 1 infuper augere
liceret, tnm plane nulli amplius obiectioni locum re-
- linqui, o - ‘

: - §& 8. Quoniam enim vumeri illi formae 471z
.ad noftrum - fcopum eatenus 'f{unt accommodati, quatenus
funt vel ipfi quadrati, vel:in duos quadratos refolubiles:
iis infuper adiupgi poterunt produca ex binis pluribusue
humeris ciusdern generis;. fiquidem demonftrarum - eft
produtum ex duobus pluribusue numeris, ~qui finguli fint
fommae' duorsm quadratorum, femper etiam in duo quas
drata refolui poffe. Quocirca ad fuperiorem claffem. ifto~
tum numerorum adhuc adivngere poterimus fequentes ;.
45, 65, 85, 11y, 125, 145, 153, 185, 205, 221,
_ - F 2 - ks
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~ His antem numeris adiectis manifeftum eft, numerum
omnium refolutionum tantopere, €t continuo magis augeri,
vt plane impoffibile fit, vt ralis refolutio unquam fallexre
poflet. Ita cum in praecedentibu’s refolutionibus numerns
gs tantum quatuor refolutiones habuerit, nunc  {equentes
locum habebunt: : ‘
ga=1-+81, 9-+78 17-+065 29753, 37 +45, 41+ 4L
ficque duae nouae  refolationes acceffernnt.  Quamobrem
his rationibus veritas theorematis : quod- omnis - numerus
fit {umma quatuor quadratorem, prorfus extra omne dubi-
wm pofita eft cenfenda. Interim tamen’ facile concedimus,
hanc demonftrationem noin tanta cnidentia effe praeditam,
quanta in rigidis demonftrationibus defiderari folet.

De refolutione numerorum
in ternos trigonales.

| §. 3. Si numerus N fuerit fumma trium trigona-
lium, hoc eft N":”;""”-—l,—”:"y-i— EEb2, erit ‘

N z=(2 ¥ 1) k(2 1) -+ (234 1)
Quedfi igitor demonfirari queat, omnes numeros formae
sN + 3 effe fummas trium quadratorum, tum etiam de-
monftratum erit, omnes plane numeros N effe fummas tri-
um trigonalium; forma enim §N —+ g nonnifi tribus qua«
dratis imparibus aequalis effe poteft. Vnde fi fuerit
e N - 3= (2%~ 1)~ (27 1) - (22 1),

erit viciffim .
'  mrdez g pyey y TG
N === e R e

?

‘ideoque fumma trium trigonalium.
’ ' : §. 60
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§. 6. Nunc . in fubfidium vocemus theorema fupra
memoratum : quod omnis numerus primus formae 474 x
fit fumma duorum quadratorum, ideoque 47-+1=aa+bb;
» gtque evidens eft etiam eius duplum 8§72 -+ 2 fore fum.q
mam_duorum. quadratorum; eft enim

8n+2=(a+-b) +(a--b) -

Quond fi €rgo fingulis his numeris -8 # 4~ 2 addamus qua=-
drata imparia, quae fiint formae 8m <1, aggrcgata
erunt vtigue fummae trivm quadratorum; horumr autem.
-aggregatorum forma erit 8% -+ 33 quocirca qu'aeﬂio hue
redit: nam omnes numeri- formae §N -3 ita in doag
partes dinidi queant, vt vna fit quadratum impar, altera

‘duplum numeri pmml formae 47 -4 1, quod vt in mino-’
-ribus pumerls faltem exploremus, ifta dupla vsque ad

. 200 ofding cxponamus:

. 2, Io, 26, 34, 58, T4, 82, 106 122, 14,6 178, 194, 202,

S 7 Nunc igitur omnes nnmeros formae 8N+3
‘percurramus, et. v:deamus, an omies. compom queant ex
quopiam pumero huius -ordinis et quadrato impari, quae
ad eundem terminum vsque funt .

I, 9, 25, 4*91 8I, r2I, 169: 225,
quod tentamen ita repraefentetur' |
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g= I+ 2] | 1458 - 1 14106} ‘ 14146
- .11-’—’—3 O 59:3254—% 10‘7:{25—‘_ Ba| 147y 251z

r T 9t 2 (45TEO | 4ot 58] 121+ 26,

- 19— . 9+IC 67 = o+58 L 814 26 ' ‘I: L 9+146

_ S 1426 '_.% 1474 ___% 9+106( ..} 49+106
’ 27'-'%25-% 2|7? T lo+e6 TI5=7 81+ 34 551 sy 94 .
- 134 _T 1+82y CC l—i—xlzz‘ Ltzx-}- 3,{_"

- 3533 o-+26] 974 123::3 49+ 74{168= B8I+ 82

25410883 =925+58" r2r 2] 25-146
43= 9+34 | 49-+34 ¢ odr2a|17I={ 4922’
325—1—2’6 1814+ 2} '. 254106 Ci6et+ 2
51— b I3 —4 . e - :
2Tt 2lgy 5 982 49+ 821 Qi1

' B 7T s1100 L;2_1+" 101199 =
99= 25+741189=" "8I+ 58 o

§. 8. Hinc igitur lam fine nimia temeritate con~
cludi videarur, omnes plane numeros formae 8§n ~- 3 re~
folui peflé in duas’ partes, ‘quarum altera’ fit quadratom, -
altera autem ‘duplumy numeri primi 4# -+ 1. Cum enim
pumerus qoadratorim, quae adbiberi poflunt, continno
crefeat, combinationpm numerus etiain continuo magis au= .
getnr; vnde fi talis refolutio vsquam falleret,> in minoribus
pumeris fallere debuiffet. Interim tamen, quia hic ‘occur-

rerunt einsmodi cafus, qui yham tantum refolutionem ad-
mictunt, velati contigit in numeris 67, 99, 139; 163,
quoniam tales fine dubio in fequentibus non deerunt, non
immerito vereri licet, ne talis refolutio yspiam plane de~
ficiat. Quanquam igitur ifta conclufio forfitan veritate
confentanea efle queat, tamen ei non confidamus.

5.
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§. o. Cum antem clafs illa numeroram EE S
haud mediocrem amplificationem. admittat, - dum Aeilicet
guadrata imparia duplicata ipfis adiungimus, quippe quae '
per fe funt fummae duorum- guadratorum , prorfus non:
amplius ¢rit. metuendum, ne- vnquam refolatio fiat 1mpos-'_
fibilis. Praeterea vero et am. infuper. dupla. eorum nume-
rorum . compoftorum formae 45 4~ 1, qui fcilicet fint
pxodu&a -ex duobus pluribusue uumeus primis EIU.SdCI'D,'-‘
for'nae, adiicere poterimus, vnde. Jﬁomm omnivm nume~
rorum_formae .87 -+ 2 hacc. prpgmﬁm Lefultabu'

2; 10, I8, .20, 54, 501 58,74, 823 90, 98,. IOS
122, 13,0,_ 14(5. 162, 170, 173,, 194.,. zoz, etc.
§. 10, Hos igitur nomos numeros in fubfidium-

vocando refoluamus eos tantum numeros, qui in fuperiori-
tabula vnicam refoluuonem admiferunt, hoc modo:

I =T~ T8 = 9—}—-‘10
4393425 418
57—9+58_:4—9+18 .
99 =198 g} go= 25‘+7+"+9*+50-s:+13_
139-—.9+130“49+9o 81+58'—121+x8
163-—1-1—162 8I+82 ’

Hic ngtur wdemus, ad minimum vham refolutlonem ac- :
ceﬂ“ﬂ'e, in maioribus aurem numeris aghue plures accede-m
re debebunt. His igitur probe perpenfs Geometrae 1ud1-_'
cent, vtrum haec induio, tot. rationibus corroborata, non
fohdae demonﬁratmm aequinalere . fit cenfcnda.l

N .

§. 11, ”
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6. 11. Quanquam autem haec conclufio nulla vi-
teriori confirmatione indigere videtur: tamen ex alio prin-
‘cipio prorfus diverfo haud exiguum firmamentum  afferri
poteft, fcilicet: quod omnes numeri primi formae 8n43
femper fint formae eaae-+bb, ideoque vper fe in tria
quadrata refolubiles, id quod iam folide eft demonftratum,
Hinc autem fequitur, etiam ecosdem BUMELOS primos o--
&enario auGos etiam effe fummas trium quadratorum. Si
cnim fuerit 89 —-§ —z2aa-+500, erit

§n-11=(a-+ 20+ (a—2) 00,
quamobrem iam certi fumus, f{operiorem refolutionem
punquam in numeris primis 8# - 3, neque etiam in fe-
quentibus 87 + 11 fallere pofle; atque hoc etiam valet
de numeris 8# - 55; fiquidem eft S

g7 -85 = (a+-4) +(e—4) -+ 80,
quod proinde etiam valebit de omnibus his numeris
§7 -+ 3+ 8 P p, denotante p namerum -quemcunque. Por-
ro Vero, cum etiam demonfiramum fit, omnes numeros
primos formae 8z -1 effe quoque ‘numeros formae
saa-bb, talia producta duorum numerorum primorum
(8p— 1) (8¢4+3), qui vtique funt numeri formae 87 + 3,
femper effe numeros_ eiusdem formae 24 a4, ideoque
iftos nymeros five o&enario, fiue numero 32, fiye in ge-
nere numero §r# an&os, certe effe fummas trium guadra-
torurn  His igitur confiderationibus adiunéis theorema Fer-
matianum de numeris frigonalibus fummo rigore demon-
fratum cenferi- debebit: Interim tamen fateri cogimur,
hoc modo neceflitatem, “cor ita fieri debeat, ' non’ clare’
perfpici pofle. Ce T

EXER-
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