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ANIMADVERSIONES
IN SOLVTIONEM BERNOVLLIANAM

T : D E
"MOTV CHORDARVM
EX DVABYVS PARTIBVS DIVERSAE CRASSI-

.. TIELI COMPOSITARVM. TOM. XVL
| . NOV. COMMENT.

, Au’c tore '
‘' L EVLERO

Quum; haec. folutio. plurimum  diffentiat. ab illa,
A guam jam olim de eodem argumento. dede-
ram , atque adeo a methodo mea huivsmodi quae-
fliones tradindi maxime difcreper, Illufiris Auctor
weritatis amore dudus, ‘non acgre feret, f omnia
momenta , quibus eins folutio jnnititur, ad examen
reuocauero , quoniam enim huiusmodi quaeftiones
plane nouze Analyfeos genus , cui Geometrae adhuc
parnm funt affueti , poftulant ; mirum fane non eft,
§ in folutionibus etiamnum ingens difcrimen depre-
henditur. |

1. Principio 1lluftris . Auéor innuere videtur,
in chordas inter vibrandum alias figuras cadere non
poffle, nifi quae ad genus lineae finuum referantur ,
quum famen etiam alize figurae quaccunque locum

‘ ‘habere
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DE MOTV CHORDARVM.  ‘gir

habere queant, fiquidem totus chbrdﬁe"mq‘tus a fie

gura , quae ipfi initio. fuerit imprefla , pendet, hace"

figura autem plane arbitrio noftro relinquitor, inte-
rim tamen ficile concedo, talem figuram - chordae ex
dusbus. partibus inaequalibus comipofitae conucnjre

pofle , quemadmodum autem ' motus- deinceps furyrus.

fit comparatus, Illufiris Audtor fingulari plane ra-
tione inueftiganit loco citato’, quam meo éqgiidein
more hic ob oculos fum expofiturus.

1. Sit igitur chorda A BC, ex duabus par-
tibus inacqualibus A B et BC conflata, atque in

Tab, VI,
Fig, 1.

terminis A et C fixa, ‘ponamus'longitudines;vtrius— ,

que partis AB =g et BC = 4 maffam autem iilius
portionis = A, hujus vero = B, ipfa autem chor-
dae tenfio fit =F, tom vero ftatvatur. breuitatis,

2ehB . 2 BbBF ' . L .
. —A—-_._Ola et -—B—-_pﬁ, & ' !

vbi littera 5 indicat altitudinem, wnde gravia dela~

buntur tempore minuti fecundi, vt fcilicer hoc mo-
do tempora in minutis fecundis ‘exprimi queapt. ,
. I .Inter vibrandum autem elapfo tempore

= ¢ fec. induerit chorda figuram AFC, quae qui~

dem’ in genere linearum finium contineatar, Sum-:
ta iam in parte AB abfeifa — A X — » , cui re-
fpondeat applicata X Y=y, pro portione autem

altera., votetur abfciffa. B X —a!, et applicata’

X! Y =y, mm vero principia motus fequentes fup-

peditant aequationes. Pro priore quidem parte A B
habetur :
| Fff 2 &)
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 fimilique modo pro parte DC
_(%%’3) = ﬁ.ﬁ t“'%%%") |

quae formulae vtique Omnes motns poffibiles, qui

quidem in hanc chordam cadere poffont , in

complectuntur.  His expoiitis , 1iluftris Auéor, pro

airua A F, hanc conflitnit aequationem

y=mGn. 03 60,

pro altera vero' F B iftam
Ja;ﬁ_:‘nlﬁn.etﬁ_hp.e(f+%-), | E

s quas formulas fimul jpfum tempus elapfum * in-
troduxi, quo facilivs deinceps tempus cuiusque Vi-
keationis coguofel - poflit.  Nunc flatim perfpicuum
eft, in his duabus formuiis tres quantitates indefinitas
contineri, litteras fcilicet ¢ et f vma cum ratione in-
ter coefficientes 7 et 7, quibus ergo tribus conditio-
fibus fatisfieri poffe videtur. .

. 1V. Sequentibus autem tribus conditionibus Ii-
Tuftris Audor fatisfieri opereere fratuit. 1% Scilicet
in jpfa iunura B vbi x=a et al — o, vtrague
applicata y conuenire debet , vnde oritur ifta aequa-
litas '

‘mﬁn.‘f’ai":nﬁn.eﬁ | |
“Deinde quia chords in punéto C fixa ponitur, fa&o
sl = b, femper effe oportet |
ﬁn.@(f-—}-'%.):o,

vnde
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yode jam dusé quantitatum  illarum  indeterminatae
rum determinantipr, Tertlam autem determinatio-

- nem inde petit, quod ambabus partbus-in ipfa jun-
éara F ocommunem tribuit mngcmem vade vnque
fequitur efle debere :

—coI'”—”-::;_cofOf,

hocque modo teroae illze. quantitates indefinitae egre-
gie determman v1dentur ‘ -

V. Quod autem ad hanc poftremam conditio~

nem  attinet , equidem nullam rationem perfpicio ,
cur in puncto-F, vbi ambae chordae partes iungun-

tur., vtraque tangens abfolute congruere debeat, prae-
cipue quum hic tantum de vibrationibns infinite

paruis agatur , ideoque nulla fenfibilis diverfitas in

inclinatione “elementorum’ locem habere poffit. Sta-
tim. equidem fofpicatus eram hoc- ideo ab Audtore
requiri y vt accelerat'ones prope iunfuram F vtrin-

que ad aequoalitatem redigerentur,  Verumtamen ne

haec q\ndem conditio hoc pa&o ad1mplctur, nam
¥is' acceleratrix in hoc loco €X parte pnore eﬂ

ex pcﬁerlore autem ﬁt

pﬁﬁu f,

quae duae expreffiones nunquam aequales eﬂé pos-
funt; quamdin litterae a et B d1fez‘cpam, quum pri=
ma conditio jam poftnlauerit

mﬁn.%":ﬂ-ﬁn. 8 £

Fif3 Vi,
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VI Non folum ‘autern haec - conditio mihi
non neceffaria videtur, fed etiam mpX. oftendam, cam
plane effe fuperfluam et plerumque indoli -quaeftio-
nis adnerfante,  Hic faliem extra dubinm pofitum
videtur , omiffa hac conditione problema adhuc in-
determinatumn  reli@um iri, et litreram ¢ nondum
detesminari , et quafi arbitrio noftro permitti.  Ab
hdc littera autem pendet tempus cuiusque “vibratio-
nis , quod aptem experientia tefle nequaquam inde-
terminatum effe poteft, etiamfl in jun@ura F inae-
qualis inclinatio admitteretur. |

'VII. Poftquam autem bas rationes din mul-
fumque mecum perpendiffam , tandem vitium  ali-
quod in eo latere deprehendi, quod ambo coefficien-
tes m et # inter fo quafl ‘inaequales fpectantur, quo-.
rum tamen aequalitatern rei naturam poftulare ita
rnagifeftum reddetur : V¢ in ipla iun@ura F- omnis
filtus et continui interruptio emitetur, non fufficit ,
vyt ‘pro axis pun&o B wvnd eademque applicata y
vtrinque refultet , fed etiam ipfi anguli, quorum fi-
nus in faperiores aequationes ingrediuntur , ordine
non interrupto progredi debent, ifa VE in ipfo pun-
&o B ambo illi arcus, %‘E ex priori parte, et of
ex pofteriori aequales fieri debeant , vnde ftatim col-

ligimus f=% haecque adeo conditio otior vide~
g Pl q . r

tur, -quam altera, vbi ipfi finus horam arcuum fpe-
Santur. - Sumto autem f = % valoves illi ipfius y-
acquales inter fe fiexi nequeunt, nifi ftatnatur p==us

Seatim antem ac flatuamus 7 == %, ‘quia jam nadi
' fumus
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fumus f— , fola . fiupereft » quantitas- indefinita 9,

inde vtxque determmanda, vt pun&um- C' maneat
fixum , ex quo manifeftum eft , cirea inclinationem
illam elementorum in-pun@&o6 F' nihil prorfiss - arbi-
trio noftro relinqui. - |

, - VIIL Hac circumftantia antem probe .obferua-
t1, etiam f{uperiores formulae Bernoullianae egregie
cum mea folutione confpirabunt.. Pofito enim

n=m etf___:_,

fumendo #' =& in ipfo termino C applicata oritur,
J’—'mﬁn.e(“ - ‘3), ‘ -

quae vt femper fiat.o, arcus, cuius finus hic occur-

rit, vel o, vel 180, vel 360 effle debet , ponamus .

igitor o
0 (‘ -} p'a — ’

. five. angulo 180°, ficque iam littera édctermmatur,
vnde fponte tempus vnius vibrationis fe prodit, guum
enim omnes applicatae initio vbi #= o, fuerint o,
idemque denuo vfi veniat fi ¢ 7 — 7> tempus vnius
yibrationis hinc. mamfcﬁo fit =407, quod confe-

quenter erit — & - & 7 ldque in 1pﬁs minutis fecin-

dis expreflum ,. 1amque ergo .euidens eft, tempus vi-
brationis nullo modo ab angulo illo infinite . p'u:uo ,
- quo clementa circa jun@uram F forte ad fe inuicem
inclinantur , pendere, prorfus vei ipfa experientia ma-
nifefto declarat » 1d. quod etiam plane .cum . mea
Theona congn.ut. ' -

IX
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1X. Neque vero hoc tempus vnius vibratio-
nis ad fizuram illam, qua chorda fecundum liveam
fiounm iocuruatur , eft adfirictum , fed guaecunque
alia figura eidem chordac initio fuerit imprefiz , eo-
dem femper tempore eius vibrationes abfoluentur ,
nifi forte ob fingulares circum{lantias eueniat, Vvt
motus vibratorius vel duplo, vel triplo, el ‘qua-
druplo etc, crebrior reddatur, id quod fequenti mo-
do facile oftendo.- Priori formulae S

D =aa(53)
qua’ motns prioris partis exprimitur, in geners fa-
tisfacit hoc ‘integrale completnm
y= Qi+ Vit —5,

wbi - et W} functiones quascunque fubiun&arum-
quantitatum 5 —- 7- €t t —2 defigoare pofluat, quod
non folum de functionibus vere analyticis, quas fci-
licet per formulas analyticas exprimere licet’, -eft
intclligendum ; fed etiam fn genere valet pro fun-
&ionibus discontinuis , feu quae-per curbas quascun-
que libero manus tractu delineatas repracfentari pos-
funt, ita vt formula ® :(t-,—}-;_) denotet applicatam
cuiuscunque curuac, abfciffae ¢ - £ refpondentem ,
fimiliqgue modo altera formula Wi —%), fine
-eiusdem fiue alius cuiunscunque lineae curnae appli-
catam., abciffae 7 — = refpondentem,

X. Haec fumma vniuérfalitas probe eft no-
tanda , quum ez demum indoles quacflionis exhau-
riatur,

k]
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riatur , quandoquidem chordae initio figura quaecun-
que penitus' ab arbitrio noftro pendens induci queat,
cuils etiam naturam nulla analytica aequatione com-
prehendere liceat , neque etiam quod faepius contra
methodum meam fuit obieGum , necefle eft, vt
curuge illae eharacteribus ¢ et s defignatae aequa-

bili. quafi tractu procedant, fed etiam acque fatisfa-

ciunt, quamuis ex pluribus lineis re@is, vel portios
nibus aliarum curuarum , vtcunque inter fe et fub
angulis quibuscunque fuerint conflatse, dummodo fci-
licet applicatae y indc formatae euadant quam mini-
mae, id quod facile obtinetur, functiones illas § et
W per fradtioneni quafi infinite parmam ¢ multipli-
cando. = Quod auvtem huivsmodi anguli in ifts cur-
vis @ et , nullim moram faceflant s vel ex hoc

folo cafa liquebit , quando in his curuis adeo cufpis

occurrat. Si enim pro fun@ione ¢ abfciffa £ £
pomatur =g, fi fuerit

QD:u_.-:Ti'::(c-*-e:)’,

haec curva vtique pro ab(tiffa  —~; habebit cufpi-
dem parabolae cubicalis Neilianae , interim tamen
heec ipfa formnla etiamnupc aequationi differentiali
perfecte fatisfacit; quum enim ob p=r4% fic $,
et =13, pefito
. 3 .
J=Piu=Ve( -,

- per differentiationem nancifeimur , fumta fola 7 va-
riabili ¢ '

Tom. XVIIL Nou.Comm. Ggg s

Lt
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. z 1” c
- ddyy —
( ) - f_u et (d—;}-—-""% e
V(c—u)
turn vero fumta fola & variabili reperitur
X
izl — e dx" - T p
goV (¢c—u

ficque m:'miféﬁo eft

(i) =aa (i),
neque cufp's illa infinite 1cuta vilum adfert 1mpe.-
dimentam, multo minus ergo eiusmodi anguli, quas
les in his curuis P et \J admittimus, vllo modo
fucceflum noftri calculi turb:bunt,

XL Eodem autem. modo pro altera chordae
parte B C, cuins motus hac aequatione continetur

(422) = BB (42
in gem.re fatisfiet hoc mtegrall completo 3
F=Q: ¢ A fF) -V C—f-

. Wbi chqraé’teres ® et W iterum fun&iones quascun=
que denotare poﬁ"unt , fiue easdem vt ante, fiue
etiam diverfas ,. id quod flatim clarius exponemus.

uum pro vtraque parte chordae applicatae er
P que pe PP J P

binas fun&iones et b exprimantur; ante omnia
probe obferuafle inuabit, vtrasque iftas funétiones

feorfim aequationi differentio -differentiali conuenire.-

Ideo enim huiusmodi funé&iones font imtrodudtae, vt
integrale completum obtineremus , deinde vero ma-
mﬁ:ﬁum eft, - priorem formulam pro parte A B,

. tantum




CHORDARVM 419

tantum valere a termino x = o, vsque ad termi-

num 2=z, fimilique modo altera formula pro pat- -

te BC valebit a termino ' = o vsque ad 2= 5,

XIL Quum iam curuze illae funGionibus ¢
et \ expreflae continuo guodam tra&n fine vlla
[nterruptione progredi debeant , lioc aeque de abfcis-

fis quam de applicatis vtriusque eft intelligendum ,

pofito ergo pro ipfo- punéo B in priori formula
¥ =ga, in altera vero af— o, vtrinque eadem ' ab-

feiffa in illis” fan@jonibus reperiri debet; ex quo fta- -

tim fequitur

L =i+ f S
ideoque f==2., deinde vt ctiam pro punéo B ege
dem applicata B F obtineatur , debet efie '

P 4+D=0: ¢ +f)
ficque ob % munifefio pofterior funétio @ cum prio~
ri debet conuenire, quod etiam de fiunctionibus 7
eft intelligendum, . : ‘

XIIIL His igitur ‘expeditis pro motu pox:fionié

A B, habemus hanc aequationem 3

7=Q:iC )~ Y —5)
quae valet ab # = o vsque ad Z; pro altera autem
portione B C habemus ; A ‘
SEO Dbz
quae valet ab ' — o, vsque %' = &, atque hot qui-
dem modo indoli guacftionis refpeu iunctuize jn
- ' Ggg“_a ' pun&o
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punéo B eft fatisfatum. Nung igitar efficiendum
eft, vt in ipfo terming A vbi ¥ == o, spplicata
femper euanefcat, quod vtique euenit, fi fandio W
prorfus conneniat cum fandtione @, fine binge Ii-

peae illae curnae his functionibus repraefentatae i

vinicam coalefcere debeant , figuidem fieri debeat ‘
Oit—Yit=o. '

Supereft igitur , vt in altero termino B, vhi &l = &

etiam applicata y' perpetuo ad nihilum redigacar, ad

quod ob \p = requiritur, vt fit
q>:.(z+g_+-§;—)-q>:(t-a.-g-):-o,

quod. quidem non tam facile effici pofle yidetur ; 9t

pofito : -

a - J -

I

hinc ifta conditio exoritur, vt fit
: o

Qw4+ =019,
vnde intelligimus curuam illam , qua fonttic @ re-
praefentatur , ita effe debere comparatam, V& quae
applicata conuenit abiflae cuicunque @, eadem quo—
que abiciffae

0 -4 20 2F itemque @ -
et in genere abiciflae |

i = ra b

v4-2iG g |
conneniat, denotante i numerum integrum quem-
cungue, Quamcnnque ergo formam habuerit ifta
curua, ea in infinitum producta infinitis -portioni-

bus acqualibus. et fimilibas compofita exiftet , in=
terual-
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ternallo fingularum haram  portionum  aequalinm:

exiftente
Cea i_b. ’
3 g ‘ -

XIV. Hoc iam modo omnibus conditionibus ,

guas natura quaeftionis poftulat, plenifime eft fatis="

fadtom , atque nunc facillimum erit tempus cuius-
que vibrationis. affignare, quum enim initio fuerit
t = o0, cuidens eft, elapfo tempore
=545
thordae eandem iternm figuram induci debere fine
chordam ad ipfum flatum initialem reduci. . Interes
sutern chorda cenferi folet peregifie duas vibrationes,
ficque adeo tempus vnius vibrationis plane idem erit,
guod iam fupra indicanimus , feilicet
i:‘i——i—%--‘ |

Denique manifeftum eft , hanc folutionem generalis«
fimam ad omnes plane flatus, qui chordae initio ine
duci poflunt, patere, prorfus vti ipfa natura quacftio=
nis poftulat, quod autem fupra Xpemoxau_i-mus ad
hanc quaeflionem foluendam nouo Ahalyfeos genere
opus effe, in eo eft fitum , quod nofira-folutio coms
plectitur functiones plane arbitrarias , cuiusmodi olim
naturdae Analy{eos repugnare funt vifae.

Ggs 3 . DE
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