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DIGRESSIO DE TRAIECTORIIS

TAM ORTHOGONALIBVS QVAM
~ OBLIQVANGVLIS, .
A uctore
L EVLERO,

I,

Quaeﬂion_em de traieCoriis fere obfoletam, in fee-.

nam revocaturi, primum accurate explicare

debemus, qua ratione natdram et indolem curnarom
fecandarum in calenlum introduci conueniat » deinde.
methodum exponere debemus , cujus ope traiectoriae;
determinari queant. ‘ S

2. Quod primum ad curuas fecandas attinet ’
ante omnia aequatio earum naturam exprimens eft
perpendenda et quoniam innnmerabiles lineze fub.
eadem aequatione comprehendi debent, prieter coor=.
dinatas x et y quantitas quacpiam tanquam parame-:
ter, quam littera @ defignabimus , in- aequatione in-
efle debet , quae in infinitum variata omnes curuas
fecandas exhibeat, ita fcilicet vt quamdiu litterae @
idem valor tribuitur , acquatio - habeatnr pro wvma

quadam determinata linea fecunda, dum antermn va-.

Jor hujus litterae fuccefline vel augetur Yel *dimi-
nuitur, ad alias continuo lineas fecandas perueniamus,
Ira fi- zequatio propofits fuerit y J=—ax, in e
* continentur omnes parabolae fuper eodem axe defcris

- ' ‘ Ccs -~ ptae




206 DIGRESSIO

ptae et eodem vertice praeditae, at'ratione parame-
tri @ vecanque inter fe difcrepantes, At baec ae-
guatio yy = fx ~ af vbi f fit quantitas vere con-
ftans , continebit infinitas parabolas fuper eodem axe,
eadem parametro f defcriptas , fed quarum - vertices
per -axen' contiouo proferuntur , fcilicet eadem para-
bola fuper axe:promota omnes curuas fecandas re-
praclencabit.  Porro aequitio y=—#x complectitur
omnes lineas re@as ex eodem panéto eductas; at
haec aequatio y y — 2 @ —x x, prachet omnes circu-
los ex eodem centro defcriptos. "

De natura curparum f{ecandarum.

s. Ante igitur quam quaeftio de traie€oriis
fulcipiatur, aequatio omnes curuas fecandas comple~
&ens , probe ef perpendends , quae vti izm noraui-
mus , praeter coordinatas paramietrum variabilem a-
continere debet, quam olim etjam moduli nomine
indicauerunt , practer quam alize conftantes quae-
cunque veluti f, g, b inefle poffunt, quippe quae
pro .omnibus curnis eosdem valores -retineant.  Hu-
jusmodi autem aeguationum plura genera diverfa
confiderari merentur, ad gquorum primum’ merito
referuntur omnes aequationes .algebraicae, cuinscun=
que fuerint gfadus; ‘ad fecundum referamus-eas. ae~
quationes , quae quidem funt tranfcendentes , verum
tamen vel logarithmos vel arcus circulares inuol-.
vunt, quandoquidem hae . quantitates nunc quidem:
perinde, ac algebraicae tradari foleat.  Velati i
fuerit L - S :

_y:aAng.ﬁn.'V(aax‘—'xx)—J/(a_ax—xx) in




PE TRAIECTORIIS. a0y

in hac aequanone omnes cycloides fuper eadem bafi

_defcriptae exprimuntur, quomoedocunque circuluos gew
~nitor immuatetur.  Tertiom vero genus deftinarum

fit aequationibus differentialibus, quas quidem non
nifi tranfecendenter integrare liceat , cuniusmodi fupra
_Adex
occurrit dy — = S civ ) vbi X funé"clo quaecunque
ipfins x et A ipfius 2. Circa talem aequationemn

‘nihil emnino flatoere. licet', nifi anre. accurate fle-

rit definitum , qua lege integratio fieri fir intelli-

genda, . vtrum feilicer noua conftans per integratio-

nem introducenda, pendeat a parametro’ @ nec ne ¢

‘quod indicium ita facillime” inflitei “pofle - videtur",

vt dicamus-integrationem ita effe- infiituendam | vt

fumto x.= b, fiat y = ¢, quippe quo’pa&o integra-

tio d_etermmatur , thm autem liberum nobis: relin-
quitur ; verum- hae litterae” b et ¢ fint: vere con-
flantes, an certo quodam modo a parametro @ pen-
deant ¢ Manifelum avtem  eft in quaefiione circa
traieGtorias iftam  indolem- quantitatum & et ¢ im-
primis fpectari debere , etiamfi- earum meutra. in pra
acquatione differentiali occurrat,

4 Perinde fére fe res habet, quando. pro ' cur=
vis fecandis gequatio quaecunque differentialis datur,
in quo quartum gehus conftituimus veluti dy— Vdx,
vbi V fit fun&io quaecunque. tam -ipfarum xv et y

-Quam - parametri ¢, etiamfi enim huivsmodi  aequa-

tionem forfan nullo modo ad integrationem  vel fal-
tem ad feparationem perducerc liceat, tamen ratio-
integrationis apud nos conftituta effe debet , vt po--

fito
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fito x =& Rat y ==c, vbi iterum definiri oportet

‘an et quanam ratione hae¢ qilantitatés b et ¢ 4 pi-
fdihetto @ péideant 5 atdlie hec quiderni itdiciim A

res id genete fpedetui vtigue erit difficiilinmim.

5. Multo vero adhuc difficilius negotium ex«
pedietur , quando aequatio pro curuis fecandis eft
quidews tantum differentialis primi gradus, fed vbi
ipfa differentialia ad plures dimenfiones exfurgunt.
quo guimiwm genus ponamus, quod ita commodiffi+
me defcribi poteft; vt fi breuitatis gratia 2 = p,

aequatio pro curuis fecandis vtcunque compofita fue=

1it % quantitatibus ¥, y, p et parametro &, interim

tamen pro determinatione curuarum fecandatum ea-
dem funt tenenda, quae iam ante praecepimus. At
fi aequatio pro curuis fecandis adeo ad differentialia
fecundi gradus afcendat, multo maiore circumipectio-
ne erit opus, cum ea dvplicern integrationem re-
quirat , et veriusque conflantis ingreflac indoles per-
feQe debeat effc perfpedta, quin etiam has binas
conftantes follicite a fe inuicem diftingni oportet ,
ex quo huiusmodi quaefliones etiampunc vYiX in
confiderationem duci poffunt. '

De Traieftoriis in genere.

3 6. Conftituta aequatione pro curuis fecandis, cu-
iuscunque fint generis, fit curna A M in vna ed-
rsm, pro qua parameter = ¢, pro punéto autern M
coordinatae I P—x et P M =, ita vt detur cer-

ta scquatio inter has tres quantitates x; 7 ot &, de-
* inde
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inde vero fit E M . traiecoria quaecunque, cniys
eum punétum M ipfi commune fit cum curva fe-
canda A M, etiam communes habebit coordinatas
et y, verum quatenus hae coordinatae ad traieGo-
riam referuntur, aequatio inter x ety maxime di-
{crepabit a fuperiore , dum fcilicet .in hac parameter
a neutiquam inefle debet, quoniam eadem traiero-
ria ad ompes fecandas acque refertur, €X quo iam
intelligitur, quemadmodum ad aequationem PO tra-
lectoria peruenire queamus, conditio feilicet fe@io-
nis fuppeditabit nobis certam acquationem , in quam
tres quantitates %, y €t & vVtcunque ingrediantur ,
vade fi hanc sequationem cum praecedente combi:
nemys, parametrym ¢ inde per methodos potas
eliminare poterimus atque aequatio refnltans inter x
et y et ipfa aequatio quaefita pro traie@oria.

. 7. Cum nunc in problemate trajeoriarnm
-angulus m M, quem traieétoria cum quanis fecan-
darum facit, conflans atque adeo datus cfie debeat ,
ponamus cius. tangentem = &, atque ¥t eius valo-
rem  inueftigemus , - confideretur applicata proxima
pm . curuae fecandae in, m, traieGorize vero in
occurrens , atque pro traieoria frattio 42 exprimet
tangentem anguli p. M #, at pro angulo m M » in-
veniendo differentietnr sequatio data pro curnis fe-
candis et quia etiam parameter g ibi yariabilis ha-
“betur , orietur inde hniusmodi aequatio differentialis:

dy—=pdx-+-gda
| Tom. X V1L Nou, Comm. Dd whi
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vbi quantitates p et ¢ quomodocundue litteras x, ¥
et @ inuoluant, quo fato, cum pro curua A Mm
parameter ¢ cadem maneat, habebitur pro ¢lemen-

to Mm, 2 =p,

quac eft tangens anguli m M#, vnde colligitur dif-
ferentiae horum angulorum . M 7 tangens f

e dy —pd— g
— dxz 28y

ficque iam habemus alteram illam aequationem quae
erit dy(x —apy=dx(2-+p),

quam cum aequatione pro curitis fecandis data con-
iungere , indeque parametram @ climinare debemus,
vt obtineamus sequationermn inter x et y, qua natu-
ra traie@orise exprimetur ; probe autem hic animad-
yertendum eft, etiamf in aequatione inuenta

dy(t—apy=dx(p-+2a)
bina tantom differentialia dx et dy infint, tamen
parametrum a quatenus foilicet in littera p inuolui.
tur, pro variabili haberi debere. -

8. Quod fi ergo eueniat, V¢ littera p para-
metrumt 4 non inuoluat , fed tantum ex ipfis coor-
© dinatis x er y compomatur , tum aequatio inuenta

dy(i—-ap):d'x(c_z—-};p}‘ _
quiz tantum dugs variabiles x et ¥ continet , natu-
ram traie&torize adaequate exprimet, tantum enim
opus eft, vt eius integrale inveftigetur. At fi quan-
titas p etiam parametrum ¢ contineat, tm €X
acquatione finita pro curuis fecandis data quacrgtlur
valor

e v T T
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DE TRAIECTORIIS.  aif

valor ipfius @ per ¥ et y expreffus, qui in quanti-

tate p loco a fubftitntus , praebebit aequationem dif

ferentialem puram pro traiectoria quaefita , - veluti

fi curnse fecundae fuerint rectae ex eodem - punéio P

du.é’c'ae, pro quibus habeatir ~ haec aequatio  y =a X

etit p = a et ¢ = &, vnde altera aequatio fit |
dy(1 —aa)=dx (a4

in qua fi ex zequatione data feribatur =7, pro-

dibit pro. traieGtoria haec aequatio differentialis
dy@x—ap)=dx(@x-+J),

quae quum fit homogenea pofitc y=ux transfor-

‘matur in hanc

pdzo—dult—gu) — dux___ audy
x T T ?

cuins integrale eft: o | _
alx=Ang. Tang.#—a LV (1 +uw)tale,

vonde fit _ __

T 2 (1 AT YY) —
ol Zxit—= Ang. Tang. #

fine etiam

VGRS o e b
e LYZEERIR= Ang. Tang. %>

qua acquatione nAtura fpiralis logarithmicae expri~
mitar , nifi fit 2=, fen angulus interfectionum

recus , quo cafu fit Y (xx%-+yy)=¢, Pro circulo.

o. Verum facpenumero yfu venit, Vt €x ae

quatione data valorem ipfius 4 haud commode de-
ginare liceat, meque adeo eius loco fubftitutio in al-
sum antem perpenden-

Dd 2 dum
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dium eft, ad cognitionem traieGoriae non ablolute
requiri sequationem puram inter coordinatas X et >
fed fufficit, dammodo eliciatur aequatio differentialis,
dugs tantum variabiles inuoluens , ita i pro curnis
fecandis applicatar » aequetur fandioni cuicunque
ipfarum ¥ et g esque differentiata pracbeat
dy=pdx-+qda

ita vt p et ¢ tantum fint funé&iones ipfarum x et &,
tum ifte valor -loco dy (rioatur in aequatione in-
venta , et refultabit hace aequatio ¢

adx(r+pp —gda(r—ap)=o0,

quae quia tantum duas continet varisbiles' @ et &,
ea valor ipfius x per 4 determinari poterit , id quod

ad traie@oriam conftruendam fufficit , tum enim pro:

~ qualibet curua fecanda A M m, vbi parameter @ cer-
cum fortitnr valorem , - definietur abfcila IP = x
vnde ipfum punétum M, quod fimul eft im traie-

&oria , innotefcit , ficque omnia plane traiectoriae

punéta reperientur. Veluti fi fuerit '

y=aV(1—zx), erit P ga—zm Ct g=V(1—x%),

qui valores in illa aequatione fubftituti pracbent
adx(1—xx+aaxxy—da(s —xx)@axt V_(r.—xx))‘::o.

Qin autem ftatim eliminamus a eX acquatione
aXx 1

- Ly L BAE N . —_ _\
dy(x ""wu—;ﬁ"—-’” ( vu—m)-‘

ponendo 4 = 3 =k prodibit

dy(r—xxAey x) = Jxl(oa —oX¥ —3 %) s

ynde
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vnde pro cafu traiectoriarum orthogonahum > vbi
x=oo, fit .

xya’y.._ dx (1 —x %),
quae per # dinifa et integrata praebet
InxA-lyy=I%, |
‘quae cft aequatio finita pro traieGoria orthogonali,

10. Quo antenmi hoc argumeutum in fe ma-

xime diffufum ordine pertraGtemus, fequentés café
diftin&ins euoluamus.

Cafus Primus quo parameter aequatur fun&ioni
cuicungue binarum coordinatarum X et . Si aequatio
pro curuis fecandis ita fuerit comparatz, vt ex ea
valor parametri 4 commode per fan&tionm ipfarum %
et y determinari poffit , fa&a différentiatione prodeat :

da =Pdx+Qdy
vbi P et Qerunt certae filnctiones 1p{‘arum x et ¥
quae vti conftat ita a fe inuicem pendent, vt ﬁt

(=52,

quomam €Igo pro eadeny parametro 4 fit
dy — _F

= Q7
ponatur hic valor in  f{operiori aequatlone inuenta
loco p, et pro traieftoria haec obtmebltur acquatio

dy Q—+4-aP)=dxaQ—-F),
quac ergo eft sequatio differentialis, qua relatio inter
ipfas coordinatis traieftorize exprimitur ; ad quany
mtegrandam quaeri - oportet - eiusmodi . functionem
Dd 3 - ipfa=




214 DIGRESSIO

ipfarum ¥ et y, per quam £a gequatio multiplicata
reddatur integrabilis, .
11, Quod hic de ipfa parametro. a eft alla-
tum , valet etam de fundiivone quacunque parame-
tri, quae fit — A, fi enim pro curnis fecandis fue-
rit A — funétioni iprum x et y, ponatur que
dA—=Pdx+4-Qdy "

‘habebitur  vtique VL gnte pro tra:cﬁorus haec ae-
guatio :

dy(Q—[—aP) —dx(acQ—P),
ita i fuerit

A—a"=x"4-y" fit P=p 2" et Q=n "

wode pro traiectoriis habebitur haec acquatlo
Ay (5" + gy —=dx (ay " — 4"
quod fi ergo trajeCtorize orthogonales efie debeant ,
feu a = ¢v aequatio erit
AT Ay =yt T AR,
quae integrata dat
I . 1 I

o

—— P ——
J,n—z xﬂ—ﬂ—cﬂ-—27

vbi excipi debet caftis # = z, quo fit

dy — d x
YT w?
- hincque

Ly=Lx~4Lg, fou y=cx
12. Vt hunc cafom exemplis aliquanto genc«
ralioribus quoque illuftremus , fit X fundio quagcun-
' - que
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que ipfins & et Y fun&io quaecuﬁque _ipﬁus J» po-

paturque breuitatis gratia
dX=X'dx et dY_:Y‘dy, |
quo pofito fit pro curnis fecandis
A—X+Y,eit P=X &1 Q=Y
vnde pro traiectoriis habebitur ifta aequatio :
dy (Ve X)=dx(@Y -X),
hincque pro orthogonalibus
Xdy=Y'dy feu 2 —=%E

13. Ponamus nunc pro curuis fecandis huins=

modi dari aequationem , -
CA=XY eritque P=X'Y,Q=XY
atque hinc pro traieCoriis ~nafcetur haec aequatio
differentialis o
dJ(XY’-l—aX‘Y):dx(aXY‘—X.‘Y)
hincque pro orthogonalibus '

Ydy .. Xd=
v o X ?

ita. fi fuerit
X=am, Y=0%
jta vt pro curuis fecandis proponatur haec aequatio
A=s"y", |
quae sequatio infinitas tam parabolas quam hypez-
bolas f{uperiorum ordinum continet , tum ob
i — -1 — —
X/ =ma"7" et Yl=ny—"',
pro traiectoriis orthogonalibus oritur haec acquatio

ydy —ndx
e S

cuius

s
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cujus integrale eft

YT axE=d¢0,
quae femper eft pro fectione conica idque vel ellipfi
vel hyperbola. :

14. Cafus Secundus , quo applicata y aequa-
tur fanGjoni cnicunque parametri a et abfciffac %
Pro hoc cafu prodeat per differentiationem :

dy—=Pdx-+Qda
vbi P et Q funt certae funttiones iplarum 4 et &
atque eivsmodi, vt fit @y = (33, quare quum ma-
nente g hinc fir 22 =P, hic valor loco p in ae-
quatione generali fupra inuenta fubflitntus , dabit pro
traie@oriis ‘hanc aequationem

dy(r—aP)=dx{e-+P)
quae quum adhuc tras variabiles contineat loco Ay
yalor ‘modo datus fobftituarur, ficque orictur haec
gequrtio
- Qda{t—aP)zadx(r -+ PP)

Quie tantum - duas variabiles % et @ continet, ynde pro
quauis parametro 4 hoc eft pro qualibet curnarum
fecandarum  definiri poteft abfcifla i P=x, hincque
ipfum pundum M in taiedoria. fitom, quod ad
curnam conftruendam fufficit.  Pro sraietoriis ergo
orthogoualibns habebjtur haec aequatio |

-—PQda;:dx‘(I +PP) five d.x(:»};PP)-—l—PQda:o

ficque totum negotium iam huc redit , vt huius ae-
quationis integrale inuefligetur. '

I5:
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13. Quodfi hic pro exemplis flatuere vellemus

' y‘: A -+ X vel = A X perfpiceum eft haec ea~

dem exempla iam cafr praccedente-cfle pertradtata,
contemplemur ergo hoc exemplum fatis memorabile

y=VY(2ax—x1x),
ita vt curuae fecandae fint circuli infiniti, fe mu-
tuo tangentes in eodem puncto A, quorim Centrd
in eandem rectam cadant. Hine igitur erit

-_— O X —— 2
P ~— JlepE—zxx)? Q—""v{zax—;cac)
hincque .
1+ PP =t

2 QX =% :
ynde pro traiectoria orthogonali prouenit haec ae~
quatio e
aadxlax—xx)da=o0,
quae per 4 & x divifa dat

edxnda __ 48— o
aax® as —— 7 ? ¢

cuins integrale eft
- or 1 e _ Tt
ﬁ—zaa—"—tzcc

cc(2a—2x)=-+aax.

, five

quae abit in hanc
ccleaax—x)="dadaxx,
quum autem fit
2ax— XX _.-:j_y
radice extradta fit
 eymarm R,

Tom. XVIiI.Nou.Comm. Ee | ita
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jta vt eliminata a, pro traieoria orthogonali oria-
tar haec aequatio - .~ -

20y = XX+
quae etiam eft pro circnlo.

B

]

16. Cafus Tertius, quo 2bfciffd x sequatuy fun-
Gioni y et parameuri 4. Pracbeat haec aequatio
differentiata .. .

dx=Pdy+Qda : _
wbi P et Q erunt tales fun&iones ipfarum y et 4
Vi, ﬁt_-ﬁ(‘;%);__ (3—09;) ;. lam quum manente 2 hinc fiat

4% — ¢, hic valor loco p fupra fubftitutus dabit pro

traie@oriis hanc aequationem
dy(P-—oL)::dx(r-}—aP)
in qua loco dx valor fuperior fubftituatur , Vvt ob-

tineatur {equens aequatio duas tantum variabiles ¥
et @ inuoluens -

Qda(r—+eP) +ady(t- PP)=o
cuius refolutio conftructionem traje@oriarum fuppe~
ditabit. ) Lo e
1. Hinc fi traieGoriae debeant effe ‘orthogo-

pales fen @ =k oo pro iis habebitur haec aequatios

© PQdadyfr+PP =0 . |
at fi angulus interfe@ionis debeat euanefcere , quod
euenit fi traieoria curuas propofitas , tangatoba=©

habebitur haec - aequatio Qd 2 =20, fine Q= 0,

‘quae et aequatio finita , ex qua y per 4 vel vicis-
fim @ per y definiri poterit, vnde refultabic _eius-
modi




DE TRAIECTORIIS. - 219

modi traie&orid, quae omnes curuas fecandas con;m-

— 2Oyt

gat, veluti fi fuerit, =i, quae eft pro
infinitis ‘re@is certo modo. in plano .du&isy ©b
-—-ilj_c.—fﬁ haec aequatio y -— & "praebebit lineéam

st

curuam omnes refas illas tangentem , cuius ae~

quatio inter coordinatas x et y .ob @ ==y  erit

=%, quae eft pro parabola parametro f. de-

fecripta, Caeterum quum coordinata¢ -inter-fe fint
permutabiles, hic cafuis a praecedente non. differre.eft
cenfendus. o

18. Cafus Quarius, quo aequatio pro curuis fe
candis inter coordinatas ¥, ¥ et. parametrum g -eft

homogenea , ita vt hae tres.quantitates vbique.eun-

dem dimenfionum numerum adimpleant, Quoniam
aequatio inter x, y: et a propofita eft homogenea, fi

faciamus has - fubflitutiones x — ¢ et y — au, para=

meter @ per dinifionem penitus tollerur, ita:vt re-
{oltet aequatio duas tantum variabiles # ¢t # inuol~

vens., qua ergo certa relatio inter 7 et # exprime~

tur, vnde fumtis differentialibus . prodire ponamus
du=wdt,ita vt tam u quam o vt funétiones ipfius
¢ {pectari queant. Hinc auntem differentiando. adi-
plfmmur : '
dx—adt+tda et d_y-—acvdt—}-uda

hinc ergo pro eadem curua fecanda A M, quia pa-
rameter ¢ manet eadem, erit dx—adt ct dy—avde
vade fit ‘U =@, qui valor in aequatione generali
~ fupra 1nucnta loco p feribi debet,. feribantur * dutem
E €2 L 1b1dem
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ibidem loco 4y et dx, valores modo exhibiti, at-

que pro traiectoriis obtinebitur ifta aequatio i
(avdi -+ uda)(1 —av)=ladt+-tda) (a4 )

quae tantum duas continet variabiles z ¢t a, ex qua

elicimus '
da(u-—au*v-—at—-tw‘):aad;(_x+azw)

quae ‘fponte eft feparabilis et pracbet

da adifr 4=
s T {uh—an—1@4+N

‘19. Hac ergo aequatione parameter @ aequa-
bitur cerrae fundiosi ipfius #, quae fi loco 4 in ae-
quationibus principabibus , ¥ =af et y—a U {ubfti-
tuatur, tamy pro X quam pro y cereas fundctiones
ipfius ¢ confequimur , vonde natura traie¢toriae facil-
lime perfpicitur ; quin etiam fi €x his sequationi-
bus quantitas # eliminetur; peruenictur ad aequatic-
nem puram inter ipfas coordinatas % et y pro tra-
jetoria quaefita, quae quum pouam conftantem ver-
bi gratia ¢ inuolnat per integrationem ingreffam ,
ex variata infinitas nancifcemur traiectorias , quod
quo facilius perfpiciatur, ponamus effe

fppiins o= LT enitgue integrando
a—¢ T, vode pro traiectoriis has reperimus .

formulas x —¢ Ts et y=¢ T

20. Quodfi hunc cafuin accuratius perpenda-
mus, facile deprehendemus , omnes CUruas fecandas
hoc cafn fimiles inter f& fore. Confideretur enim
curva determingta, cuius abfciffa fit 2, applicata ¥ero g,

. _ pes” gt

1
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fit igitur D V haec curoa determinata, cuins abftis- Tab. 1.
fas I T ==z et applicata T V ==u, vbi {cilicet in- Fig- 2.
ter ¢ et # eadem acquatio fobfiffat, hac autem cur-
© va defcripta , fi pro quocunque valore parametri @
fiint hae propertiones
1:a=IT:IP etr:2=TV:iPM,
cuidens eft fore ' |
" IP=at==x et PM=gu—y,
ficque pun@tum M erit in vpa curuarum fecanda-
rum huoic fcilicet parametro 4 conueniente , ficque
haecc cuorua A M perfete fimilis erit DV, quod
quum de ommbus curuis fecandis aeque valeat, pa-
tet omnes etiam inter fe effe fimiles, atque vicis-
fim fi' omnes curuae fecandae fuermt fimiles ; .tum
deferibatur vna esrum ex parametro 2= 1 quae fit
curuia DV, vbi V fit pun&um homologum punéto
M, eruntque coordinatae 1T =12 e TU—wu eae
prae' ad quas initio aequationem homogeneam re-
duximus. Simili autem modo intelligitur, quoniam
pro traiectoriis inuentae {unt formulae x =¢T? et
g =¢Tu, omnes has traieforias etiam inter fe fo-
re curuas fimiles, ita vt fi vna fierit defcripta vers
bi gratia pro valore ¢ —= 1, reliquac omnes ex ea
ope principii fimilitudinis confirui queant. Manife~ .
flam astem eft, principium fimilitudinis ad pun&um
fixum I refcrn debere , quod probe npotandum, ne
notio fimilitudinis hic perperam applicetur. ‘Hic
fcilicet non tam fimilitudo abfoluta curvarum fecan-
farum fpeétatur y quam ﬁm:lltudo pofitionis refpe@u
- Eesz puncti

e o T TRs
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punéi fixi I, quam ita comparatam intelligi opor-
tet',” vt ompes re@tae-ex hoc puntto 1 edu@ae cun-
€tas curuas ﬁacandas in' pun&is homologis fimiliter
trauc:ant. .

21, Exempli loco afferamus aequationem ijam
fupra tradtatam yy — 2 @ x — x'x quippe quae eft
homogenea, pofito autem ¥ —dZety == a4, ea abit
in hanc

yu=2r-tt feu y=V{az-11), ita vtﬁtrv-— e

quibus talorxbus fubftitutis pro traxeé’corus haec eli-

¢itur aequatio differentialis ¢
) :_i_g edt
eV G =iV —ii?
hmc ergo pro trgiectoriis orthogonahbus habebitur
da . _ddt o dt dt

"'"'_-

a ' ;T——t_f zt_-":(z-_-T)
cuius integrale eft =
’ Log. a__.LV(’"“‘)—[—Lc‘ fine- a—c'l/(

quare pro_his tralc&orns habebxmus
x:cV(zt-:—-tt) et_y'—c(z—t),
€x pofteriori fit

2 —i= 2 et p—t=d

.

luncque .
V(Qt_tp)——i'fﬂﬂﬂ"—"l")’):—' 23

fidque refultat aequatio inter & et _y haec :
AX=20)=F I - :
22. Cafus Quinttis 5 quo. tam abfcﬂﬁa ¥ quam

appllcata Va aequatur fun&lom cuxcunque paramctrl a
i s et
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et nouae cuiusdam vanabﬂls t.. Quum ¥ ﬁt fun-

_¢tio binarum -variabiliom 7. et a itidemque y fun&io

earundem ,. ponamus. differentiando prodire ¢ .
dx_,sz—}-Q_dzz et dy = Rdt-]—-Sda

'vb1 notandum e[’: fore
(35) = (1% =)

Iam quna pro eadem curua fecanda A M parameter

@ non variatur, pro ea erit 3% =% qui valor. loco

# fubftitutus , in aequatione gcnerah pro traleéi:orus
fopra data, praebet iftam aequationem : .

(Rds-+Sda)(P—aR)=(Pdt+Qda)(a P.+R),

- quae reducitur ad hanc

 da(PS—QR — u(PQ—|—RS)):adt(PP+RR)

23. Quod{i ergo traiectoriae orthogonaies de-

fiderentur , pofito @ — o pro iis habebltur iffa ge-

quatlo N
d:(PP—}—RR)-{—da(PQ-—}-RS),_o

in cuius refolutione Vel - mtpgratmne totum nego-
tium verfatur. At fi curna defideretur, quae omnes
propofitas contingar pofito a — o, prodit haec ae~

guatio finita PS — QR —o. Talis ftilicer cutua
Jocum  habet’, quando- curude fecandae ita funt com-
* paratze, Vvt binae - proXimae quaeuis. fe . alicubi .con-

tingant , tum enim curua, .quae. per omnia haec:con-
tactus puancta traducitur , ﬁmul omnes tanget, Hu-
iusmodi contactus euenire poteft in infinitis lineis

rediis,
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redis , certa lege dudis, quas in. geners softro mo-
do repracfentare licet, vt fit
x =t etj'-._;at—-z—A
vbi A denotat fun&ionem quamcunque ipfius €,
{itque '
-dA=Alda,
hoc ergo cafu fiet
| P:I,Q':O,R:a et S— A/
vnde pro curua quacfita reperitur
Al =—o
ita vt fiat
x=—Al et y=A—ahl

4. Cafus Sextus quo tantum pro fingulis cup-
vis fecandis aequatio differentialis inter coordinatas X
et y datur,

Sollicite hic diftingni oportet inter acquatio-
nem differentialem , quae tantum ad fingulas curuas
(ecandas Tefertur et inter aequationem diffrentialem,
quac .omnes plane curnas fecandas in fe fimul com-
ple@itur , cuinsmodi fequationibus ha&enus in cafi-
bus pertraiatis fumus vfi, tali forma

dy=pdx+qda
expreffis, in quas fcilicer binae cootdinatae & €t ¥,
atque etiam parameter 4 tanquam variabiles ingrediun-
tur, earum igitur character in hoc confitit, quod
tefna differentialia 4 x, dy et d ¢ in iis occurrant.

25,

i
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o+ 28, At aequationes, .de quibus- in Jiee cafn {ca*r-{

mo: ety tstem :duo- differentialia 4 et ¢4 inool-
vant., etismfi parameter » in'eas iogredistur ,  ag
quarum indolem explicandam fic V. fundio quaectms
que . abfcifhe: & ¢t . parametri @, quaelibet auten: guer
va fecanda hoc modo definiatur,, vt vy =/Vdan
m qua,’ mtcgratxone fola. » vt variabilis fpcé"camr R
parametro a pro conﬂantc ‘habita | ». hac enim -raticne
Vna to:a curua ex {ecandls‘ penitus’ determumtur,
9uomam pro’ ea parameter @ Teuera minet conﬂané
intefim tamen ﬁ “pro qualibet mtegratione pqmme-
ter @ varietur , ‘eadem’ formula {ucceﬁlue ad’ Dmﬂeé
curuas fecandas adhiberi pOl'E'l.‘lt ex quo iam - fatis
intelligitur; quomodo aequatio .differentialis hine_ nags
dy =Vdx, tatum ad fingnlas coryss fecandas
pertinere. y non vero , omaes fimul in & Compit'“ﬁl
dicatur, : -

. 26. Propofira igitur huiusmodi aeqhatxonc dlf-'-
ferentiali dy =V dx probe ammaduerreudum eﬁ.
in ea parametrum 4 pro ‘conflanti haberi , ita vt
integrale "more folito” expreflum [V 4 x, Y_alorem
applxcatae 7. exhibeat , quum autem haec. zpfé dnte-

gratio  nottam. conftantem . l‘ﬂ:lplﬂt , €ilus determinatiq

fimul pracfcribi debet, quia aliequin ipfa quaeflio
non foret determinata, quare fi- huinsmodi . cafus
_proponatur , ante ominia in ipfa’ propofitione definiri
debet , .quanam lege’ haec integratio fit infliruenda R
quae conditio ita generatim. exprimi poteft , vt . -po-
fito x=f, fiat y —g, vhi quidem :quantitates f et
g vel prorfas funt gqnﬂantes vel . etizm. _certp _quos

. -Tom. XVII. Non. Com.m. Ff - dam
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dam modo a parametro .¢ pendeant, ita Vvt dom
variaado parametrom @ ad alias -curuas {ecandas trans
fimus , etiam litteris: fet: g alii valores tribui.de-
beant. Manifsftum enim -eft, nifi.ralis;conditio ;eXe
preffis verbis . fuerit - conftituta -,:-rquaeﬁxoncm.;wneuti
quam efle ablolutam. .
27. Etfi antem talis aequatio 'pro fingulis
curnis”fecandis fufficit , tamen eam neutiquam ad
traicCorias determinandas adhibere licet , quoniam
enim talis formula dy =V dx, ad noftrum’ cafum
fecundum accedere videtur , vbi erat Co
'dy':.P'dx—-i—Qd’a,, |
primum quidem pulium eft dobinm , quin hic fit
PV, fed altera quantitas Q, 2 qua eflentialiter
determinatio trajeGoriarum pendet , . quandoquidem
pro iis inuenimus Lo S
Qda(:,-_—aP)::a.dx(z +PP),
hic prorfus non iudicatar. '

. 28. Quoties quidem vel' formulam [V dx vel
integrare vel faltem ad quadraturas’ cognitas reducere
-}cet, huic incommodo facile. remedium adfercur ,
namque integrale inuentum: [V dx, atque vt modo
ant¢ priccepimus rite determinatum , denuo differen-’
tictur , dum non folum %, fed etiam @ variabile
accipiatur ; cuins differentialis quidem -pars -elemen=
tum 4 x contidens erit ipfa’ formula propofita V4x,
altera vero pars elemento d g affefta’ dabit verum
valorem membri  illius Qda, vel breuins hoc x;lem-,
. N rum
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brum Qd a obtinebitur , fi integrale £V dx per fo-
Jam variabilem @ diffcrentigtur, . Quando autgm for-
mulam V'd x hoc modo integrare . non licet , tum
etiam nulla adhuc via patet, quantitatem Q ita co-
guofcendi , vt -inde pro traleé’corus aequatxo COl’lﬁCL
pofiit. , . ‘ S
a9, Coguita quidem eft. metho‘dus in hui_us.—
modi formulis dlﬂ"erentlahbus completls
dy—Pdx - Qda,
fi detur altera pars Pd.x', alteram Qda mueﬁ:gandl,
quum enim fit (“Q-)__( , hic valor (d ") aﬁignarl
poteft , hmche fiet dx( )—“dx(“ "); vbi quum
dz(42) fit differentiale 1pﬁus Q pro fola- variabili
x, mamfeﬁum eft fore Q__fdx -—) , fi quidem in
hac mtegratlone tantum X pro’ variabili habea=
tur.  Pro noftro ergo cafu vbi P==V ‘haberemus
Q=/dx (%) 1deoquc pro tralcﬁorns ilanc aequa—
tionem
da(x —a.V)fdx(dv)-"adx(l +VV)

in qua quum  parameter g.fit effentialiter var:abxhs ;

formola fd x (3Y) nullnm plane v{um pracftare pot- |

eft, nifi hacc integratio adu expediri queat, ~ His
dlfﬁcultanbus qulbus praefens cafus. ‘premitur dilucide
explicatis , operae imprimis pretinum. crir, voum ca-
fum ioveftigafle , quo traiectorias affignare licet , et~
famfi neque formula [V 4 x neque [da (&), inte-

grari poflit , vnde fequens Problema proponamus.
Ffa | Fso-

e
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L Problema. . 0 g med
‘Qnam’tur ,“gdotmodo pro” —ﬁngiﬂu catd
1715 fccandls aequaﬁdnerﬂ‘ {ifftentislern d_y—"ﬁ’mé
(vb1 'V tdm parametrom’ 4+“quirth Abfciffam' ¥ abfol=
vit) “tompiratam effe oporteat , vt inde trai€ctorias
definire liceat, etiamfi ipfa formula f V dx nulld
‘modo mtegrabills exqﬁat: R ¥

P

S olu t io.
Totum £rgo. negotinum huc redxt ’ vt ca[‘um
;nueﬁlgemus quo | trajectorias fine formula jdx
deﬁmre Jiceat . 'd quem muemendu:n denotet tan—
tifper Q" valorem formalae fd x (EY, vt 3€qllat'lo dif?
ferent:ahs completa pro ommbus curuxs f‘ecandxs ﬁt
dj_Vax—-}-Qda
ynde fecupdum. praeceptd, ante data pro trgle&oi;ilis'
u;ucnta eft hacc aequatio : S
Q_dd(:-—aV)*“oLd.%(:-{-—VV)
‘quae quum- duas. warjabiles @ ¢t ¥ inuoluat, , da}l:utuft
certa, functio 1pfarum x et 4, per quam haec aequa-
- tio’ multxplrcata fiat mtegra’ozhs ; verum euidens’ cft
fnucltigationem talis ‘fiin@ionis in genere non minoribus
abﬂacuhs exPom 5 quam id ipfum, de quo quaerxtur. .

. 3% ‘Verum tamen datur cafus qmdam fpe-
Cl‘llIS quo talis muefhgatxo fuccedir., atque in hunc
ﬁncm repmefcntemus qequanonem noﬂram fub ‘hac

forma:s o |
udx{"“‘vv’-%—Qd'ﬂ_-o CER
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et -quactamus jam fun@ionem -ipfivs @ tantum; quae
fit A, per quam ifta aequatio multiplicata ﬁat inte~
grabllls Acilicet haec forma : .

o:Adx"+V"3-—l—AQda:o

quae comparata cum forma generah de-i— Qd 4,
quae integrabilis exiftit, i

(45) =12y,

nobis praeferibit hanc conditionem -

(dA(:-l-VV) (dAQ (_d_Q )

A\ av—x 4 , = :A‘_- A i/ ?
vernm ex ipfa aequatione propofita E

U dy=Vdr4Qda o s
quae per hypOtheﬁn eft mtegrabﬂm, et -

(&) =02
’ _leferentlemus igitur fra&xcnem o
| AL VYY)

Tavi—t
Jfiumendo -folam # variabilem, quod fit, ﬁ loco av
fcrr.bamus (&), fimilique modo g—“ _ Toco dA ae

H que hinc prius membrum noftrae poftremae aequa-

thDIS El‘lt

add LTV (aV\f—zV_—-u)
- . da m?_x 'J‘—“A( TV =2

pofterius yero membrum erit A(‘”’) ita, vt.nuné

habeatur ita aequatio-

adA G VY) (dv)(|—|-ua)__o N
da av—1 a4 {ﬂ.v—-—i32 _— R ¥

32. 1t bac:equationé tantdm . vbius generis

av
d1ffercnt1a11a occurruat {cilicet: =t &t (G ad fplam
Ffs ~ varia-
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‘Variabilitatem ipfits @ relata, ita vt abfeiffa ¥ non
aliter nifi-, vt conftans, in ea infit , quare fi nuac'x
pro conflante habeamus claufulis illis reiectis ," quippe
quac tautom ob duas variabiles firerunt vfurpatae,
habebimus hanc' gequationem differentialem 3

adA(r+4 VV)—2ailEzd—o

. av__ i .
qua certa relatio inter A et v exprimitui: , abfciffa

feilicet x vt conflante - fpectata’, punc vero inde fla-
tim elicimus L |

gih — _Loran)dV . gedV _avdv—dy

A ‘_(EY;—WV)’ﬁ—i _‘:'-{—V'V_'_
cvius integrale et ™ | _ L
al A—al (@V—1)-aLV(1+VV)- Ang Tang V42LX
vbi loco conftantis introduximus fanctionem . quam-
cunque ipfius &, quare per hanc sequationem- quan-
titas V certo modo geterminatur per A et X, ideo-
que erit fundtio ipfarum a et ¥, qualis in proble-
mate noftro defideratur. e
", 33 Quod fi enim pro fingalis curnis fecandis -
habeatur ifta acquatio differentialis 4y =V dx, fi-

ve haec integralis y=fVdx, vbi V fit ea ipfa

fon@io iplarum 4 et X, quam modo inuenimus ,

tum pro traiectoriis inuenta ‘eft haec aequatio’ per
hypothefin jntegrabilis , '
(1 == vv) A —
cuins- integrale reperietur, fi folum prius membrum
integretur pofito # conftante, vide hoc iptegrale erit
oy (1 V) = |
gr.Afdx ay -1 C,

vbi
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vbi quantitis C vel eft vere conftans, wvel CErto

mondo a parametro a pendcb1t, qui modus ex ea

conditione , qua prius integrale [V 4 x capi debet, L
eft’ petendus. Pro qualibet feilicet curva’ fecanda ex '

eins parametro ¢ hinc colligitur abfiffa x| indeque

punctum' M, quod fimul eft in traieGoria quaefita,

34. Illa autem aequatio logamhmlca , qua Tab, I,
natura fun&ionis V definitur, commodius ita reprae- Flg Iy
Aentari poteft

Ang. Tang V==alL f"v"(:’ﬁj ,

vnde ‘generatim pro apgulo interfectionis quociingue
\ralorem 1pﬁus V neuriquam elicere licet; confidere-
*’ ' mus gutem cafum quo traiectoriae requiruntur -or-
\ thogonales, quia enim tum fit a = e, ideoque
' eV —1=aV acquatio noﬁm fiet

i Ang. Tang. V= a L ¥ AV(I-I-VVJ

vnde fequitnr effe debere ” T \

avXx ' , Vo e A&
H : .AV(:—-I-VV)"_I, ﬁue Yi+VV)" " aX?

vbi quum nihil impediat, quo minus pro a X fcriba-

mus X, habeblmus

v — A
VvV X0

hinc vero porro colligimus
V=rt et Va+VV)=

— O

-~

'XX-‘AAJ'

V(XX —44)
: ' 85 Confequenter fi. pro curuis fecandis  pro=.
pofita firerit haec aequatio dxﬂérennahs :
Adx
1) = xx- viXxX—an)? .
vbi
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¥bt X denotat funéionem quamcuuque ipfus: . er

A ipfus a, poterimus traieorias - orthogonales. ~im=

venire , pro: iis enim habebimus iffiam. gequationem
_XXdx  — : o )
VXX —AA) ‘

¥bi C vel eft quantitas conftans vel certo quodam,
mhodo a parametro a pendet, ‘quemadmodum fcilicet
conditio integrationis formulae o

) V_P‘&%:%—Tﬂ pofiulat. _ _

Hic ergo practer omnem exfpectatiorem ad easdemy
traicGorias peruenimus , ‘quas {upra. ex natura. bra-
chyftochronarum fumus adepti.

-

. 36, Quo autem clarius appareat , quomodo
quantitas C pendeat & conditionibus integrutionis pro
curuis fecandis , fequenti ratione colligere rotcrimusy
ponamus iftam integrationem- ita nftitni vt fiar -
J— Adex ] <
v =[rzxsn T B

vbi B denotet vel quantitatem vere conflantem, vel

ytcunque ab . pendestem , prouti libwerit , dum

jpium integrale evanefeit pofito & = O vel cuipiam
alori dato et quia sequationem differentialem in
genere fumfimus S S

d_y:de.—}—\Qda,"
hoc poflremum membrum Q44 compleGetur  d B,

atque adeo reiectis terminis ab ¥ pendentibus. erit. °

Qda=dB. -
Jam quia pro traiectoriis, orthogonalibus inuenimus
hanc aequationem -integralem- : -

X¥dzx a — _ -
fﬁxx—-u;"c""o’ Coe h"L.
‘ 21Us=
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huinsque d;ﬁérentmle contingri debct in formas

oLAd”""*'V‘”-{—AQda__.o SR

neceffe eft, vt hoc poftremum | membrim AQda

aequetur 1p{i —d Q , reie@is {cilicet terminis ab &
pendentibus , dum etiam haec’ integratio- eadem Legc
inffitnatar vii. puor quare quum fit '

Qda=dB
fiet iung - . L ;
dC:fAdB,;. | o
1deoque '
C=E --fA dB

~wbi E denotat quantitateny vere conf’rantem. Quan-
do ergo vti in brachyflechronis vfn venit littera B

vel euanefcit vel vera eft conflans , “tum pofterior
Litera € demotabit veram c-:ouﬂfantem, quemadmo-

dum ibi  inuenimus. Quomrca haec determmat;o;,._l
multo Tatius patet quam ilfa , quae erat ex brachy:

ftochronis _petita, quandoquidern hic pro B fund&ie~

nem quamcunque ipfius A aflumere licet , cum -jbi -

foiffet B=o. = |
37. Cafus Septimus quo zequatio ‘pro curuis fe-

candis refertur ad punGumr fixum.  Sit igitur™ X
punctum- illod fixum , 2d quod primum curaae fe- -

Candae A M m referantur , per’ diffantiam 1M — o

et angulum CIM=®,a dite®ione fixa IC fum-
tum ac pre hac quidem curma A Mw fit parame-

ter — @, ~variabilis fi ad alias curuas . fecandas tran-
ﬁmus , conftans vero quamdiu iz eadem remanemus
“Tom.X V1L Nou.Comm. Gg . Dabi~

Tab, I,
Fig. 3.
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Dabitar ergo ipro curuis fecandis aequatio interw, @
et a2, ex cuus diffcrentiatione prodeat
dP=pdv-t+qda, -
ynde pro eadem curua fecanda A Mm,
verit dQ =pdv,
vade definive licet angnlum A M T, quem haec cur-

g . va cam re@1 I M conftitnit quippe cuius tangens ,
P vd® it — P
quae i genere eft 252, pro hoc cafu erit = p-v-

38. Sit iam curua B M-y traieftoria quaecun-
que fecans . carnam A M fub angulo A M-E cuius
tangens fit vt ante = a, €t quia eaedem variabiles
m et O etiam ad traiectoriam pertinent , pro._qua
parimeter & viique yariabilis haberi debet , erit an-

“ L [N d . . ? ,,; --._.’ d R . X i Y _.y—
guli IME tangens = "id.;fp ,"quo angulo cum prag
- cedente comparato colligetur tangens differentiac €0~
. rum hoc eft s |
L po—28  w(pdv—dQ)
Tang. A ME="—— 2= = —®
3. & W B — g pevd0 T goppood T
“$ta"vt pro ‘triiedotiis réfultet sifta” aequatio ©
wp—a)do=vd P apw)
©_-quae pro traiecoriis orthogonalibus ob a'== e abit
_sin hane. . L S ,
- du-peedP=o . ,
“THithe! érgo hegtiitiondm ~cim praecedente ita- con-
Sififgif opdrtet, vt in‘ea die tandim varidbiles -

-

-Dikt ,2Bocgue ‘modo ilukntio traic&oriaram- perduice~

“iir it deqiistivrion diferédtialein’ opdindridm o dditer
- ~Jditas variabiles. : .

- 39
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-89, Quod{l ergo. aequatm p1o curnjs fecandis
ita fuerit comparata , vt angulus §. commode pet
fand&ionem ipfarum. @ et & .exXprimi. POﬁ]t o tum in
aequatione differentiali s

dP=pdv-qgda
litterae p et g datae erunt fndtiones ipfarum: o et g

it vy fit (82) = (42); hoc valore iam. pro 4 {- fubs
‘ ﬁ:tnto pro trmeé’toms in genere orietur haec se<

quatio
qwda(:+apw)+ddq;(r +pptvru)—

'l lnncque pro orthogonalibus: .

pgv "da--dv(1 —{——PP‘U‘D)_._-O.

-46s, Ponamus lmeas fecandas omnes effe rectas

ex ipfo punéo, 1 eductas et quia, anguh AMI
evanefcunt mamfeﬂum eft fore p=o, ldeoquc ae-
quano erit pro lineis fecandis . dQ=gda five

d® —da nihil enim impedit quominus angulum
¢, tamquam ipfam parametrum a fpeiemus ita vt
fit g= 1, Wm crgo pro. tra1e&orus habebimus hanc

aequatlonem :

:vdcz—l-ocdfv—o five ob da-—dd)

hanc-
Hq:d(I)—{—adiv::o,
ita vt fit
‘ pvdQ .
Tv — %

vnde. patet traieGoriam, effe fp1ralsm loganthmlmm,
Omnes radaos 1M fub angulo conftante , Chius tan-
Gg 2 gens
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gcms — . a, feantem, ac fi fuerit ¢ =, fit
dv—o fen v=¢ 1deoque v—¢, quo cal tr,ug—
étoria erit circulus centro ¢ deferiptuts,

41. Retineamus aequationem generalem ¢
dQP=pdv -+ qda : _‘
jt1 .Vt pro wnaguaque curua fecanda , fit =[P dw
fymamnsque hanc formulam integrari non pofle, ita
‘vt hinc g non liqueat, et guacramus yti in proble-
mite cafii fexto annexo iadolem fundti onis- p, Vt

teaie@oria confirui poffit, pro qua quum acqua-
'tio fit ' 3
' adv(i 4ppoy) — “

qda:—l— T ap O 4 ;
panamus vt fupra hanc aequatloncm integrabilem :
reddi, fi maltiplicetur per A fin&ionem quamcun~ ‘ 4

que 1pﬁus a, ne autem in ambages incidamus; con-
fideremis tantum naxu&orus orthoganales, pro qui-
bps haec aequatio

" Agda -{—Adw“"’f’f’——i—"o
debet efle mtegrabdxs i necefle igitur eft, Wt ﬁu

A( "’da Pw;'f“ p) . -(—&jﬁ'—_ﬂﬁp)>

at vero ef’t i -
(G=0D

wnde ifta aequatio indugt haoe f'mmam .
Al s F A R - ]

dm) ‘d
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42, Qma in his d1ﬂ‘crentmhbus fola -parame-
ter & Wt variabilis occurrit , fpe&cmus retlera m Vi
conflantem et adipifcemur hanc aequa.xmnem |

dA (55 +p)-“"

ppry

vode fit ' .

A —.  dp o dp. b _2_
R S T O T T ? e
quae mtegrara dat

L A L \l (x -+ 'L‘ UPP)
vnde cdixgxtur

P = V{vv “AADD) et V(! +ppwv)""ﬂVV——aAw) _
i 43 Conl'equcnter fi pro curuis: fecandxs llaec' '
detur aequatio :

950'1»’

’

‘ v —a
+LV ﬁue ?'U_-i-_vap) v

Adw

B= fvwv—Aw'va’
vbi V denotat fundtionem guamcunque 1pﬁus w et
'A ipfius a, tum pro traie&oriis erthogonahbus col-

ligiiar ifta acqaatm differentialis :
Agda-tr —FIE2 =0

VYT V—AATDD)
guag quum per fe ﬁt mtegrabxhs, aequat:.u finita m

- fe habebit

jp— yvdw
'U'D\J(VV-—-!L.AWE)

in qua integratione parameter & fro ¢onflante habe-
tur. Atgue hagc sequatio. pro curnis. fecandis eadem
eft, quam in fiiperiori differtatione §. go. €X bra-
chyﬁochroms deduximus, fi modo inc Joco @ feriba-

mus %, loco V vero vua. . ‘ N
Gg s EVO--

?
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- Fig. 4.

" caty, atgue, nunc. % erit. fin&io, parametri £, eX Da-
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EVOLVTLIO VBERIQR: CASV.VM,
© QVIBVS'LINEAE SECANDAE.
| SVNT"RECTAE. |

Problema I

Si reftag fecandde ita: fueripg dudtae, - vt fin-

gulae tangant datam lineam curuam, inuenire lineam
curuam , quae has re@as ad angulum datum fecat. . i

Solutio.

. Sit curma- DU ‘ad axem- AT relata eaque
proponitur , pro: qua, fit abfcifla, A T —1¢ et appli-
cata T U=z, ita vt & fit functio quaecunque ipfius
¢t data, iam ex huius curnae punéto U ducatur tan-
gens indefinita U S, quae crgo erit. vna, ex neftris
Lineis fecandis, vide . fi in ea .capiatur pupdtum,
quedcunque - M;, coerdindtae fupra adhibitae. erunt
nunc AP —2a et B M.z, inter; quas. iam aequa-
tionem erui oportat 5, introdgucendo {cilicet parame-
trum variabilem «. Quoniam autemr hiaec linea fe-
canda a reliquis diftinguitur eo; qued haee ipfam
curuam’ datam in puncto U tangat, hoc ipfum
punétum U continebit notionemnl- Ra;;ﬂ‘.lne.t-gi_,&;as‘tque
abiciffam- A L, #. tamquam. parametrum’ fpectare li-

tnrd antem. huins, fandienis . innosefcit. angulus guo
rocta: hgee, U Ssad, axem noftrim . inclinagur,: cuins
quippe tangens eft & =% o |

At




DE TRATECTORIIS . 29

‘At ‘vero -etiam hunc angulum “ex ‘nofiris coor-

dinatis x et y cam ¢ et u comparatis . poterimus

definire , ‘erit enim ~etiam tangens ¢ iftius-anguli

1 —
vis fecandls erit

y:vx+zz~'t‘w,

quae practer variabiles ¥ et y continet infuper 'para- -

Cthetrum £ einsque” fan&iones ‘% et ‘v, qude “in-locum
- litterae "'@ {ubftitui -intelligi ‘debent. ~.Quomiam vero

- iam poﬁ:um'us du—=—dwv fit porro dv —wdt atque

nunc aequatio differentialis - pro -curnis:{fecandis -erit ;
S dy=wvdxt+(w -wi)dt zvdx+{x —t)wdz,

quac cum forma - nofira; gencrah comparata.
dy—=pdx-+gq a’ @ '

ob-a==1¢ praebet p=—wv.et g '—(x—z)'w.

Hinc igitar pro traiectotiis qtiibuscunque, dum
anguli inter(e@ionis tangens eft ._.oz,habeblmus hanc
acquationem N

th(r-—ap)—'cxdx(l—-iapp) -
vbi p eft fun&io parametri z, quae fubﬁltuns valo-
ribus abit in hanc formam

wdt(t—av)(x —t)=adx(z —-1—-*2)"*1)) fite

do(1—av)(r—1)=—=adx(1 +v9), '
quae ergo eft aequatio” pro omnibus traieoriis.

Ponamus primo o= o, ita Wt:.0mMES, +lineae
fedandae 2 traicGoria -tangi . dcbcant atque . habeblrnus
oot *Yﬂd& fit. =, ﬁpque prodlt qua ;lmca cur-

: - ya

2= v vade variando’ # ‘dequatio’ proomaibus cuy-
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¥a cuius per hypotheﬁn noftrde, lineae. funt tangen-
tes, qui cafus per fe eft obnius.

-Ponamus agtem. porro a =— &, vt tra1e£’co_rzae.
prodeant orthogonales ynde nafci debent omnes il

lac curnse , quae ex euolutione curuae D U oriun~
tur, facto autem o & noftra - aequatio abxt in
‘hanc ' '

L ﬂfadw(x—t)~dx(1+v®) feu ’_%EL': LLm

LR x—t T

T

gua¢ tantum duas v.mabllcs centinet , hac farma \we-

praefentata’

twdv—-"d"v‘(r —-]—rp'v) A-xvdv,
quae per ¥V (z - vw) divifa nmanifefto fit mtegrabxlrs
tvdv__—dxV(x +*vw)+¢’°"’d"’

V(1 =) (:—i-'u"v)
fntegralis enim eft

MV(I"’(“U’U) __,f* tod _toav _'ﬁV(Iri«Q;fD)—‘fdﬂV(I'*"‘UV)\'l"C

(1 -l-n'U'D},

‘Vbl formula i
jdﬂ/(x-%—qw) | -
dcnot.lt arcum curuae. propofitse DU, ‘deinde fi ex
puncto A erigatur’ ad axem peryendlculms recitam

MS fecans in R erit

UR=#Y (1490
jdeoque . . .

RM’:‘RU—vDU%‘C -
ita vt fit

U =MU+C -
abfcindatur ergo in figura arcus: DC= c; vt fiat

redta UM aequalxs U C, atque sunc mamfeﬁwm eft
puoetum
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pun&um 'M efie in curua'ex euolutione nata. C. M,

initio evolutionis in pun@o C facto. Verum fi ze-
quatiosem pro hac curua C M defiderermus, ex ae-
quatione muenta habemus flatim

"‘“t J’dt-v(n Huy)
Y vry ?

hincque porro

P — "'Dfdf!/u-l—‘l)'ﬂ)
Jo=i— Yi4ve) ?

vnde fi liceret variabilem ? ehmmare haberetur ae-
quatio pura inter & et y pro curua quaeﬁta,

*Sed videamus etiam, quelis fotura fit traieCto-
ria, fi angolus-interfedionis fuerit quicunque con-
flans , tim autem aequatio inuenta reducatur ad hanc. -
formam - :

adn(x +‘L'iu')—-xdeCI—"a‘iﬁ)::fd‘v(d‘v-f-l) fine

'dx_“{d.mflw_ﬂw>-;—tdq}(¢w'*l_)
alit-wo) ™ alt4vv) ?

i]uae cum foerma generali
dx++Prdv=Qdv,.

; comparata- integrabilis redditur , fi multiplicetur per

¢/F4%  um enim integrale crxt
ej’rd-v___fefrd-u Qd'v_,

quum igitur hic fit
Pdpzdvar—1n epjs [ Pd'v—LV(I-l—w)— Arc.Tang v,

CR{1-=vw)

| ideoque

pIREY — o ﬁ;Arc Tang 'H.V(I +lva),

Tom. XVII, Nou.Comm. Hh quo-




e4g2  DIGRESSIO

qu’ocircasob L .
...._ul'(oc'u—o —
a(:+?u'u) tP

\‘nde crlt '
feJ'Pd'v Qdeu-fe”‘“"”thqJH—ts“’ﬁ"’r-fa'ie”“

ita vt fiat _
w—t—eIPav g, eIP0N
ex quo facta, (ub@itntione habeblmus

7

‘ = AI‘C. ang Q. . .
' v =1 Arc.Tang-v
5 x__r 7 1/ (x+99) f‘“__ V(I—}w)
hincque, N R N
L foi'CTangv R
J:ﬂﬂ%ﬁaj—fdp ¢A1’C Tanng(I-wru},

Problema II

_ Gint re@ac fecandae ita du&ae, vt fingulae
earnm UM fint normales in curnam datam  A- U
et quaerantur tram&onac pro quoms angulo inter-
feé’aoms. R :

-

Solutlo., R
Pro curua data AU-fic: Jreram, abfciﬁ'a AT ¢
et applicata T U = #, tum vero fit du—=wdt, it
vt hae quantitates tanquam -fun@iones ° - parametri
variabilis * fpecentur ; ducka - jam ad punétam: U
normali UN M conftat anguli T UN tangentem
fore —= v ob fubnormalcm
TN= “d‘"t“ = : ’

Lo M. dblince
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hincque normalem
UN_uV(:-}-uvru) R

JQum nune redta UN M eft vna ex fecandis, fumid-

tur in ea pun&tum quodcunque M et vocatxs cpor=
dmaus

TP—x;t et UT-{—PM'—u-—I—-y,

manifeffum autem eft fore’ v — ’“"i, vnde dedua-'
tur haec aequatio o S

y:“’—'—u-,{- et.

Dﬁfcrennetur nunc ifla- aequatxo et reperxetur'

xdfu ﬂi M-u
d_y,__ ooy —udl— 5o 2

quae comparam cum r“orma~ generﬁh |
L dy= pd:r-—]—-qda, Ly
praebet p=73% hine~ . .. =
I__}_Pp,__:._y_w et qda"" .-‘acdfu dt(:+ww)+1drn

'u'u"'

at vero pro traieGtoriis~inuenta; cﬁ haec aeqnartm
adzx( -\—-pp)__qda(t ~ & p)
Pohamis hic: primio e= d; vt inmehiamins S earn*tra-

ie@oriam , quac -omnes noftras lineas reétas-tangat .,

“quam  patet effe euolutam curnze propofitae A V3
pto hac ergo habebimus' 1f’cam aequatlonem qt?a._o,
vnde fit : N

(x—-z)dw—l—q:dt(:-t—m«v)._a |

S ' Hh 2 " hince
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‘hincque

— _-_'Ddffr_;_m-u)
x=1 il

hincque porro

N 1 ML)
F— u dv

quae funt coordinatae prol,eu“oluta curuae propofitae,
praeterea vero notaffe iunuabit , quum fit
TPa—i—=~—2itlrod
hanc pfo;;ortionem
TN:UN=TP:UM
ita vt fit
a UN__.___dt(:-;—_gJ_'u_;“
- av ' :
quac eft ipfa expreffio cognita pro radio ofenli UM.

~ Contemplemur etiam cafum , quo o= v, vt
omnes fraiecorias orthogonales eliciamus, ™ Tum  ve-,

1o aequatio inuenta abit in hanc

dx (1 +pp)+pgda=0
hoc eft T -
D dx(ra-ob)— gt dr(x kwe) =0
quae ‘reducitur ad hanc, formam

S dx e EAY _ — = fdy

T T AT T v+
quae cum forma generali

dx +Pdxdv=Qdw

compa-
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\comparata W -dat |
Pdoy—=.—__ 947

v( —|—-'v-n}
» hipe .-
fP tifrJ""L‘”’ -4—'zw} et ef?d!b_-—-‘vffr-;-'u'v}

per quam guantitatem noftfa ‘sequatio multiplicata fit

drey{iivy) __ xdv d-r-\/{x-!-'u'vJ ldo )

o eyl 4-vn) T @ w-.f(x.!.-p‘v).’
cujus’ integrale et - ‘

R AL LD B O R D
> = - —+c,

ita vt fit
X ::: ; +
' hincque

P!

c

Y=o

Quodfi iam hic conflantem ¢ ponamus =0
habebimus x=—1 et y——u, quo cafu traieétoria
orthogonalis - ¢ft ipfa curva noftra propofia A U,
fed practer hanc infinitae adhnc alise dantur, quae
inveniuntur, fi ¢ non fit — o, capiantur enim in -
fingulis noﬁrls rectis portmnes U W =¢, atque ma-
-mfeﬂum eft fore

. ﬂ'i? Jru— —-—
f(x-}_lv'vj T'zret ‘f(:-{-"ufn) TU MW?
qlubus fubﬁnuns habeblmus o

Lex quo 1ntelhg1tur omnes curuas per pun&a hacc p,
du&as quac  parallelac vocari folent curuae A U,
Hh 3 eﬂe
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effe . trajeCtorias orthogonales , conftat ‘enim omnes
‘has curuas communem habere euodlutam..

Sin autem angulus interfectionis fuerit quicun=
que ; acquatio inuenta erit T
: ad.a;(x+q:«u.)_.~(¢v..m)T (v”‘a.)(x—}va-)dlt-{—(q) )5

fuae -reducatdr ad -hanc formam *’

(el (el y (D) 10— T
dx v (1) ) +w(l,+'v_'v}"_ “‘-l—,dt'l.—fmg(x-e-'vﬁ
vnde fit )

fPdw=14Ang Tang w4 LY¥EED,

vnde calculus reducitur ad quantitatem ‘eXponentia-
lem , in caius expenentem ingreditur angulus; . cuius
Tangens elt 2. .- .

. . Probleéma : IIL

P;opgﬁta curua quac‘u‘ﬁql_;'le", AU per coordina';-

‘s AT=¢ et TA=uy data, fi ad fingula eius

‘pundta, U fecundum legem _quamcungye datam  edu-

‘cagtur’ rectae UM, ipucpire traiectorias , quae omnes

has redas fub angulo dato traiiciant. -

S Selutiol

. Ponamus vt ante 4% = wd ¢ et Yocemus  ai-
cgulutn T'U M =& qui vel ipfe vel c¢ujus  Siaus ,
. Tangénfiié , | per quantitates ad ‘curuam - pertinentés
. vicanque: determinewur ;- ita® vt fit 4 Q=g d #j-at-
Ay b . ' que

A
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que omnes iftae quantitates , tanquam functiores, pa=
rametri fpeari queant; . *Quum_“igitur U M..fic. vna

=x redtis fecandis , fomto in ea pun&o quocunque M

nabebimus. pro. traieftoriis A P = ¢t P M.y, ats
que nunc vt ante euidens.. cﬁ fore™ 0 .ol v on

o

Taog. P =535 wi ot

" wnde 'deﬁmtur | T

t

‘y s Tms Tang.Q \u- _.T“ﬂﬁ- . . . ' o
- Dlﬁerennetur haec .aequatio 3, : o
dy-—axcot ¢ -5 -"‘—“3 -rudt-dtcot. q>+' 10

crltque

p—=cot.P et T pp= —-ﬁ-m' et

q da—""gdq’-—vdz-—dtcon o,
guare - quu- Pro traie@oriis--inuenta ﬁt haec ae-
quatio

a.dx(: ypp)t+gdalap—1)=0,
quae dugs tantum variabiles complectitur et altera
# vnam dimenfionem non fuperat, eins refolutio
erit in noftra poteﬂate.

.

PrATERERPNCIF I

Euoluamus autem porlﬂimum cafum ) quo o:-o,
vt curna inueniatur omnes has reftas propofitas tan-
gens, pro hac igitur curna aequatio erit gde—0
fine

— opd 1t fzn CD= ] afﬁn.q:.co,r.q:-__ v D2 __J'z"n.cpcoj.cp
T e R A

KA _"E I‘;:::.":E ,"' - hiHC'
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. hincque -

— g ufin,Me @ cof b
= P p !

quum ergo hinc fit

P v fin. P* :__-ﬁrl- @ cof. @

"inde concluditur ipfa reéta
UM=-— "_’1‘_"29::_“&’_?1 .

notandum autem M effe punétum, in quo duae huius~
modi rectae fibi proximae conpeniunt.

.

- - paysl-
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