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DE

ARIIS INTEGRABILITATIS
"GENERIBYS.

Auctore
L. EVLERDO.

1,

81 quantitas variabilis p abfolute fpecietur et quae-
ratur , quomodo quantitatem 'V comparatam
efle oporteat, vt formula V 4p  fiat integrabilis
tanc nullum eft dobium, quin ifta quantitas V de~
beat effe functio quaepiam ipfius p.  Vocabulum
eaim integrabilitatis ita hic &nfu latdffimo accipio, vt
quaecunque finétio ipfius p fierit V, formulam V. 4 p,
femper integrabilem efle dicam , nihilque .interfit,
fiue eins integrale algebraice , fiue per logarithmos ,
fige per-arcus circulares , {iue per guascunqre- altio-
res quantitates tranfcendentes, exprimatur, quando-
quidem formulam integralem [V 4p, femper per
quadraturam cuiuspiam curuae exhibere licet.

" 2. Longe aliter autem fe res habet, quando
quantitas p certa quadam ratione ad alias quantita-
tes variabiles refertur, tum enim practer functiones
ipfius p quanttati illi V, etiam slios valores tri-
‘buere licet, quibus formula V4 p integrabilis red-
ditur.  Veluti fi'p ita ad binas coordinatas x et y

- : refe-
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referatur , vt fit dy =pdx fine p =22, tum lo-
co V etiam fumj poterit x, quoniam formula xdp
reunera eft integrabilis , quum enim fit -

frdp=px—[fpdx, obfpdx=y
erit vtique " .
Jedp=px—y.

3. Quin etiam idem locum habet in ipfis

differentialibus primitinis 4 & et dy; vt enim for-
mula V 4 x it integrabilis, hoc non folum vfu ve-
nit, fi fucrit V fundtio quaecunque ipfins xj
fed etiam cafu, gquo- V =p, quum fit [pdxr—y,
fimili modo, vt formula fV dy: fiar integrabilis ,
loco V. non folam fun&io quaecunque ipfius y acci-
pi poterit , fed etiam cafu- V=3, fit fR2 =ux.

4. Quo haec. geperalius profequamur , vocemus
quantitatem V multiplicatorem , per quem quaepiam
formula: differentialis reddatur integrabilis , vnde ex
pracmiffis patet, fi formula differentialis fuerit vel 4p
veb 4 & vel dy, tum multiplicatorem efle vel V=u,
viiV=p,vel V=g ' ,

‘5. Quantumnuis hacc. facilia et obuia videan-
tur; tamen f{aepenumero. inuefiigatio huiusmodi mul-

‘tiplicatornm maxime ardua deprehenditur, et quod
- eius vium maxime commendat, faepius hoc mo-

do- aequationes differentiales, tam fecundi, guam
altiorum graduam , fatis commode refoluere licet ,
ad quas absque his fubfidiis vix alius aditus. patere
videatur;  Saepius enim iam notaui , - praecipuum

’ nego-
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e VARIA GENERA

negotium in aequationibus differentialibus integran-
dis ad inuentionem idopeorum multiplice.orum ré-
duci , ex quo inneftigatio huinsmodi mulriplicatos

yum fine dubio maximi momenti cenferl debet.

6. Haec accuratius perfcrutandi occafionem ni-
hi dedit haec quacftio, qua linea curua intef bi-
nas coordinatas ¥ et y contenta. qUAETITUT cuiusg
gadius ofculi gequalis fit faturus lineae rectae |

V{ex -+,

‘quum enim pofito dy =p 4% fit radius ofculi

=P

haec haberur aequatio refoluenda
dp —_— dx

= _ ;]
tr-pp)i ¥ (xx-p3y) ‘ :
cuius vtrumque membrum 1non fine admirgtione

integrabile fieri deprehendi , ope multiplicatoris

% ~}- py, tum enim , pro pofteriori membro fit
da{xd=-py) —xdx-4-ydy ’
Vx &gy~ &5

cujus integrale eft
YViex+y0 _ .
pto priori vero membro, res mon adeo eft manie
felta , pofito autem |
J=PR AT,
vt fiat ) ' -
dy=pdrx=pdstxdp+dv, ideoque Ay dly
habebimns '

1A




INTEGRABILITATIS, 78

fta vt prius membrum fiat
Ao pp) +wpdp

3

| (x4+ppy
“cuius integrale manifefto eft
" YUapp) ™ V(L - 5P)
ficque tota aequatio. integralis erit

V@Eas4yn4-C= T |

. 7- Haec igitur perpendens, non amplins du-
bitavi , . quin ompes huinsmodi formolae gdifferentia-
les duplicerr” admirtant multiplicatorem , ita i,
fi wlis formula jam per fe fit integrabilis , quae ‘in
genere {it 4y, praeter multiplicatores naturales,; qui
font funGiones ipfius v , etiam dentur multiplicato=
res alius indolis, qui non fint functiones ipfius o,
Queadmodum in exemplis allatis fieri vidimus,
o 8. Statim autem ac vnus quispiam mulipli-

.

cator fuerit cogaitus, ex eo moX infinitos alios mul-

- tiplicatores concludere licet , ita quum formulae 4 x
multiplicator it p, et /p dx =y, tum fan&io
quaecunque ipfivs p, quae fit Y, per 7 multiplicata,
dabit etiam multiplicatorem idoreum, nam 4 x mul-
tiplicatum in Y p dat Y dy, quod manifelo eft. in-
tegrabile. ' Deinde i X denotet fin&ionem quimcun-~
que ipfius #, formula- 7y multiplicatorern habebit I.;’E*’,
tum enim prodit x_?‘lé-’z X dx. - Simili modo quum
it - - IR
C Srdp=pxey,

- Tom,XVIL Nou.Comm. ' g £




74 VARIA GENERA

fi V denotet fun@&ionem quamcunque formulae & ~y3
tum V x erit maltiplicator ipfins 4p, fi quidem
erit | '
Vadp=V.d(px—2, 3
huiosmodi autem multiplicatores , qui hoc modo ex .
vno quodam -multiplicatore  cognito concluduntur ,
omnes eiusdem generis fiunt cenfeudi, wvnde fimpli
ciffimum eorum in quouis genere primiriultin ap-
pellaso, quippe quo cognito, reliqui omnes inno-,
tefcunt. ' o | L
o. Ira fi in genere propofita fit huiusmodi
formula differentialis , ' -
Pdp-;—de-—;—'Rdy |
vbi P, Q, R fint functiones quaecuuque, iplarum
%, y et p, quae integrabilis reddatur ope multiplica-
toris M, fequenti modo omnes reliqui’ multiplicato-
1es eiusdem generis inueniri poterunt., Ponatur
M(Pdp4-Qdx-~Rdy)=dv,
ita vt do fit verum differentiale , ac denotet V
fan&ionem quamcunque ipfius v, manifefftumque erit,
mulciplicatorem quogue fore V M, fi quidem tug:
 habebitur B o -
- VM(@Pdp+ de\ﬁ—Rd_y):-Vdfzf,
quae formula per hypothefin eft integrabilis. .

| ro. Simili modo, fi pro eadem formula pro-
pofita : C :
Pdp-+ Qdx~--Rdy

-adhue




INTEGRABILITATIS g

adhuc alius multiplicator primitiuns N fuerit reper-
tus; tum ex eo etiam infiniti alii eiusdem generis
erui poterunt, ita vt hoc modo duze inueniantor
formulae generales, pro multiplicatoribus formulae

differentialis propofitae. Hinc ergo ifta quaeftio maxi-

mi momenti nafcitur ; quam feorfim proponi ope-
ra¢ prctium erit : -

| "Problema.
-Si formula

Pdp+Qdx-+Rdy

K

fntegrabilis fiat. tam per multiplicatorem M, quam

per alium diverfae mnaturae N, inuenire expreffio-

nem generalem, quae omnes plane multiplicatores

poffibiles -ciusdern formulae in fe compleciatur.

Solutio.

Qum M et N fint multiplicatores , ponamus

M((Pdp - Qdxr+Rdy)=dv -
‘et. N(Pdp+Qdx--Rdy)=du
eruntque .quantitates ¥ et # cognitae functiones, iam
denotet z funGionem quamcunque binarum harum
varisbilinm » et », cuius differentiale propterea hu-
jusmodi formam habebit :

dz=Sdv--Tdu

vbi fin&iones S et T eX finftione Z erunt coghi-

tac , hac forma iam inuenta, dico expreflionem ges

K 2 neralem,




%6 ' VARIA GENER
neralem , omunes plane multrphcatores in & com=
pleé‘tentem fore ¢

=SM+TN,
tum enim habebitur : ‘ _

, -_(SM+TN)(Pdp—i—de—i—-Rsz)——de-l—'l'du::d:-:-,.
cuius integrale per hypothefin et 2, vbi pro z fun=
&io quaecunque binarum variabilium z et # pro lu-
bitu fomi poteft. '

5. Vt hoc exemplo illaftremus , 'ﬁf propofi-
ta formula 4p, cuius duo multiplicatores conftaat

M = 1 et- N — &, hinc ergo fit.

dp=4dv et xdp—'du, 1deoque

=P et aTpX—F,
quare fi- z denotet funéionem quamcungue harumi
duarum variabilium o et .z, fitque

de—Sdo+Tdu,
multiplicator. yniuerfalis erit S —{—- T x..

12, Circa hanc formulam obferuandum eft,
non abfolute neceffarium efie,, vt valores htterarum
S et T ex certa quadam functione 2 “deriventur,
Dummeodo enim pro litteris S et T eiusmodi fun-
@iones ipfarum @ et # capigotur, vt it (55 = (4D
tum enim femper formala S M4+ T N erit multi»
plicator idoneus formulae diffrentialis

Pdp+Qdx-+Rdy,
et produdti integrale etit 1pﬁ1 functio illd z, quam

J
ex httena S ct T facﬂe mnenue licet.
13‘0




INTEGRABILITATIS.  yy

13. Quod antem ifta formula SM -~ TN
omnes plane multiplicatores formulae differentialis
propofitae in fe compleQatur, ratio in eo eft fita,

‘quod {emper duo - tantum  eiusmodi multiplicatores
primitiui M et N exhiberi queant, qui a f in-

vicem non pendeant ; i enim plures eiusmodi mul-
tiplicatores locum haberent; tum forma ifta vtique
non foret generalis , fed alia multo generalior exhi-

beri. poflet ; ratio autem ,.cur duo tantum huinsmodi

multxpllcatores locum inueniant, in eo eft quacren-
da 5 quod inter ternas noftras varlablles, Xy y et p
vnica detur relatio, feilicet p—=%2, fi enim vlte-

rius progredi et infuper litteram g mtroducere veli-
mus, vt fit

dp—qdx, ﬁue'q::d”
quaelibet formula differentialis tres adéo multiplica.
tores admitteret , quemadmodum ex forma fimpli-
cifima 4 ¢ mamféﬁum eft, quac primum ipfa eft

integrabilis, feu multlphcator =1, {ecundus mul-
tiplicator eft y, quoniam

frdq=qy-/qdy at fqdf“qudx_ﬁpdp“ﬂ,i’-
vnde fit
Jydi=qy—%L,
tertius vero multlphcator eft ¥ quum fic
Jrdg=xq9—p,

ex quo fatis patet his cafibus tria mtegrabihtans gf:-
nera locum habere. - .

K3 , 7R
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- yos locum habere, varios cafus fimpliciores in me-

8 .~ VARIA GENERA *

14. Contemplemur autem hic tantum ternas
variabiles x, y et p, exiftente p == %2, et quo cla-

rius appareat, femper duos- multlphcqtores primiti=

-dium afferamus,, quibus hos duos multiplicatores,
fine divinando , fiue quocunque alio modo , repcm’c
Jicuit , -quos cafus fequenti modo adiungamus

1. exdp - Bpda.
15. Haec formula primo per. fe eft integrabi-
fis, quum eins integrale fit
o (p &~ )+ By
ita vt mu‘t:plxcator primus fit — 1. Alter multi-
plicator erit p*—'a#~—'; tom enim integrale &t
»* 18, Pro mnltiplicatore igitur vninerfali inueniene
do erit ex §. 10, o
M 6t "N'“'p“"":b“""" hinc
W:a(px—-,y)+ﬁf"“upx+(f3—a>y
etuzrphaP,
quare fi fuent
i dZ=Sdv-+-Tdu,
multiplicator generalis erit
S, 1 Tpe—"af—u
16,-Vnico autem- caft, quo == 1 etf=1,
haee folutio. it incongrua, quippe quo ambo mul-
tip]lCatOl‘CS non amplius erunt diverfi, vterque enim
fieret , hocque incommodum etiam vii venit,

quones [3__ o, tum enim prius integrale eft ap¥
et
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et alter multiplicator pr=—'af—* eius foret potefias,

. .neque propterea a priori multiplicatore differret ,
- quod quidem per fe euidens et , quum totum nego-

tiom 2 ratione inter o et (3 pendeat, quare hic no-
va quacftio oritur, num calu 8 = a exhiberi queat
alius multiplicator , et quomodo futurus fit expres-
fus , quem cafum feorfim euoluamus. -
1L xdp+pdx. ‘
7. Circa priorem multiplicatorem =z hic

pulla eft difficultas, quum integrale fit p.x, alter
vero multiplicator , non tam facile fe offert , re an-

tem diligentius perpenfa , . multiplicator fe obtuli ,

— L x, erit enim _ .
f(xdp;}—p_dx)Lx:prx“—#J,-

fimili autem modo alins colligitur multiplicator

‘Miﬁ , fiet enim integrale N S
= /R=g L,

nes3 vero hic multiplicator tertins a duobus prio-

ribus difcrepat , quum enim ex prioribus fit

—1, v=pxr et N=Lx et u—pxLx—y,

manifefum et , tertium integrale efle fun&ionem

jpfius » et v, quum fit

= . . -
;,,.._Lx - 2% | o |

Ex hoc igitur exemplo intelligitur , facpenumero plu-
res multiplicatores dinerfos videri. pofle , quum.  ta-

men ad duos reduci queant, ad quod diiudicandum -

tantin €x binis multiplicatoribus eliciantur  litterae
| wets

\ e -
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.5-5, erit integrale

80 VARIA GENERA

v et u, ex quibus femper reliqua integralie; quot-
cungue fuerint inuenta, componi reperientur;
ML aydp-+-Body.
18. Hic itr.rum vaus multiplicétor fponte fe
offert ; fcilicet p*—'4P—7 , cni refpondet integrale
p 9® fine quod eodem ‘redit , fumto mult;phcatore

*

:al_p-i——@l'y:Lp“jﬁ,

quod quum fit illius logarithmus , etiam a priore |

differre non eft cenfendum ; alter multiplicator - re

B
probe perpenfa colligitur x b=, mtegtale enim ent

'-’“'P.J’“""( );,ﬁ_;l_—_u,

tum etiam quaﬁ fponte fe prodit multiplicator -
erit enim

[rsto- "—74—[?—.‘12’. Diax et _/‘de——fdf'—*x,
vade totum integrale erit
ﬂ-—-—'_—“??—y '—I— (a' ""l"' ﬁ) X 9

hoc autem iam in duobus praecedentibus continetur,
erit eaim

B
M=p— ' e v—"p“yﬂ N=xpye
B
et'u = ¥ pyé .-—( & )_}ﬁ-*-m

‘ 1emdf:, divicendo per

B
Vi Py~ ay
- T oritnr inte rale o) % — =,
arB T at B’ ur integ (a+3) a

Hace

pp?
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.INTEGR-ABILIT-AT'IS. 83
Hace autem redudtio non fuccedit , cafi quo ﬁf——u,
quem cafum feorfim eunoluamus,
V. ydp—pdr. |
29. Com hoc caft fit a—1 ¢t B=-—1,
erit prior mulnp’hcamr _'-, praeterea Vero collxg:tur
mult:phcator 2“.' tum wamm erit
fx(yap-—pm __pw —Ly

Lhaec enim formula ndlﬁérentmta praebet

x(ydp-?dy)_—gﬂm Fxdp  AYDPE_ y d o
E¥] ¥ , y:r ob _y_ﬂpda.

- quum aunc. habeamus duos multlphcatores , alte-

um M =55, ¢t alterum N._‘” , vnde fit
w="F et u::L Ly |

4§ Z denotet fun&mnem quamcunque binaram quan-

gitatum sv et u, erit multi plxcator generalis
"_‘:M )_}_N(EZ)_‘ ( )+,:c dZ
V. p d p -+ xdx.

. 20. Primo haec formula *1pI‘a per fe eft inte-
grabilis , ita vt fit

" M=1 et w__.,(pp-l—x:x),

tum vero alius mu“ltxphcator depre‘hendltur arcus
cuius. tangens eft ; =N, tum enim erit

[(pdp+xdan) A tang. =3 (pprax)A. tang. 5
~[i(pp+ % x) d. A tang. - =3(pp+-x¥) Atang. &
~[:(pax—xdp) |

~ Tem, X VII. Nou. Comsm. L at

.



$2.  VARIA GENERA

at eft
vade integrale quaefitum enit
(P p -+ xx)A. tang. -.-—_y—-}—-

21, 'Ex his exemplis, abunde paﬁet , inuention -
mem huiusmodi multiplicatorum  neutiguam. . efle:
obuiam , fed facpenumere admodom efle abfcondi~
gam., quin etiam euenire poteft , vt vires analyfeos:
plane fuperet:  Interim tamen methoddm: quandam
Bic aperiam., ad hoc inftitutum. accommodaram,; ca-

ins, ope plurimis cafibus talcs multiplicarores inug-
nire licet, -

2. Quunr ratio dup11c1s multiplicatoris in eo
Iateat, quod “huinsmodi  formulae differentiales fint:
fécundi. gradus , vnde fit, ¥t veerque multiplicarer
vnam- tancum. quaﬁ integrationem. inueluat , idea-:
gue duplex integratio etiam: duplicem. mulxiplicato-
rem. requirat , hinc viciffim ,  ambos multiplicatores:
lepeme licebit, . vtramque integrationsm: abfolua~
mus.  Quemadmodinx igirur hae methoda. vl epok
teat,, in fcquentxbus cxamghs docebimus,.

Exemphmn r.

23. Enopoﬁm formula dlff'crenmah, mdp+pdx,
‘eips. vtramque multiplicatorem  inuenire.. - Quuom

‘haec formula per f& fiv mtegrabﬂls » Lqu;ue. M"‘ Iy
- ponatur

adp-y-pdx--dw emque px——ﬂv,g

* fegue
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ficque vna intégratio eft abfoluta, pro altera wvero
quum fit p—"2 , per 4& maultiphicando ob pdx=—dy
habebimas 4y = 22¥, vade jategrando elicimus
y=wLx—fdoLux, idoque

:_ fdoLx=oLgx—yg—=pxLx—y,

~ wnde. intelligimus , formulam 4 L x effe integrabi-
fem , fiquidem eius integrale eft- p x L x —7, quare
3 quam ¢w denotét ipfam formulam noftram propo-
’ fitam , xdp-+pdx, patet eins multiplicatorem
' . fore Lo ’

24, Bodem modo etiam alios multiplicatores
reperire licet, quum enim fit '
) y —Tdx fe iy B —d %
dy = .—V%——-‘ent etiam - = 2= 5
“hin, integraudo

_5’ D'd'q"--- e { CL‘U.—- Y :ﬂ-’ — 5 i i
F+IH—00.*L£’ ei’gﬁfyw_;;L*x—‘bth&. ';52'9;

integrabilis ergo eft formula
342 fey A,
L) vy ?

ficque multiplicator erit
D= Y

wo T P pax’ ‘ ' ! B
quem ergo loce N affumere licet, vade, quum fit-
| p=px et g=Ly=2o, c
ii.‘Z' denotet fundtonem quamchinque ipfatum © et ¥
~erit mulriplicator generalis | -

D) + 50 ()

L2 .  veluti

- . R S, _," "- . R R



RS . VARIA GENERAE

veloti 6 foerit Z'— @ u erit:
dZy — dZy .
vade: oritur hic multiplicator

—Lx—2 =L
- g e= La—Fr 5= L.

qui et multiplicator priori loco. innentus..
- Exemplum: 2.

25, Propofita formula; ‘differentiall - wxdp
+ B pd x, cius. ambos. multiplicatores initenire.. Quum
haec formuls: iam. per fe fit integrabilis , exie M=k
et pofitos . .

axdp-+Qpde=dv ert p=apr-t-E-a)y»
vnde: colligiturr .
quag: per 4 x. multiplicata pracbet .

- — — wd - 3 ydg
dp=pdx=27+% B adz,

x. ¥ € Z]

hincque:
‘.2..5. — o8 d'y,
z T O @—prT
integrando. igitur obtibebimus:
o - . _— . — “ T &‘U"
Lx= E._-:BL o~ (OL @) F=rtg —f vla—§
ficque erit o -
. X — j . : ot 7 — ‘ )
o ﬂfm:g—};'—- ‘0’-~L'5’a"‘%‘ (et By— (— B L ;.
ynde patet, formnlag nofirae 49 multiplicatorem fore:
. : -

— T

TR 30 S

i




INTEGRABILITATIS. &5

ytii per f& eft manifeftum ,, tuma enimn mtegraie erit
ﬁt LP + [3 L x-o ’ :

Exemplum - 3.

26, Propofita formula pd P+ xd %, eius
. ambos: mulupllcatores inuenire. Hic jterumy primus
multiplicator et M/ — r et pofitor

pdp+ vdw—dw erit ppr—lr»a,x__,zfu »» hing
p=V¥ (2 w—xx)

et per d & multiplicando:
Fp=pdr—=dxV(zv—21),

ponarup tansisper z;v::_.w fietque:

— T e U e e e\ — xsds
J.—-’-—E,. .-T/(J J?* n.nl-‘x); Al'c-, ﬁnn f—-"'—'—"'_"‘z"’(ss_xx)

e A Ker {iw 2 rxds 4 '
5 dis Arc fin X — E288 =i w V(.r.r - %)

- = Are. fin.. -—f.f 4 s. Arc. fin. 2

_.Jdeoque:
f.cri.r. B fnZ=leV(ss—x2]+: “A.aﬁn 2yt

+ (PE"}'-T' )A’s ﬁn‘y&,(pp_,_xx? b

at eftt
:d&n._pdp—i—xdx,
vnde: patet,. nnﬂ-raa formulae: mui'ti-p'ﬁeatérém:! effe

Ar.. fin: ﬁﬂ& Arc,. tang. Zo

a!{pp—wc SEE g ,
27 ‘Haes awtem Operatic: nimis eﬁ’ molefla .
| QUATY VO €33 im formnuiis magis comphcaus y Wi
L g | . quea-

Wyl
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quenmus R quare eam fequenti modo faciliorem red»-

dere. conemur, Quum inuenerimus:
dy=dxV{ss—xx),

flatuamus hic x —= s 2 fietque
dy=ssd2V(x —zz)—{—z.sdsl/(: -—zz),

~ quae per s s divifa dat

iy —dg V(i—22)+ V[t —23)

et intcgrando

% 4 2 LY [dz. V(x—22) —{——fza'"V(I—zz)
vhi membrum penultimum
[dzV{1— % %)
sbfolute datur, quum fit certa qﬂazdam funttio ipfius

z =%, poftremum autem membrum teftituto pro

valore %, abit in’

thv(f"—:x'@v _
vnde binis integralibus per. : 43 affeltis mniungendis R
confequimur
[ S 2y —xV(ss -xx})_...fdz’if(: —zz)-—‘ .
ex duo patet, formulae nofirae
pdpt+xdx=sds
multiplicatqfcm efle
},-(z_;‘-—x‘lf(u-xx))

~ quiob

Ss=pp-t-xx,

trans=




INTEGRABILITATIS. 8
transmutatur in hame formam: Y p® quit ﬁ' po;..'
. Vo (£ - xxP »
patur — M, erig )

- v g \ — € . :

w= [dzV (1—23)— M_._ - exiffente 2= oy
atque hinc maltiplicatorem. generalem, f:‘amle elicere:
licet.

- Bxdx, quo cafu iternmr eft M._ ¥oet
w22y B

alterum mu‘tlphcatorem ncpertun;r i

N —_ ryelxp
— p p- B.x xF

tum enim integiale hine matumr erit

=/ (22—1%) -—_[sz"“‘“"’ 2

&pp-s—ﬁim >

emﬁente:

—_— e
2=% T Famrrmeer

~ Exemplom 4.
2¢. Propofita formula. differentiali 3
PR BT d |
eius. multiplicatores. muenm‘E. Quum after multipli-

cator iterum fit cogmitus —. X, pofira nefira formula
— diwy,. erit ‘

PRt
ynde ﬁtz ‘

p=u— g,
Eimcque

d}::pdx—dx(ﬂw-—g&x )"“ﬂ |

wn Matuar -

s e e i

28, I—Iim: patet, & formula pmp@ﬁ'ta fit apdp




38 . WARIA CENERA
flatuatior punc
n v =s", fitgue X =—r 2,
habebimus
| :?_y__(:dz—q—zd:)r(x—ﬁz)
quae per 5 ¢ divifa., dat ,
S2=ds(x-paf e -pof,
| hmc integrando - ,
y +fz3'a‘—fdz(:—ﬁz")n+f”’ ,pzn)ﬁ’
vbi mem‘brum penultimum eft determinatum, quip-
pe certa quaedam fundtio 1pfius
2= ==
5 ] “’

vitimam wero membrum , {i in eo remtuatutz
abit in

2
JEE(s ""aG‘??Tl_)uw.
atque cb |

(:“—ﬁx“)% :P

arit | _
P ST T
38
quibus fubfticatis fiet o
JECy—pR)=fdz(1—~ G2~ 2.
2 =
Quum autem fit s — (z v)*, erit

X
— a— I d a
7 s <
d.i‘,_(n:v) - “do ‘et.?ﬁ_”‘—“""”;_'"i

e

(73 8
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¢X quo primum ‘membrum fiet
J (dq:,__ﬂ (20 —px)s
cuius jntegrale quum iam fit inventum, patet for-
mulae propofitse v multiplicatorem effe
. QJ{—'j)x '2}! px -
= 2t 241"
Py
“ Exemplum 3.
30. Propofita formula differentiali :
p"“*' dp+pBar—ldx=dw,

fit
o=t it
—_— _mB .nn'"i,' — A ponm W f _mp uﬂ'l_;-l ’
p=(mv o AT et dy=pdx=damu-TE. a%)
ponatur hic iterum
my=4" et ¥x—s2, erit
. N ° ’ R n : x
dy=(sdz+zds)m (1" 22,

. oM en
quae diuifa per s = praebet

'm-}-rx---—d‘z(:["_'.’?n‘3 u) '_I"'z‘:“(x_",,,_{‘,'l )#')
I m
hinc integrando _
o /P S = fan (a2t
§Fom ) . § m
+f?(z—mﬂ.z“) )

- 'Torq.-XVII. Nou. Comm, M vbi

eius multiplicatorem alterum mufsmre Quum hine
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vbi membrum pennltimum eft fun&io cognita ipfius
% vltimum autem fubftituto loco. z valore %, abit in

xds _p-ﬁd.i‘
f 2 =1 (-fn .nﬁ- x“) —-"f - m :i'..._“.’
J._'m—- - m

quare l};inc colligimus

~ As m+u a ¥y
S (- -—PA)“‘fdz(l—"'ﬁz) —
s om0 s =
quum autem’ﬁt
b4 | 4
L fey
J‘::(mv)“ eric 45— % m " T dw
ds , dw
et zm+a:i' Tl T =1 Y
S m } pmn g oma

“ex quo colligitur formulae nofirae propofitae mulu-
plicarorem effle

m+ﬂ-‘]’ b x . ”L:—E‘y—px
m+n . m n

8I. Haé’cenus eiusmodi formulas {mus con-
templati, quae-cum per fe funt integrabiles, tum
vero doas tantum varjabiles p et x coatineant; fimi-
li amem modo iftas formulas teactare licebit, quae tan-
tum has duas variabiles p et y inuoluant, vbi qui--
dem affumimus, has formulas per fe effe integrabiles,

Exemplum - 6.

Propofita formula :

Pm""dp-—l—ﬁj‘“’dp:dv, o
‘ eius -




INTEGRABILITATIS.

eius alterum-multiplicatqrem invefligare.  Primum
integrando colligimus

V=",

b vnde fit

| p=@muv-2¢ Fy |
R ' u*z't.(U:j)a’.:;;'._'—__:Z.ac'(m.*zz---"”—"ri‘—By".f"Q
ideoque

N | N (mo—-mB ymm
fatvatur jam hic mo — et Y=z, vt obti-
neamus '

‘ sdz-tzds
dxy— - L
(1B grym

quae aequatio dinifa per ST dat
dx dz z2ds
-}

————

T (a-2B amm (pomB z’i)!"‘,
\r ’ \ ) " % v

haec aequatio fimili modo vt fupra integratur, et

minata ipfius 25 fi in membro pofiremo loco z
ipfins valorem 2 reftitvamus, confequimur ,

. x m—n xds d=z . yds .
-+ T me—n f w zm-—--ﬂ--—./r o _g+fm’
s m . s (I_m_ﬁ_zn)m §
. L -
M2

2

¢x penultimo wembro iterum nafcitur fiun&io deter-

(-
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ex his igitur colligimus

ds dz x
ol —pr-—f)=/— —w=,
@ . (l_m [3. zn)m S

guum nunc fit s = (m w) ’ eutds...n.m «v“ ' dfv,

hinc
ds Y I
i:_ﬁ.'dv. T i
F—m gt gy m o= X

- wnde concludimus formulae nofirae propofitae multi-
_ plicatorem fom

(-B)e-h ey
oA o | . am
" ™+ e

‘vﬂ
g2, Etfi haec exempla jam fatis late patere

gn%%‘x

videntar ; tamen, fi res ipfa fpectetur, ea etiam nunc’

fant vehementer particularia, fiquidem pro o for-
mula binomialis vtroque cafu prodit; in exemplo
-penultimo litteras p et x, in vltimo wvero p et ¥
inuoluens , atqué hinc vix hquet, quomodp opera-
ticnes inftitui oporteat, fi plures termini in valo-
re ipfius w occurrant. Inmterim tamen fequenti: mio-
‘do 1ﬂa inueftigatio multo. genemlmr reddi poterit.

Problema

s € einsmodi ﬁ.lCl‘lt funcio qLantmtum P
et x, vt ea pofito p— atyg, induat hanc formam
'"'”?‘Q.: ita vt Q tantum fit funétic ipfins g, tom -

propo-

o
]




s
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~propofita  formula differentiali 4 & ‘ejus  alternm
multiplicatorem inuenire. :

Solutio. -
Pofito vt ante dQ =dv, vt fit v =8 ’
ponatur p = a* g entque per hypotheﬁn o=2"Q,

Uy .
hinc Q= ey nunc flatuatar porro =2, vt flat - .

-Q =%, iam quotcunque dimenfiones ipfins ¢ in
funtione Q contineantur , etiamfi refolutio iftius
aequationis vires analyfeos {uperet, tamen certum eft,
inde valorem radicis ¢ per certam quandam fun-
&ionem ipfius 2z, quae fit Z, expreflam m, ita vt
fit ¢ = Z, hinc

p=wZetdy=pda—a*Zix,

iam cum {it

L L H Al — v )
x* ==, erit x "'(5) n

Aedmt o A et

' ‘ -1
N7 1 BAV—Udz (2 }i;lﬂ"‘l.__ . d o. ‘T) n —dz. o w
et xtdy=L —/—. (=) =i(—= - __.____,)
. +[ ) A = 1
: 2 n R L I +I

et multiplicando per R habeliimus

A
ndy Zdv  Zdz
FN H = A : | B s -]
M 3 vhi

s ey

\
T e .,



o4 . VARIA GENERA
vbi membrum. vltimum variabilem % continens da-

bit functionem determinatam ipfivs 2, penultimum

. v ..
vero pro 2 reftituto valore = ob Z = et abit in

pxdv Quarc integrando habebimus

X . 3
yonoTE L
n ydwo prdo - Zdz-

Fa /(A7) ey vrr R b ey
Y p " Qo n P
~vnde fit o

d Zdz ny
S ﬁ,+I(Px—(l+1)f):fE+I+ yenyd
g on zn pon

Quocirea concludimus , formulae noftrae dw—d &
multiplicatorem quaefitum efle
px—( 41y
"A+: Y B¢
@

Problema.

33. Si Q. eiusmodi fuerit fin&io ipfarum ?
et y, vt pofito p= 3¢ ea obtineat hanc formam
" Q, exiftente Q fun@ione ipfius ¢, tum propofita
formula differentiali 4 Q. , eius multiplicatorem  in-
venire. :

Solutio,
Pofito iterum 4 — dv, erit v =8, et

pofito p=s*g, fit v=4"Q, hincque Q= jT

ftatua-




INTEGRABILITATIS. 03

fatuatur nuac pt =2, vt fiat Q = %, vnde quum
Q fit fun&io ipfins ¢, per refolutionem  aequatio-
num ¢ aequabitur certae cuipiam functioni ipfius
%, guae fic Z, ia vt fit '

g=2Z, hinc p=y*Z
et dy=pdx=y"Zdx, vode fit dx:ﬁ—-’-’z- ,
quum autem fit y* == -, erit '

_ T [ .
ot ‘ d o v* T owrdaN .
J,:"‘__.th_}’"_:i( )' .

oo . _ zi zal:"l‘ 1
ex quo habebitur |
) . h_-__ — : = X
gt oom dv

— i t
4x_n, e = by e —

* quod multiplicatum per 7. v * pracbebit
dv _dz.

-2

ndx.o* 1—2 t— Ay
vz s Z =z *® Tz

“hic vltimi membri integrale manifeflo eft certa
poteftas ipfius 2, quam faliem per quadraturas ex-
hibere licet; penultimum vero membrim ob
doyr

P — A

Ap———

pv.% "

Z:q:%, abit in

et fubftituto pro z eius \5310!6';,-. , transformatur in

pv e quare:
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que primo membro per teductionem 1ntegrando, :

con{eqmmur

A—r : A—r : —_—
nx.v_n“.-f(x_;)x.,u—r | Yiv=/" dov.w"

atque hinc colligitur

dzzn_ ;

A=t _
fdrv. v I'((?\-x) ) nxvn +f

quum igitur it do =4 L, patet formunlam propo-

fitam 4 £} 1ntegrab11em reddi , fi multiplicetur per
A
Q= (v —1)x 2 L)

qui idcirco eft multiplicator quaeﬁtus.

34. Quum in. problemate penultimo f'orrnuhc-

d L multiplicator fit
pr—(At 1y

_:_*'._’ 1 : At s
N (=T
quae etiam eft verum differentiale’, quippe cuius
" , g
integrale eft, m-—xi-.._ ’ multiplicator Vcrit px
Q) °
—(\ 4 1) 7, fimili modo quum in vlnmo ‘proble-

mate - formulae 4L mﬂlnplxcator fit inuentns

p p—
(@) T F(A=x)x4-%); erit huius formulae
; quxppe




INTEGRABILLTAT IS. oy
}a_u_,

d .0. (&'L o quae etxam ei} Yepuin dszérenva!ﬂ,
R

quippe cuius mtegrale eﬁ - ()75 mﬁltxphca—
tor erit (A — 1) x -2 Z; hi. duo ca[’u% ob ﬁmplnn-
tatem mu1t1p11cator1§ mpnmxa notatu d1gn1 wdemm
€X quo operae pretium erit in genere omnes for-
mulas differentiales mueﬁtgare, quibtis talis - multi-
plicator conuemat, quem in ﬁnem hoc Lemma
:prapml;txmus. S e g
Lemmm |
3; Si, formpla¢ dIﬁ‘erem;:alzs d.ﬂ nmlt;phu

cator ‘fuerit V, tum vicifim formulae dxf&rentxahs
d V multiplicator erit £, quum enim it

SUIV=V Q-[v.dQ,

quoniam formula ViQ per hypotheﬁn et inte~
:grabilis ; *necefle eft: ,' etiam fmmuiam fﬂdV cﬂ'e'

mtegrabllcm ;-

Problema. |

36, Inuenire omunes formulas dxf}érentla]es dﬂ.
quibus conueniat multiplicator a.y +—p X, denotante

e npmertm quemcunque

Solut1o.
Quum ob dy—pda, fit. -
d(onj—l—-p.?.)._(a-i— x)pdx—l—xdp,_

huivs formaulae multiplicatorem oportet-effe L2, ex
Tom.X VII, Nou.Comm, N qua

It
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qua conditione  quantitatem & determinare llcet.
Sit igitur propoﬁta hiec formula differentialis

eAn)pdx A-xdp; -
Pro qua habetur mulnp.mator -
oMz 1 erxtque W= oc_y —lr-Px, |
altcr Vero muluphcator erit
N —= z*, fietjue tum = p: x“"" 2

P

quare fi Z denotet fun&.onem quamcunquc binarum
variabilinm .

w:ay—{—px ct u:p x"""

m geere mulnphcator noﬁrae formulac cm:
M ( ) + N (&5
quamobrem, quum fit-

—fd
0= !\d ﬁ) + xnc (
eius differentiale d .(L contmcblt omnes Formulas
dlﬁlreutmles, quibus com.emt multiplicator oy +px,

T

37. Si pro Z fumatur! functio quaccunqueé .
ipﬁus #, €rit '
‘) —=o

L il

et (Dl %) erit funétio quaedam 1pﬁus 7 quae fic fi i,
hinc noftrum erit £ .

X 'f‘”:x“f;az.{_,j)? L

quac forma probe ‘contienit cum problemate §. 32.-
'vbl multlphtator etat px— (A== 1)y, itay vt ﬁt
— (A~ 1), - Deinde guod hic eft 482,

T PP, ' ibi




INTEGRABILITATIS. o

. ) d U
ibi erat S
T
o
ficque quod hic efi £
7 1

ibi erat. m "—-;, S

st vero ibi erat o :
P

e (RVEREPY 3 I
- e=at Q= OF P
ita vt inde’ ﬁt i :
E SNt Y R Cr ooy

-*"_'A--"" & . . . P

=X A x,\) I
2 n * . .
. quam formam in illa contineri ,: fatis mamf‘cﬂum eft,
Hinc ergo patet illud’ problema effe. cafum! maxime

particnlarem . huivs’ problematis humsque folutlonem
'mﬁnmes lanus patcre. L

y

Probleme.

. 38, Inuenire omnes formu!as d:iferentlales
d <, qmbus conuemat mulnphcator ax+” "

Solutla
Quum ob dx—d.ﬂ’ fit
‘d(ax-—]——)—(a-—}- )d” -I-,—f-, o
confideremus hoc JDﬁJm dxﬂ’erentxalc ianquam f‘or—f
mulam propoﬁtam . cujus. multiplicator £ fit.
veﬂxgandus, et quum primus. multiplicator fit M_.:,_ |
N2 - \ erit

i
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grit » — & Ju»in-";—)- , alter autem multjplicator colli-
_ S s 1 :
gitur N =%, ex quo fir#g ="~ , GRAIE i Z de-
notet fundionem quamcungue’ bindrum variabilinm
J,cf. [y ' 4

v:ax—kj_l- et %= .

expreffio generalis pro multiplicatore quaefito erit -
= (Z-E) —+= " Cﬁ-'i) ’ o

vbi notandum, fi pro Z fumatur tantam fiindio

vnicae variabilis #, tum hanc folutionem ad cafim

problematis §. g3. perducere. - ~

. 9. Quae baftenus de inueftigatione. multipli=
eatorumy f{unt tradita ;o ifignem praeftant viumr in
refolutiorie; aequationum . differectialium fecundi gra= -
dus, quum enim ob dy—pdx, Omnes aequatio;
nes huius ordinis ad hanc formam redigere liceat,

Pdp4-Qdx 4+ Rdy=o,"

mtifetim ‘eft , fi_ viaus huius formulie minltiplica~
tor innctefcaty ‘tim’ flatim dequationem femel in=
 tegtatam , quae erit differentialis primi ordinis, obti-
" neri , quam deincéps ~féctindum ' praecepta ‘cognita
tradari conueniet ; at:iverd" fi: :bini' .eius: formulac
multiplicatores fuerint: ;cogq_:i.tj y: tum. fiatim _2equa-
tionem finitam few bis ‘integratarh élicere licebit, ita
v nod optié-fit - intégiatiohe répérita’y - qudilt oper®~

tibhem: fequenti’ problematé- doceamusy”

s s Pro_




INTEGRABILITATIS %

Proble nia.
4o. Propofita a’»qﬁétione differentiali :
Pdp+de+Rdy—~o L
fi eius dvo multiplicatores mnotefcant M et N -efus

aequatlonem finitam bis 1n:eg1atam 1nuemre.

Solutio.

Quum M et N ﬁnt mulnphcatores cognm y
ponamus :

(Pdp-}—de—{—Rdy)

et N(Pdp-—l——de——l—-Rdy)—du,
hinc habebuntur quantitates’ ¥ et u, quomodocun-
que ex ternis variabilibus p, x et y conflitae. Ob
priofem igitor multiplicatorem fiet v =2 €t b
poﬂcnorem #=~5, vbi a et & funt binae conflantes,

Vtraque - intégratione - ingreflae ; quum igitur duae
habeantur acquationes finitae inter ternas variabiles x, #
et p, 1i inde p eliminetur, PI'OdlbIt sequatio finita

_inter bigas coordinatas x et ¥, vel quod eodem re-

dit , inde determinari poterunt bmae. harum 11ttc-
ratum per tertiam,

41. Hanc methodum .ex praecedentibas per
p]ura exempla facile illuftrare licerer, verum inftar
omninmm nobis’ &rit , problema initio huius differta=

tionis commetoratum , * quo linea ¢urua aequatione .
-~ inter-bihas coordinatas x ety exprimenda quaentﬂr,

cuivs radius ofculi aequetnr formulae #Y (Fa+7y)

Na Exem~

-
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Exemplum.
Propoﬁta aequatione differentiali fecundi gradus
dp‘ ndx

- : T Vet °
C {agpp TEEFII) |
inuenire aequationem finitam inter x et y, ope du-
plicis maltiplicatoris. Primum multiplicatorem ism
fupra obferuauimus efle ¥ 4-py, vnde. fit

dp(x +M) n(rdx+ydy)

dov—

“adeoque erit

A e Y _ 4 —
o= frzip Y sy =a

Pro altero mulnphcatore quoniam  is tam facile
non liquet, tam euin, quam integrale inde natum
fimul inueftigemus, ponamus primo y = x 2, et ob
dy=pdx fiet .

pdx—=zdx+ xdz bincque d-E“E = 2z

quo valore fubftituto , formula noftra erit
dp ndz .

—— =0

(I+PP) (p z)V( J-22) ?
quare pofito porro z—t;., vnde fit

— q(r +1:p) —_ v(u+P1b){r+!q)

p—a==— 1R V(422 = sy
et dz#_ﬁgﬂr—l-aq)q-da(:-q—ﬁ'b) . o
e—pa@

trans=




INTEGRABILITATIS  rog
transformatur noftra formula in hane '
dp__ . MAp(gqndgitpy)

CGppF g (A ppf Vi dag),
(qV(I—l—qq7+n(r+qq))dp+ﬂdq(r+pp)

q(x+pp> V(r—t—qq)

-7

vel in
qnd{r 4q9) ¢ dp ! ndq
g¥{1—4-pP) (1-4-'?? q+n1f(.+qq3)$

hinc igitur patet, pro altero multlplxcatore fumi

debere

__qV‘f-l—I-“P‘P) _
‘M""’q-l-n-l(ﬂ—i—a&)’

tumque fit
da= A - nde

1P P gqet=nv (i 4gq)

quap formula eft intc:grabilis fietgue inde

f ndag —
t-—t-:PP 9+n1(t+qq)

ex qua vel g per p, vel p per ¢ determmabuur
tum vero quum fit

g= bl =%

- $4q ]

inde fit
—(p-a)%
=

qui valor in prima aequatlonc fubftitutus praebet

-—qan’h—-l-PL_ﬂ Vu+pﬂ(r +qq) J— d
=79 e i 2

nune

—— C O et e

o i}
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punc igitur inuepiri potell &, vndp qolllgxtur L

—o{t—29)

’"(q-z-riﬂ'-l—qqliﬂx—f-wl” ' .
ficque quia datur p per ¢, vel ¢ per p, etiam: ¥
eodemm modo’ deﬁmtur _deinde wero erit .

J: —a(p4-q) :
tq+nV(1+qq))V(r+M)

quse eft folutio completa problcmatls.

A e T

T

e
C Sttt
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