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NOUVELLE MANIERE

DE
COMPARLER LES OBSERVATIONS DE LA LUNE
AVEC LA THEORIE (")

par Mr. L. E UL E R.

J’ﬂi propof¢ autrefois une méthode toute particuliere de déterminer
par la Théorie les dérangemens que les mouvemens des corps
céleftes (ouffrent de leur aftion muruelle; cetre méthode eft immédia-
tement fondée (ur les formules différentielles du fecond degré, quela
Théorie fournit pour la déterminationdu mouvement, fans qu’on ait be-
foin d’en cljercher préalablement les intégrales. Pour cert effet je fuppo-
fe d'abord, que tant le lieu du corps dont il eft queftion, gue fon mou-
vement, c’eft i dire, (a vire(Te avec {a direfltion, foient exactement con-
nus pour une ¢poquedonnée: enfuire, (achant pour ce méme tems les
gccélérations que les forces qui agiflent alors fur le corps y produi-
fent, j'ai fait voir comment on peut de li afligner le lieu & le mouve-
ment de ce corps, non feulement pour un inftant aprés, mais pour un
tems aflez confidérable écouié depuis la premiere époque.  Cependant
ce rems ne doit pas étre pris trop grand , de peur que I'aberration, qui
croit avec le rems, ne devienne {enfible ; mais, dés qu'on y eft arrivé,
on n'a qu'i répérer les mémes opérations pour parvenir & un moment
deux fois plus éloigné de la premiere époque: & ainli on pourra con-
tinuer le méme calcul autli loin gqu'on voudra.

En fe fervaat de cette méthode, on fhir prefque pas 4 pas le
corps célelte dans fon mouvement; & quand méme on n'en pourroir
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efpérer de prands fecours pour I'Aftronomie, il feroir tovjours fore
important de connoitre tous les dérangemens auxquels le corps cft al-
fujerd d'un inftant & Pautre; cette méme connoiflance ne laifleroit
pas de nous éclairer trés confidérablement fur cer intéreffant article de
I’Aftronomie.

Je crois qu'il ne feroir pas inutile d'appliquer cerre méthode 4
la détermination du mouvement de la Lune; car, quoique les Tables
Lunaires {oient portées 4 un rel degré de perfeétion, qu'on ne fauroit
prefque efpérer d’en pouller plus loin la précifion, il n'eft pas fi aif¥
d'en tirer pour chaque inftant les changemens qui fonr caufés rant
dans la vitefle que dans la direftion de lalune: & on n'en fauroit mé-
me conclure ces élémens que par voie d'approximarion, attendu qu'on
eft obligé de tenir compre de routes les ingalirés qui fe trouvent
dans les Tables. Mais, fuivant cette nouvelle mérthode, on parvient
d’abord i la connoiffance de ces deux éiémens, fans avoir beloin d'au-
cunc approximarion.  Ce qui étant un article trés effentiel dans la con-
noiffance du mouvement de la Lune, on a rour lieu d'efpérer, qu'en
pourluivant cette méthode avec tous les foins poflibles, on y décou-
vrira des reffources auxquelles on ne sattendoic pas, & que c'eft
prefque le plus {ir moyen pour porter la Théorie de la Lune au plus
haur degré de perfeétion.

Pour cer effer, il faur commencer par connoitre trés exatement
tant le lieu que le mouvement de la Lune pour une époque dennée,
d'ou I'on puifle enfuite pourluivre Ja Lune prefque pas i pas: & par-
rant on comprendra aifément, que la moindre errcur commife dans
ces deux élémens doir avee le rems produire des erreurs trés groffie-
res, quoiqu'on puiffe efpérer de remédier 4 cet inconvénicnr, dds
gu'on s"appliquera i cetre recherche,  Pour moi, je dois avouer que
je ne me f{ens plus ni lc courage ni la parience néceffaires pour entre-
prendre un rravail de certe narure: mais ayane réfléchi fur les différen-
tes opérations qui y {ont néceflaires, j"ai rouvé moyen, en employant
plufieurs obfcrvations de la Lune, faites pendant plufieurs jours cunl'?.:-

cuti-
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cutivement, d’en conftater pour le moment de chacune la véritable vi-
tefle & direétion de la Lune, de forte qu’on pourra érablir enfuite
par-li des époques pour y appliquer la méthode mentionnée,

LEMME.

Connoiffant pour Jes abfciffes { — o, { = 1, ¢ = 2,

¢ = 3, { — 4 ew. les appliquées p, g, r, 5, ¢ etc. d’une cour-
. . . -

be, trouver les valeurs différenticlles tant du premier degré d——';,

dg dr ds ddp ddy ddr dds
ie’ ag’ dfﬂc' que du fecond degré azs dgr’ 3¢ ag

etc. en prenant conftant le différenticl d¢.

SOLUTIGN.
Soit = I'appliquée qui répond a I'abfifle indéfinie ¢; & pofant
§orm= g T2 AR F =2 b p == 0P f e 29 g e =
A3p ete. valeurs qu'on treave aifément en prenant les différences de la
{érie des appliquées, rant les premieres que les fecondes, troiliemes
etc. Cela pofé, on fait qu'on aura:

T —p t Ap _f-’ + Arp, Eif‘:—lj +53F-§£§;_I3(£;2} etc. on
s p 4 Opg + HNR(E—0) + (=3¢ 20)
+ o A% (¢t — 6% + 1182 —6Q)
t risB%p (¢° = 108Y + 3587 + 50¢* + 249)
erc.

De 1a il eft aifé de rirer les valeurs différentielles de tous les ordres,
& pour le premier & fecond nous aurens :
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ﬂf_ Ap + $8%p (2 —1) + FAPp(30¢—60+ 2)

+ o580 (487 — 1807 + 228 — 6)
+13s85p(5{t — 4083 +105¢*—100¢ + 24)

.

12 2y G+ st

+728°p(2g? — 124¢ + 21{ —~ 10).

Maintenant, pofant fucceflivement ¢ — o, ¢ — 1, ¢ = 2, etc.
nous aurons ces valeurs différencielles pour lr:s appliquées dérerminées

s 4 7y & eIC,
du premier ordre:

gi — Op — ¥0%p 4 0% — (A% + £Ap — erc
g‘% — Ap + 102 — IEJF + 4 ﬁ.“‘p 15359 + erc,
dr

ds,__ﬁF+ $4% + 3377 — MHA%p + A%

d
d; — Ap + {8% + 8% + 0% — JS54%

du fecond ordre:
ddp

E—g.,—,:ﬁ’p—-—ﬂ’}'—l— 30% — 4%
dd .
d_é'g e ﬁ‘p L ] —_— 'y ﬁ*F —= ‘.rtn"'L'SP
ddr

3o — A%t Mp~— iy Atp e

dds

iz =R A A = i
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Enfluize du rrotfieme ordre:

gg,,-? — 8 — 4% 4 jAsp

dg'ﬂ? ——. 3 A% 1 AL

as - bip — 0% = (0%

3

Sy = 8% 4+ 38 — 345

dirs 5 3 4 EAE

=y = Alp 4 24%p 4+ (0%p,
& du quatrieme ordre:

d*l

d—f‘_ — Ofp — 245

4

j_g.if — Ltp — Lfp

d4r

:’if* — ﬂ.“p [

:111: — Afp 4= Adp

=

Ce Lemme neus fera d'un grand vfage dans la comparaifon de plu-
fieurs licux obfervés de la Lune, puilque par {fon moyen nous {erons
en érat d'afligner pour chaque lieu les valeurs différentielles, qui s'y
rapportent: or celles du fecond ordre ne font que Veffer des forces
qui agiffent fuor la Lune, ce qui nous mer en érar de comparer les ob-
fervations avec la Théorie.  Je m'en vai done confidérer les formules
différentielles, que la Théorie fournit pour le mouvement de la Lune.

Mém. de I".4cad, Tom, XIX, Ff FOR.-
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FORMULES DIFFERENTIELLES

gui expriment le mouvement de la Luse,

Soit A le centre de la Terre, & AB une ligne hxe tirée vers I'é-
quinoxe du printems; Z le centre de la Lune, d’oti Pon abaiffe au plan
de Pécliptique la perpendiculaire ZY, & de Y 4 AB la perpendiculai-
re YX. Pofons

1°, ladiftance AZ — v;
29, lalaritude de la Lune ZAY — 1 boréale;
3°. lalongirude de la Lune YAX — @.

De ces trois ¢lémens donnés par les obfervations on définira les trois
coordonnées AX — x; XY — y, & YZ — 3z, de cerce forte:

s —vfind; AY—=vcoli); y—vcollfin@; x—vcol} c.Q.
I'n méme tems foit S le licu du Soleil, (3 diftance 4 la Terre AS — u,
& fa longitude BAS — 6, d'ol I'ontire AR — w cof § & RS
— u fin 6.

Maintenant, polant la diftance de la Lune au Soleil SZ — w,

onaura w? — (xcol§ — x)* + (xfin — y)? 4 sz,
ou bien #* — wu — 2uvcol Y (coff colQ® + finb fing) + vy,
ou w* — wu — 2uvcolYcof (p—10) + ve

Soit # le tems écoulé depuis une cerraine époque jufgqu’i cette oblerva.
tion, pendant legoel le mouvemenr moyen du Soleil f{oic Pangle — 7,
qu’on exprime en parties du rayon.r; & pofons la diftance moyenne
du Soleil 4 la Terre — 4. Enfin, foit A 4 B comme la maffe de la Ter-
re i celle du Soleil, & la Théorie fournir pour le mouvement de laLu-

ne ces trois formules:
- dd¥ _ — AR x B (ucolf—2x) kT cof) p
"dr* T A4B? 13 : o

1L
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ddy _—AE y B (ufinf—y) Ffinld__
H'H;T— !1..—1-_3'&’1- w? wu ==Q
dds __—AB s Bs

drv— AFB v w —

— R,

Réflexions fur ces formules.

I. Avyant donc exaltement obfervé le lien de la Lune avec &
parallaxe horizontle, on pourra déterminer par-la les quantités v, x,
¥, % & fachant par la Théorie du Soleil {a diftance » avec fa longitude
§, on en tirerala diftance 0 — SZ. De la, en regardant la fraétion

A i )
— A comme connue, on calculera aifément ces trois va-

A+B

leurs:
P :h#:;t t’(:rc{:iﬂ~r)+f£££ﬁ
T T TS IT !
R—=\ *:35 I t:

d'ol I'on aura les trois égalirés {bivantes:

ddx __ ddy __ dde __
=8 @m=- R e ga==R

[I. LaThéorie nous fournit donc les valeurs différentio - diffé-
rentielles des trois coordonnées &, y, 5, rapportées au mouvement
moyen du Soleil, qui nous fert de mefure du tems. Donc, (i nous
voulons exprimer le tems en jours, en pofant le nombre des jours
— ¢, puifque le mouvement moyen du Soleil dans un jour eft —
o,0172028, .{i nous polons certe frattion connue — m — o,

FF = orye
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0172028, de forte que /n — 8,2355992, nous aurons d7. —
nd¢, & partant

ddx
a-?":- p— EHP;

ddy __ dds __
a7 = — #2Q; azs — — »nR.

IIl. Or, en employant plufieurs obfervations de la Lune, dont
les intervalles de tems foient tous d'un jour, {i nous prenons ¥, 9, z, P,
Q_, R, pour la premiere de ces obfervations, & que pour les fuivan-
tes nous confervions les mémes lettres en y ajourant les fignes ¢, /4, 4,
etc. par le moyen du lemme précédent, nous en pourrons conclure

ddx ddy dds

dg®’ ag* ag*’
égales aux quantités — neP, — #nQ_, #zR, on verrajulqu’i
quel point de précifion les oblervations (eront d’accord avec la Théo-
rie, & cela fans fe fervir d'aucunes Tables Lunaires.  Certe maniere
de comparer les obfervarions avec la Théorie mérite daurant plus
d'attention, qu’elle eft rirée immédiarement des formules différentiel-
les fournies par Ia Théorie; pendant que les Tables n'en (ont formées
que par approximation, & qu’elles renferment encore plufieurs élémens
conclus par les feules obfervarions: comme le mouvement moyen,
Pexcentricité de I'orbire, & fon inclinailon moyenne a Pécliprique.
Or, dans cette maniere de comparer les oblervations avec la Théorie,
nous n'avons befoin d'aucun de ces élémens.

lefquelles devant &tre

les valeurs différentielles

IV. Mais remarquons que nos formules renferment la fradtion

i E—t—ﬁ, dont nous ne f{aurions connoitre la véritable valeur
que par les obfervarions: mais nous voyons aulli qu’une feule équa-
tion nous en découvre la véritable valeur; & comme chaque obferva-
tion donne trois équations, certe dérermination {era d’autant plus cer-
taine, {urtout quand nous y employerons plufieurs obfervations. Par
ce moyen nous découvrirons bien plus furement l¢ véritable rapport

enire



& 22 &

. entre la maffe du Soleil B & celle de la Terre A, que par la méthode
dont on s'eft fervi julqu’ici pour cet effer,

V. Enfuite on remarquera que, pour faire ufage de nos for-
mules, il faur connoitre le vrai rapporrt enire les diftances du Soleil &
de la Lune i la Terre, # & v, qui eft inconnu fans doute rant qu'on
ne découvre point la parallaxe du Soleil. Mais confidérant comme con-
nue la parallaxe du Soleil dans {a moyenne diftance #, puifque les ob-
fervations nous donnent la parallaxe de la Lune, nous en tirerons d'a-
bord le rapport entre les diftances £ & v, & celui qu'il y a entre &
& u eft donné par la Théorie du Soleil, ce qui fufhr pour développer
nos formules. Or on fair que la parallaxe du Soleil n’entre que pour
fort peu dans le mouvement de la Lune, & partanr il {uffira de la con-
noitre 4 peu prés.  Je fuppoferai donc la parallaxe du Soleil de %, &
fa diftance moyenne i la Terre £ — 100000; & dans la méme me-

fure j’exprimerai la diftance de 2 Lune i la Terre.

VI On pourroir faire encore une autre hypothefe en fuppo-
fant la parallaxe du Soleil de 8%, ou de 10%, & calculer {éparément
plufieurs obfervations fur nos formules pour voir quelle différence il
en réfulte: ce qui nous conduiroit peut-érre 4 la route la plus fure
pour déterminer exactement la parallaxe du Soleil.  Mais on compren-
dra aiément que, pour cer effer, il faudroir employer des obfervations
fi exactes, que P'erreur n'en (urpaflit point quelques fecondes, ce
qui rend Pexécurion de ce deflein prefque impoflible, & moins quen
appliquant le méme caleul 4 un 1rés grand nombre d'obfervations, on
n’en puc tirer enfin une conclufion affez cerraine.

VII. Mais je m’en tiendrai ici au premier deflein, ot il ne s’agit
que de comparer les oblervarions de la Lune avec la Théorie, ans an-
cun fecours des Tables, & je fuppoferai la parallaxe du Soleil — g%
dans fa moyenne diftance # — r1oooco, & partant tour revient 2
trouver de bonnes oblervarions de la Lune. Or, puifque les Tables de
feu M. Meyer fonr reconnues pour donner les lieux de la Lune 4 une

minute prés, & que les Connoiffances des mouvemens céleftes de Mr.
I'f 3 de la
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de fe Lande font calculées fur ces Tables, je regarderai les lievx de la
Lune qui y fonr aflignés pour chaque midi, comme des obfervations
immédiates: vu que des obfervations atuelles pourroient bien ére
moins exaftes, Outre cela, j'en rerirerai aufli cer avanrage, que rous les
intervalles de tems earre ces obfervarions fonr égavx entr'eux & préci-
(Ement de 24 heures, ce qui fournit une grande commodité pour le
calcul, que j'ai déja arrangé en forte que l'unité, par laquelle je mefu-
re le tems, eft un jour, qui donne en méme tems les intervalles égaux
pris fur I'axe de la courbe confidérée dans le Lemme.

VIII. Ayant donc tiré de laConnoiffance desmouvemens céle-
ftes de l'an 1765, fix lieux de la Lune depuis e 31 Juiller jufgqu'au §
Aofit, jai calculé pour chacun les trois coordonnées r, y, %, pour
en conclure leurs valeurs différentielles du fecond degré, dont voici
le calcul:
¥ Ax Aty Alx Atx Afx

ilL.3g | 113,69
iuaﬁtsl 166,57 53,28 — 10,16

2 e 1]
2| 219,09 ‘;gj;n '-'”:53]__]’39 0,67 40,17
3| 240,69 "5139 — 14,21 --ujg:.; +'3,-.E4 »
4| 257,08 oS | —15,06 ?

s| 258,91 | 33|
d'otl je tire pour la feconde obfervation du 1 Aclit la valeur différen-
I:.iE]IE:
ddx’
agr
Or, pour certe méme obfervation, je trouve P — aA — 290,1 ol

la — 10,0356834; donc /nna — 6,5068818 & 290,1 ne —
0,086, de forte que

— 10,20 — — anah + o,086 & mma) — 10,286,

= Aty — A%y 4= AT — — 10,20,

I
& parrant — 312346 au /N — 4,5053647.
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IX. De la mémé maniere je fais Ie calcul pour les coordon-
nées
i g y By Aty Ady Aty sy
.31 | —219,00%
Aolits [ —184,039 | T3H966| Ly oos
2|—137,998 P $8,543 | 732 [y 475
3|— 83,414 +54:53‘i +4 5.3'5 — 4,007 —10, 470 +1:I'5’4I
* St -':4}:94 +5§}'=a +ﬂ1999 _3:53? ;
ol + ;;‘E” 460,119 "'
k-
ady -
Joi acT = — + 11,360. Or Q — — EA 4 372,7, o I8

—
——

10,0779488; donc /nnE — 6,5491472 & 372,721 —o,
Par conféquent 11,360 — EnnN — o,1103 ou Enmh

1103.
— 11,470, & partant n — 308730 ou N = 4.5104163.
X. Pour la troifieme coordonnée =, nous aurons
P | Aas Arg AYs Atz Asg
Juil 31 —14,5543 g |-
Aoiic 1| — 9,7545 i:"’zi; to.62341 o
2]— 43313 +5,5?55 +ﬂ1:554|_9,3345 +0,032% —0,0619
4|4 69498 | | o5 | 04420
§|+12,1093 y | I
i
Donc :S,i — o0,6234 — 0,0027 — 0,0051 — 0o,6156. Or

R— — yh — 9,274 & [y — 8,8022397, donc /nny —3y,
2734381 & 9,274nm — 0,00274 &:partant o,6t156 — any M

~}- ©,00274 on nnyAN — 0,61286.
jo6250 & /N = 4,5139232.

Par confequent —

I

e

-

cov
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CONCLUSIONS.

1. Voili donc trois valeurs que les fix obfervations choifies
nous fourniffent pour la fraftion A, qui 4 la vérité ne font pas trop
d'accord entr'elles, mais la différence n'eft pas pourtant fi grande,
qu'elle ne puiffe érre arcribuée aux erreurs des obfervations, en fuppo-
fant méme que ces erreurs ne {urpaflent point une minute.  Le milien
entre ces trois valeurs érant % — 305108, on en pewr canclure

avec affez d'affurance, qug la maffe du Soleil furpaffe 309108 fois la
malle de Ja Terre, en fuppofant la parallaxe du Soleil de 9. Sil'on
vouloir f¢ donner la peine de faire le méme calcul fur d'aurres obfer-
vations, & prendre le milieu des trois réfultats qu'on en tire, on
parviendroit 4 un rapport plus exaét entre la maffe du Soleil & celle

de la Terre.

2. Newton, en fuppofant la parallaxe du Soleil derof); trouve le
rapport de la mafle do Soleil 4 celle de la Terre comme 227512 d 1:
qui pour la parallaxe de 9" devroir &re augmenté cn raifon de
100- 4 729, dotl ce rapport feroit de 312088 & 1, ce qui s'accorde
aflez bien avec ce que je viens de trouver.  Or, puifque Aewton a riré
{a dérermination du mouvement moyen de la Lune, elle eft fans dou-
te plus exalte que celle que j'ai rronvée ici.

3. Ayant trouvé la véritable valeur du nombre A, en féraen
érat d'exécuter les opérations que j'ai propoffes aurrefois, par le
moyen defguelles, en connoiffant le lieu & le mouvement de la Lune
pour une époque donnce, on peur dérerminer les mémes chofes pour
un aurre tems qui n'en eft pas trop éloigné, comme pour le jour fui-
vant. Car, foient pour I'épaque donnée la diftance de la Lunc d la
Terre — v, les trois coordonnées x, ¥, 2, leur valeurs différen-
, dx dy dz
tielles dg, a—e & df

rrois conrdonnées X, Y, Z, onaura:y

; & pour un rems de ¢ jours aprés, pofant les

 Heam
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. ¢dux :j"dir dix | {tdix
M= o dg" t5agY Y eagr tagag T o
dX _ ddx | Qdx  Fdtx
& 32 = d.;’ t Sagv T am Yoggge T
ddx ddy

Or, la Théorie donnant 3z — — P, ch-; — —mnQ &

a8 nnR, on obtent

dé* =
% fd.r HE{’F ﬂﬂ'f3dP nng"‘*ddF
X=x+ 32 2 . 6d¢ 2gdgr
dX __ dx : nnc?dP nnl3ddP
B¢ d_g,__dg—mnff' 2d? ﬁdg,,-—ﬁc.

& ainfi des aurres coordonnées.
4. Maintenant, ayant powr le midi du premier d’Aoiit 1765
a Paris,
¥ — —}- 166,970; y — — 184,039; % — — 9,7545
& de la par les obfervations:

dr dz

df :+ 35 0F; ﬁf—_i"d'ala['sl df-—*+5':r.93=
Enfuire nous avons

P — 4 34496; Q. — — 37968; R — — 204r1,4

& par les obfervations rapportées on pourroit encore trouver les va-

leurs différentielles de P, Q_, R.
De li, pour ¢ jours aprés le 1 Aoflir, on aura
X — — 166,970 =+ 36,090 — 5,104¢¢
Y — — 184,039 -+ 49,316¢ - 5,618{¢
L — — 97545+ §:1982¢ — 0,3020{¢

Mg, de ' Acad, Tom. XIX. G g &
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& les valeurs différenticlles

% -— == 36,090 — 10, 2&3{,’
gy

E?* = ~ 40,316 -+ 13,235
dZ

:‘? — 4 s5,1982 - o,6041¢.

5. Joblerve donc que fi I'on ne veut fe fervir que des trois
premiers termes des formules pour X, Y, Z, on ne fauroir paffer par
un intervalle d’un jour entier, puifque les termes négligés {eroient en-
core trop confidérables. Il ne conviendroit donc point de prendre
ces intervalles plus grands que de 2 heures; on les pourreir prendre
plus grands, i I'on vouloir encore introduire dans le calcul les valeurs

| &) 1
: =, ;?'; j? , mais alors le calcul méme deviendroir plus em-
-] b

barraflé.
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