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NOUVELLE METHODE

DE

DETERMINER Les DERANGEMENS

DANS
LE MOUVEMENT DES CORPS CELESTES, CAUSES

PAR LEUR ACTION MUTUELLE. (*)

parR Mr. L. E UL E R.

mination du mouvement d'un corps, qui eft pouflé par des

forces quelconques, qu'on peur regarder comme connues.
En effer, toutes les recherches qu'on a faites jufgu’ici dans I’Aftrono-
mie, prouvent inconteltablement que tous les corps céleftes s'attirent
mutuellement en raifon de leurs maffes & du quarré renver® de leurs
diftances, quoiqu’il y ait des cas ol cerre derniere proportion fouf-
fre quelque changement, lorfque le corps attirant n'elt pas {phérique,
& la diftance en méme tems peu confidérable, comme il arrive al'égard
des Sarellites de Jupiter, fur lefquels Ia force de cette planete s'écarte

affez fenfiblement de ladite proportion, i caule de fon applatiffement.
53 Mais

I oute la Théorie de I'Afltronomie {e réduit aujourd'hui & la dérer-

(") LA le § Juillet 3762,
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Mais, dés que la diftance des corps ell plus confidérable, certe irrégula-
rité évanouit enticrement, & l'artraction devient la méme que fi les
corps éroient parfaitement Jphériques.  Cependanr, quand méme on
feroir obligé de renir compte de cette aberration, & que les forces ne
{uivroient pas exactement la raifon renverfde du quarré des diftances,
la méthode demeure la méme, pourvu que cewre aberration foit con-
nue, & on aura toujours d réfoudre le probleme fuivant :

Toutes les fovces dont un covps célefle ¢ff pouffé, étant commues, détermi-
mev Jon mouvement en forte qu'on foit en état d"affigner pour tout
tems la vraie place gu'tl occupe dans le Ceel,

C’cft fur ce probleme fondamentsl de toute I'Aftronomie, que je vai
faire les réllexions {Livantes.

I. Le mouvement d'on corps célefte eft cenfé régulier, lorf:
qu'il n'eft ariré que vers un feul corps en repos, donr la force fuic
exaftement la raifon inverfe du quarré des diftances; ou bien, en cas
que le corps attirant ait lui-méme queique mouvement, érant pouflé
par des forces quelconques, lorlque le corps auiré eft ourre cela
poufl¢ par les mémes forces.  Clelt dans ces cas que le corps artiré
diéerir, autour de celui qui Pattire, une fection conique conformément
aux regles découvertes par Kepler: lequel mouvement érane fort aifé
i dérerminer, on peut bien le regarder comme parfaitement connu,
& les antres mouvemens ne fonr eftimés irréguliers, quentant qu'ils
s'écarrent des regles Képlériennes.  Ainfi le mouvement des planetes
principales feroir régulier, fielles n'Croient pouflées par d'autres forces,
que celles qui les tire vers le centre du Soleil: & le mouvement de
Ja Lune aurour de la Terre {eroir aufli régulier, fi, ourre la force atrrac-
tive de la Terre, elle éprouvoir précilément les mémes forces accéléra.
trices qui agiffent fur l]a Terre, quelqu'irrégulier que fic d'ailleurs
le mouvement de celle- ci.

II. DMais il n’eft que trop cerrain qu'un tel monvement régu-
lier ne {& trouve pas dans tour le Ciel.  Car, quelqu'exactement que la
- Terre
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Terre & les autres planetes principales, i 'exception de Saturne & de
Jupiter, femblenc obferver les regles de Kepler, le feul mouvement
progreflif de leurs abfides, dont aucun Aftronome ne diftonvient plus,
renferme une aberration trés réelle de ces regles, quand méme on vou-
droit encore douter de plufieurs perites inggalités qu'on vient de dé-
couvrir dans leur mouvement méme. Er puifque les lignes des nceuds,
dont les orbires des planeres fe coupent mutuellement, ne fe rrouvent
pas non plus en repos, c’eft une preuve eertaine que routes les plane-
tes font aflujetties encore i d’autres forces que celle qui les poufle
vers le Soleil.  Tour cela prouve. inconteftablemenrt Paftion mutuelle
que tous les corps céleftes exercent les uns {ur les aurres.

III. 1l arrive bien, heureufement, que ces dérangemens qu’on
obferve dans le mouvement des corps céleftes, font pour la plipare
fort petits, ce qui nous met en état de les dérerminer affez exadtement
par voie d'approximation, mais il s'cn faut beaucoup que nous puif-
fions nous vanter d'une connoillance parfaire de leurs mouvemens,
érant obligés de négliger méme une infinité de petites inégalités, lef
quelles, quand méme elles feroient pour la plupart infenfibles, prou-
vent {uffifamment combien peu nous formmes encore avancés dans ces
recherches. Aprés les foins de feu Mr. Tobie Meyer, dont la mort
prématurée nous prive des plus importantes découvertes, on peut re-

er le mouvement de la Lune comme prefqu’sufli bien connu que
celui de la Terre, l'erreur de fes Tables ne montant jamais & une minu-
te. Mais, fi on cxigeoit un plus haut degré de précifion, & qu'on
prétendit favoir le lieu de la Lune 4 une feconde prés, il faudroit
avouer que la méthode dont on s'eft fervi eft infuffifante, & qu'el-

le ne favroir étre portée a ce degré de précifion.

IV. 1l en eft de méme des dérangemens que les planetes fe
cauflent mutuellement par leurs forces atrractives; i moins que effet
ne f{oit rrés petit, la méthode qu'on emploie pour le dérerminer, eft
affujettie 4 de trds grands inconvéniens. Une des principales raifons
en cft qu'on eft obligé d'exprimer les dérangemens par des féries,

dont
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les termes ne renferment que les finus ou cofinus de cerrains angles,
de la méme maniere qu'on repréfente les irrégularités dans le mouve-
ment de la Lune: or, quand il s’agit de celles dont Jupiter & Saturne
(& troublent 'un l'autre, leur diltanceelt trop difiérente dans leur con-
jonétion & oppofition, pour qu'on puifle exprimer I'effec de leurs for-
ces par une telle férie convergente.  De quelque maniere qu'on s’y
prenne, on ne fauroit jamais étre fur que les termes qu'on elt forcé
de négliger, ne donnent un rélulrat encore affez confidérable. La
grande incgalité que Mr. de la Lande vient de découvrir dans le mou-
vement de Saturne, & qui monte jufgues 4 14 minutes, provient fans
doute de ces termes qu'on a négligés dans le calcul, dont le nombre
érant infini, on doit émre d’autant moins furpris que la Rrie elle-
méme foit trés peu convergente.

V. Dans ces recherches fur la Lune & les planetes, on a tiché

de déterminer les inégalirés par des intégrations actuelles, en expri-
‘mant par des (€ries infinies les intégrales des équations différentio-difté-
renrielles, qui renferment toures les déterminations du mouvement;
ce qui ne peut {& pratiquer que par des approximations trés ennuycu-
fes, & qui ne laiffent que trop de doutes fur la certicude.  Mais, lorf
qu'il s'agit des dérangemens que caufe la force atradtive d'une come-
te dans le mouvement d’une planete, ou réciproquement la force de
celle - ci dans le’ mouvement d’une comete, tous ces (ecours devien-
nent entierement inutiles, & les {éries auxquelles on feroir réduit en
{uivant la méme méthode, perdroient leur convergence i un tel point
qu'on n'en fauroit plus rien conclure.  Par cette raifon, quand Mr.
Clairant entreprit de déterminer la rerardation de la fameufe Comere
de 1682, qui ne fut de recour que l'an 1759, il a été obligé de (ui-
vre une route tour & fair ditférente, & de s'en renir immédiatement aux
équations différentio - différenticlles, d'ol ayanr déduit par un travail
incroyable tous les changemens quafi momentanés, il en a conclu en.
fin effer tour entier que la force de Jupiter a du produire {ur cette
comete, 1l en feroit de méme, i l'on vouloir dérerminer 'effer qu'u-
ne
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ne comete produir fur le mouvement de Ja Terre ou de quelqu'autre
planete, dont elle s'approcheroir aflez pour y caufer un changement

fenlible,

VI Aprés tant de recherches de cerre natre, on peut prel-
que prononcer, quetous les fuins qu'on fe donneroir nour décou-
vrir les integrales des équations primitives, qui font toujours ditféren-
renrielles du fecond degré, feront perdus, & qu'on n'en furoir ar-
tendre aucun fecours.  Pour ces raifons, je me propoft ici d'examiner
quel parti on peut tirer immédiatement des équations différentio - difé-
reniieiles que les principes de la Mécanique nous fourniffenr; & de quel-
le manicre on peut par-la parvenir & une connoiffance plus ou moins
complette du mouvement que nous cherchons, fans rous engager
dans les intégrations qui {emblent furpafler notre portée.  Dans cet-
rc vue, je vai commencer par les formules différentio- diffécenticl-
les auxquelles les principes du mouvement nous conduifent immédia-
tement , & enfuite j'examineral comment on les peut transformer,
pour les rendre plus propres 4 I'ulage altronomique. En voici le

probleme,
PROBLEME 1L

Les forces a'rfw.r i corps ra.:"f;ﬁr Lfﬂ _pm;ﬁ‘, étant donndes, trou-
ver fes formules diffeventio - diffeventielles qui renfeiment les change-
mens caufés dans fon mouvement,

SOLUTION,
Qu’on rapporte le lieu préfent du corps, auffi bien que fon
mouvement, d un plan fixe pris @ volonté, & qui {oit le méme que ce-
lui de la Planche. Sur ce plan on éuablir autli une direction fixe O I Planche Vi,
tirée d'un point aufli fixe O. Que le corps en queftion f& rouve main- 114-1.
tenant dans un lieu quelconque 7., d'odl l'on tire fur le plan la perpen-
diculgire 7Y, & du point Y fur la direction fixe O1 la perpendiculai-
YX: de {orie que le licu du corps {oit déterminé par les trois coordon-
nées que je nomme:
N = % XY—=y & XZ —==s
Mém, de ' Acad. Tow, XIX. ) Main-
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Maintenant, de quelques forces que le corps foit pouflé, on les peut
toujours décompofer en forte qu'il en réfulre trois forces qui agif-
fent felon les mémes dl.rcﬂmns LP, LQ & ZLR. Soient donc eccs

trois forces

felon ZP = P; felon ZQ_ — Q_ & felon ZR — R.
Cela pofé, prenant I'élément du rems d# cqpftant, les principes du
mouvement nous fourniffent ces trois égalités:

addr — Pde*; addy — Qd#?; adds — Rds?
ou a eft une quantité conftante qu'il faur dérerminer par la maniere

dont on exprime les forces rélativement au tems.  Ainfl, exprimant la

force de chaque corps célefte par fa mafle divifée par le quarré de fa
diftance, & au lieu du rems inrroduifant le mouvement moyen du So-

leil, dont I'élément foit — d7; fi nous pofons la mafle du Soleil — S
S :
& (2 diftance moyenned laTerre —— e, onaura ¢ — — en écri-

g
vant d 7 au lieu de d#: en forte que 7 exprime I'angle décrir par le So-
leil autour de la Terre dans le rems ¢, felon le mouvement moyen.

Remarque L. Je fuppofe ici le point O avec le plan OXY en
repos; mmais ordinairement on prend le point O dans le centre d'un
corps célefte, auquel on rapporte le mouvement du corps en queftion
Z.. Dans ce cas, 4 moins que ce corps en O ne foit effectivement en
repos, comme fi 'on y metroit le Soleil, il faur aufli tenir compre du
mouvement de ce corps, ou plutdt des forces qui le produifenr. Alors
il ne s'agir que de faire un léger changement dans nos formules: on
n's qui décompofer les forces qui agiffent fur le corps O felon les
mémes trois directions, & les appliquer en (éns contraire encore au
corps Z, ourre celles qui y agiffent actuellemenr.  Aprés ce change-
ment, nos formules exprimeront le mouvement relpectif du corps L’
par rapport au corps O, ou tel qu'il paroir 4 un Spectareur placé dans
Je centre du corps Q.  Or alors, le point O n'¢rant plus en repos, il
faut toujcurs tirer les trois coordonnées en forte qu'clles demeurent

paral-
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paralleles 4 trois directions fixes, ou dirigées toujours vers les mémes
points du Ciel.  Ainfi nos formules s’appliquent également, tanr au
mouvement abfolu du corps Z, qu'd fon mouvement refpectif & 1'¢.
gard d'un auere corps quelconque, pourvu qu'on comprenne aufli
dans les lettres P, QQ_& R les forces accélératrices qui agiffent fur
le corps O, mais dans un (ens contraire,

Remarque Il Soit qu'on fe ferve immédiatement de ces for-
mules, foit qu'on les transforme en d'autres formes quelconques, on
n'en {auroit rirer aucun fruit 4 moins que pour un ¢ertain tems donné
on ne connoiffe, rant le lieu du corps Z, que le mouvement qu'il a
dans cetinftant. 1)ans ce moment dong, les trois coordonnées x, 3y &
2 [eront connues, qui déterminent le liew du corps Z: or, i caufe du
mouvement qui eft auili connu, on tirera les vitefles felon les trois

direttions fixes, ou, ce qui revient au méme, les trois valeurs T
t

dy ds : o = .

Tyl (eront connues. Maintenanr, ces élémens étant donnés, on
demande une folution par laquelle I'on puifle déterminer pour rour au-
tre tems, rant le lieu que le mouvement du méme corps. L'intégration
de nos formules nous procureroit fans doute cet avantage; mais, com-
me nous {ommes obligés d'y renoncer en général, nous devons bor-
ner nos recherches & un tems peu confidérable, écoulé depuis I'époque
marguée, ou le lieu avec le mouvement du corps eft connu: & par-

tant je m'appliquerai 4 la {ulution du probleme (uivant.

PROBLEME IL

Le lien & le movvement du corps étant connus ponr une époge
donnée, avee les forecs gui agiffcut for le corps, determiner pour un
temns pes confilivable éconlé depuis cetre Groque, tant le luw yue le mouve
micit du corps.

T 2 S0-
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SOLUTION.

Que le tems # réponde d I'époque propofée, oil les trois coor-
données x, y & = dérerminent le lien du corps, & (ont par conféquent
données; 4 caufe de fon mouvement pareillement donné, les quan-
tités {uivantes feront aulli connues

d# __ dy __ ds __

e — 0 a2 ="
Ces valeurs érant introduites dans nos formules 4 caufe de ddx —
dpde, ddy — dgd¢ & dds — drd#, nous fourniffent

adp — Pdt, adg — Qd¢ & adr — Rdt.

Maintenant, fi 'on demandoir I'état du corps aprés un tems infiniment
petic d¢, depuis 'époque éiablie, nous aurions pour fon lieu les co-
ordonnées

r4dx—ux4pdt, y+dy=y+ 7ds, 2+ dz =2z } rdy,

& pour {on mouvement les quantités
] 1 1
FHdp—p+_Pdt, g+dg=g+-Qdt, rdr—r} —Rds

& ces formules pourront avoir lieu quand on prend pour d£ un tems
fini, mais extrémement petit, en {orte que, plus on le (ppofera petir,
& moins on sécarrera de la vérite. Mais marquons le rems écoule
aprés 'époque par v, & foientalors les trois coordonnées &/, yi. 2/,
& les trois quantités pour la détermination du mouvement pf, ¢/, v/,
donr il s"agit de définir les valeurs.  Or ces quantités pouvant étre re-
gardées comme des fonctions du rtems #z 4 7, pendant que les primi-
tives font de femblables fonétions du tems ¢, nous aurons par les
principes de Panalyfe:
rdr riddx ridlx  rtdéx
ar T sae Taam 2gd et

. . de__ " dp 1
& ainfi des autres. Or, puilque =7 &d—f =< P

ol — x4

+ ete.

__ddx
=4

d'od



& 149 £

d'ol nous tirons outre cela:
dix dpP d*x ddP
FYE] — ads’  drt = —5
& partant les trois coordonnées cherchées (eront:

'r'rl‘ ridP st ddP r5diP

AR Rk ey 2Q EEE? T 2gade® + 120ad? b e
- -er_‘_ 3dQ_, 74ddQ_, r¥d’Q_
ft—'-"'"} & i 20 Eudr + 2g0de? 120ade? e

7R , 73dR i ddR 7:d3R

s—at7r e 2a + Sade 24adz? T 1zoads? T

& par le méme fondement nous aurons pour le mouvement du corps

TP 7idP riddP r4d?P
] — el Y ol it
P F ¥ t a2adt 6ade? " 24ade? T e

T2d ridd r4d?

o 2.1:;}-'- ﬁmd.::3‘+ 2.;1:.&%' + e
R r3dR riddR r4d3R

o zad? + Gade? 24ads? t ec.

oll je n'ai qu'i remarquer que les forces P, Q_, R érant données, puif-
qu'elles dépendent en partie des coordonndes ¥, ¥, 2, & en partie du

liew & du mouvement des corps dont elles réfultent, leurs valeurs

P ddP .
différentielles g.? T3 etc. feront aufli exprimées par des quanti-

|l

+
1

o)

tés finies & connues; de forte que ces fries infinies expriment exacte-
ment les quantités que nous cherchons.

Remarque 1. Si Vintervalle de rems 7 elt infiniment petir, ces
formules nous fourniffent les mémes valeurs que la différentiation
mais, pour peu que cet interville T (bit confidérable, on fentira aifé-
ment combicn les déterminations différentielles s'écartent de la vérité.

T 3 Re-
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Remargne 1. Plus cet intervalle de tems » eft pris grand, &
moins les (Eries trouvies {eront convergentes ; on fera donc obligé d'en
prendre d'autant plus de termes depuis le commencement, pour arri-
ver au méme point de précifion. Cependant, quelque nombre de termes
qu'on en veuille prendre, il ne fera jamais convenable de donner i 7 une
trop grande valeur, de peur que les termes négligés ne deviennent
trop confidérables.  Car, quoique les rermes fuivans foient divifés par
de plus grands nombres, il arrive ordinairement que les valeurs four-
dP ddP 4:P
de’ de2? ¢
en augmentant, de forte que pour la plipart la :nnvﬁfaneu dépend
plutde de la petitefle de l'intervalle 7, que de la graif€eur des déno-
minateurs.

etc. vont aulh

nies par la différentiation réitérée

Remavque Il Or, ayant trouvé par cetre méthode 1'érar du
corps pour le tems ¢t + 7, ou bien les quantités &/, 3, o/, p/, gr"', ¥,
en les fubftiruant au licu des primitives x, ¥, %, p, 7, r, on paflera de
la méme maniere ¢ncore plus loin, & on déterminera I'érar du corps
pour le tems # —— 27 Mais alors il faur que les forces P, Q_,
R, fbient aulli connues pour le tems ¢ + 7, ce gu’on peut bien (up-
pofer; quand le mouvement des autres corps qui agillent fur le corps
Z elt connu.  Mais, en cas que leur mouvemenr fiie au!li woublé, on
(eroit obligé de chercher par la méme méthode I'éar de chacun pour
le tems £ —— T, avant que de paller & un nouvel intervalle de tems 7.
Par ce movyen, en réitérant pluficurs fois les mémes opérarions, on par-
viendra enfin 4 la connoiffance du mouvement pour un rems autli ¢loi-
gné de la premiere époque qu'on voudra, & cela fans le fecours d’au-
cune inrégranon.

Remargue 17, Plus on prendes les intervalles de rems 1 pe-
tits pour parvenir a ce but, & plus de fois on fira obligé de répirer
les mémes operations.  Ainfi, pour letems ¢ + T, en prenant r —

T i : s
Py il faudra répéter ces opérations # fois.  De la nait cette quellion

allcz
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affez importante : puifque dans chaque opération on admet une petire
erreur, qui érant réirérée devient enfin confidérable, s'il vaur mieux
donner & 7 des valeurs plus perites ou plus grandes, arendu que
dans le premier cas les erreurs, quoique plus pertites, font multipliées
par un plus grand nombre que dans 'aurre? Pour décider cetre quel-
tion, {uppofons qu'on prenne de nos féries les rrois prem.'rs termes,
de forte que I'erreur commife puifle étre eftimée par le quatrieme ter-
me, & partant — A 73, Soit maintenant le tems entier T — #7T,
de forte que les opérations doivenr ére répérées » fois, & l'errcur ro-
tale fera — »A7v? — A77T; d'od 'on voir que, plus on prend l'in-
tervalle v petit, & plus fera auffi perite Ierreur rorale qui en réful-
te, nonobftant la plus grande replication: dans la fuppofirion qu'on
n'emploie dans le calcul que les trois premiers termes, Perreur totale
[era diminuée en raifon du quarré de l'intervalle 7: & {i I'on vouloit fc
fervir de 4 termes, cette diminution {uivroir la raifon du cube de l'in-
tervalle 7.

Remarque 7. 11 eft donc toujours fort important de prendre
les intervalles de tems 7 aufli petits que les circonftances le permet-
tent, quoiqu’en prenant plufieurs termes des {¢ries on puiffe cnadmertre
d'aflez confidérables. Cependant il eft aif¢ de fe decider li-deffus: car,
fuppofant I'erreur d'une opération == A 77, en employant trois ter-
mes, fi Pon veut pafler au tems T écoulé de la premiere époque, on
n'a qu'a égaler A 77T d l'erreur qu'on veur évirer dans le réfultar final,
& de la on tirera la valeur du tems v.  Alors il feroit bien fuperflu de
prendre cer intervalle encore plus petit.  Ceft ainfi qu'on pourra at-
teindre & un degré de précifion aulli haur qu'on fouhaire, & érendre
cerre dérermination du mouvemenr i des tems trés éloignés, f(ans
qu'on ait a craindre des erreurs fenfibles.

OBSERFATION,
En confidérant bien cette méthode, elle me paroit fi aifte &
fi propre & la pratique, au moyen des précautions que je viens d'indi-
quer,
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quer, que rous pouvons aifément renoncer & la folurion complette,
qui fe fait par lintégration.  Car, quand méme on réuffiroic un jour i
réfoudre Je fameux probleme des trois corps, de forre qu'on piir dé-
terminer ¢n général par des exprellions finics le mouvement de trois
corps quelconques, qui s'attirent muruellement, ces expreflions fe-
roient certainement {1 compliquées & enveloppées de roures les quanti-
tés inconnues qui entrent dans le calcul, quil feroie peur - éire impof-
fible de les débrouiller & d'en faire I'application au calcul aftronomi-
que. 1l Faudroit fans doute recourir & des approximations extré-
mement embaraffantes , & on rifqueroit rovjours de fe tromper
beancoup plus que {vivant la mérthode que je viens d'indiquer. 11 eft
bien vrai quune relle folution nous montreroit également Pérac du
mouvement des trois corps pour tous les tems, quelque éloignés
qu'ils fuflent d’une cerraine €époque pour laquelle le mouvement feroit
connu, & on ne {e tremperoit gueres plus aprés plufieurs fiecles qu'a-
prés quelques heures, fuppof€ que le mouvement efit été une fois par-
fairement bien connu.  Mais la moindre incertirude 3 cer égard, qu'on
ne fauroit jamais éviter, 6tera aufli cerre préférence § une (olurion par-
faire. Pour peu quen fe trompic dans la dérerminarion du mouve-
ment pour une époque fixe, les erreurs qui en réfulteroient dans la (ui-
te, iroient toujours en augmentant; & aprds un tems trés confidéra-
ble, elles rendroient les conclufions eufli incerraines que la métho-
de propofée. Je mhéfite donc pas & préférer cetce méthode 4 la
folution parfaite du probleme de trois corps, quon recherche avec
tant d’empreflement, vu que le caleul feroit non fenlement incompa-
blement plus difficile, mais que nous n’en (erions pas moins incertains

pour des tems fort ¢loignés.

Mais il v a plus: cette nouvelle méthode Pemporte aufli § d’au-
tres égards fur la folution parfaire du probleme des trois corps, quand mé-
me on feroir allez heureux poury réuflir, & que I'application au calcul
nauroit aucune difhiculeéd; puilque, dés qu'un quarrieme corps v con-
courroit par {on action, rout le fuccés en {eroir anéanti, 4 moinsqu’onne

put
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piit étendre la folution & qudtre corps & plus, ce qu'on ne fauroit
jamais efpérer, fans parler des dificultés infurmontables qui en ré-
jailliroient fur le caleul. Mais la méthode que je propole, s'exécure
avec la méme facilité, quelque grand que {oit le nombre des corps qui
agiffent fur celui donr on cherche le mouvement: on n'a qu'i en
comprendre les forces dans les lettres P, Q_, R, ce qui fe fair fans la
moindre difficulté; & quand méme quelque comere furviendroit, on
en tiendroir compre aufli aifément fans que le calewl en fir dérangé, ce
qui ne fauroirt jamais {e pratiguer dans l'autre méthode, qu'on regarde
comme parfaire.

Cependant je ne faurois dilcenvenir d'un affez grand inconvé-
nient de ma méthode, qui eft que, pour déterminer le lieu & le mou-
vement du corps pour quelque rems éloigné de 'époque érablie dans
le calcul, on elt obligé de pafler par tous les tems intermédiaires; &
qu'on ne {auroir, par exemple, afligner la place de la Lune aprés un an
fans calculer en méme tems fes places pour rous les jours.  Cleft fans
doute un trés grand avantage des Tables Altronomiques, qu'elles nous
découvrent d'abord pour rous les tems les lieux des corps céleftes, fans
que nous ayons befoin de (uivre prefque pas 4 pas leurs mouvemens. Si
cer avanrage pouvoit [ubfifter avec tous les dérangemens auxquels les
corps céleftes fonr affujenis, ce feroit fans doute tout ce qu'on pourroit
fouhaiter. Mais, comme cer avanrage n'eft arraché qu'aux mouvemens
rézuliers, & i ceux rout au plus qui ne s'en écartent pas fenfiblement,
nous devrions bien y renoncer quand il s’agir de connoitre plus exac-
tement routes les inégalités qui y {ont caulées par leur aétion mutuelle.
Dailleurs, il n'elt rien moins que {uperflu de chercher pour wous les
jours, & pour des intervalles plus petits encore, les lieux des corps cé-
leftes: & ceux qui s'occupent a calculer les éphémérides, fuivenr préci-
{ément la méme roure. C'eft (ans doure un grand rravailque de calculer
le lieu de la Lane par les Tables de feu M. Meyer, rant pour le midi que
pour le minuit de chaque jour, dont M. e lr Lande veut bien fe charger
dans la Connoiflance des tems: & j'ofe prefque affiirer que, fi l'on

Mém, de I' Acad. Tom. XIX, v vou-
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vouloir calculer les lieux de la Lune pour les mémes tems fuivant cette
nouvelle méihode, cela fe pourroit faire avec moins de peine. Quand
méme cela couteroir un peu davantage, n'en feroit- on pas amplement
récompeni€ par le plus haut degré de précifion, qu'on arreindroir par
ce moven, en rendant tout a fait infenfibles les erreurs qui dans les
tables peuvent bien monter julgu'd une minure,  Mais ce n'eft pas
encore tout: on pourroit méme, {ans rendre le calcul plus pénible, re-
nir compte des forces que les planetes exercent fur la Lune: & il eft
affez vrailemblable que l'effer de Vénus & de Mars, & peur- e
sulli de Jupirter, eft affez {enfible, lor{que ces planeres (e trouvent dans
leurs périgées. Comme ceux qui caleulent les éphémérides, détermi-
nent pour tous les jours les licux de ces planeres, la conflidération de
leurs forces fur la Lune n'augmenteroit prefgue point les rravaux du
calcul, & fi 'on éroit curieux d'apprendre (i la derniere comere n'a
rien change dans le mouvement de la Lune, ce feroit fans contredit le
feul moyen de s’en affurer.  Or, calculant pour tous les tems de fui-
te les valeurs des trois coordonnées x, y, =, il eft aifé d'en déduire
les dérerminations dont on fe ferr dans 'Altronomic: comme, file
plin OXY elt celui de I'écliprique, & que la droite O1 foir dirigée
vers fon commencement, Pangle N O'Y donnera la longirude, & Pangle
YOZ la latitude; & je ne erois pas qu'il envalicla peine, de rrans-
former nos formules primitives, pour en tirer immédiatement ces
angles avec la diftance OZ, Surrour, quand les dérangemens font trés
confidérables, on fera mieux de ¢'en tenir aux formules les plus fimples.
Mais, pour {atisfaire 3 ceux qui, felon la maniere recue parmi les Altro-
nomes, voudroient érre éclaircis fur les abfides, excentricités, lignes
des nceuds & inclinaifons des erbires, & les changemens caulés dans
ces élémens, je vais ajulter les formules primirives 4 ce deffein.

Sur la ligne des neuds € Pinclinafon de Porbite.

La dire¢tion du mouvement du corps Z avec le point fixe O
détermine un plan, qu'on nomme le plan ot le corps fe meur & pré-

fent, ou le plan de fon orbite, & qui coupera le plan fixe OXY, au-
quel
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quel on rapporte le mouvement, felon une ligne droite ON, qu'on
nomme la ligne des naeuds.  Ici il y a deux chofes qu'il faut introdui-
re dans le calcul, premierement la pofition de cette ligne des nceuds
ON, ou l'angle ION, qu'on nomme la longitude du neeud, & enfui-
re l'inclinaifon de I'orbire au plan fixe OXY, ou bien l'angle que faic
avec ce plan celui qui paffe par le point Z & la ligne ON. Pofons

donc
la longitude du nceud, ou langle TON 17
w.

& l'inclinaifon de P'orbire au plan fixe

Qutre cela, pour rapporter le lieu ducorpsZ & cesélémens, (bir I'angle
que fait la ligne O avec la ligne des nceuds ON qu'on nomime I'argu-
ment de latitude, ou 'angle ZON, —¢. Lorfijue le mouvement du
corps fe fait dans le méme plan, les deux anglesy & w demeurent inva-
riables, ce qui arrive dans le mouvemenr régulier. Mais, dans le mou-
vement irrégulier, que j'aiici principalement en vue, il faur confidé-
rer ces élémens comme variables, & alors leur variabiliee fe rouve
dans un cerrain rapport avec 'angle ¢, qu'en déiermine le plus com-
modément par la Trigonomérrie {phérique.

. L En plagant le point fixe O dans le centre de la (phere, le
plan fixe reprélentera [Ur la (urface le grand cercle INP, fur lequel la
ligne des nceuds marque le point N, & la diretion fixe OI le puine
I; or Z f[oir le licu apparent du corps fur la {urface de la phere.

w'on tire 'arc d'un grand cercle Z N, qui repréfente le plan de or-
bite, & cet arc fera mefuré por Pargument de latiiude ¢ — NOZ:
enfin 'angle PINZ fera le méme que celui de linclinaifon w, de forte
que nous ayons {(ur la fphere

Pare IN — ; l'are NZ = ¢ &langle PNZ — w.

II. Maintenanr, {i la ligne des nceuds avec Pinclinsifon eft varia-
ble, ou bien que le plan de lorbiee change, il faur bicn que ce plin
changé paffe encore par le méme point Z, puifjue le lice du corps

peut etre regardé comme commun @ l'un & l'autre &ar.  Suppofons
V 2 donc

1]

lig. 2,
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donc que dans un inftant la ligne des nceuds pafle en #, & que le plan
de Vorbite {oit alors l'are #Z : nous obriendrons par- la Ne—d} &
Vinclinaifon changée PrZ — w 4 dw. Qu'on tire #m perpen-
diculaire fur NZ; & onaura Nm — didcolw, donc Zu — o —
didcolw, de forte que — dcolw puille ére confidéré comme Je
différentiel de s

II. Done, tirant de Z fur le cercle IP 'arc ZP perpendiculai-
rement, puifgue le triangle ZNP donne fin ZP —=fin e finw, & le
rrlangl-:&' ZnP donne fin ZP — fin (¢ — d¥ cofw) fin (0 + dw),
il elt clair que le différentiel de la formule fin ¢ fin w évanouit en po-
fmt do¢ — — did cof w. De ld nous tirons:

—d cofw.cofle (w4 dw fine colw — o, doncdd —— dw fing

cola finw
& partant les changemens de 1a ligne des neeuds & de linclinsifon dé-

pendent de relle forte Pun de Pautre, que connoiffant P'un on déter-
mine aifement aurre, ce qui nous {tra d’un trés grand {ecours dans les
recherches (uivanres,

IV. Cerre repréfentation fur la fphere nous fournit encore
Faurres dérerminations,, qui demanderoicent fans ce moven des calculs
aflez pénibles.  1Yabord, fuppofant que le corps parvienne de Zen 3
pendant que la ligne des nceuds avance de N en #, I'argument de lari-
tude fera d préfent 'arc #Z 2, & partant — ¢ 4+ de: mais nous ve-
nons de trouver #Z — o — di colw, par conféquent nous aurons
Zz — de + dd cofw. Or Zs marque 'angle élémentaire que
le corps Z décrir un inftant autour du point fixe Q; done, fi nous po-
{ons cer angle — d @, nous aurons

dp = de + dicofw, oubien deo = d@ — dy coflw

V. Deli nousdéfinirons aul'i aifément le changement méme qui
fe fair dans le plan de Porbite, ou combien aprés un inftant le plan de
Porbite eft inclin¢ & fon plan précédent. 11 elt évident que I'angle
NZn exprime ce changement élémentaire.  Or cet angle fe rrou-

ve
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ve NZn — mn : fin NZ, qui i caufe de mr — dyfinw fe
réduit 4

{e cole
de forte que cet angle eft toujours plus grand que le changement de
Pinclinaifon.

Introduétion de ces nouwveaux élémens dans le caleul,

I. Pofant donc Pangle ION — ¢, gu’on tire du point Y fur
la ligne des nceuds ON, la perpendiculaire YN, & la droite ZN y
érant aufli perpendiculaire, 'angle Y N Z mefurera l'inclinaifon de l'or-
bite, de forre que YNZ — w. Enfuite, tirant la droite OZ, nous
aurons 'angle NOZ — ¢. Soit maintenant la diftance du corps Z
au point fixe O, ou OZ, — ¢, & de li nous aurons:

ON —vcofe & ZIN —vevine
d'ot le triangle NZ.Y fournic
ZY — v fine finw & NY — v fine colw.

De 13 nous déterminerons nos trois coordonnées de la maniere {uivante
OX —=x—ONcofY—NY find—wvcolrcoly—rvfine colwflind
XY—=y—ON fin§ + NY coly—wcofl7 fin + ¢fine colecolP

& YZ — 3 — v fine fin w.

II. Que dans le tems d# le corps avance de 7 en 5, pour avoir
Os — v + dv, & puifque 'angle ¢lémentaire Z0s — dp —
de + di cofw, comme nous venons de trouver, nous aurons I'élé-
ment Z3 == V (de?* 4 vvd@®?). Mais, par les coordonnées, ce
méme élément elt Ls — P (dx?* + dy* + da2®), de foree que

dv? 4 vpd®® — dx? 4 dy* 4 da®

V3 &

I:i'E" s
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& partant prenant les différentiels, en écrivant pour ddw, ddy, ddz,
leurs valcurs des formules primitives:

d. (do?* 4 ved?) = 221‘: (Pdr + Qdy + Rdz)

ou en indiquant {eulement les intégrales:

-]
de? 4 vvd® = ii;—r- f(Pdx + Qdy + Rdz).

IIL. Mais, pour ¢iminer aulli les différentiels dx, dy & ds, je
remarque que les différentiels qui fe rapporrent au changement du
poinr Z, doivent provenir les mémes, f{oit qu'on prenne les angles
& w variables, foir au’on les {fuppofle conftans, en merttant alors de
— d@, puilgue le point & appartient également au plan primirif de
Porbire qu'an changé: cetre remarque abrégera trés confidérablement
les diff¢rentiations que nous avons 4 faire; cependant fi 'on veue
fe donner la peine de différentier en général, on arrivera aux mémes

dw fine o
Sofe Fa L avon

réfulrars, pourvu qu'on tienne compre de d —

mette d@ a la place de de 4 di colw.
IV. Ayanr donc par les formules trouvées
E_ﬂ_fﬂ' gl colweold

& cole Eur‘».il.t cof 'rm.ri
(o (w T

—

a2 — fineilinw {w

e —— —

s
2
=
e

nows en tirerons par la différentiation
sdx — xds __ —dpcoly & sdy—yds _ —dp ()

—

o {o? (w +3 T {:ﬂ'_’?; .

Muliiplions, par sz — vv fine? finw?, & nous aurons
rds—edxr—vvd@{wcoly & yds—2dy—vedPlinwiinyg,
& en combinant ces deux équatians:
a(rdy—yda)=vedplw(ycolp—rl)—v?d@ o fw cofw
d'od senfuic xdy — 3dr — ved P colw.
V.Ces
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V. Ces formules font trés propres i l'application de nos équs-

tions primitives, qui nous fourriflent
2
xdds — addxy — d. ved@ wcoly — e
@

ydds — zddy —= d. vedp(wfiny — ae) (Ry — Qz)
(7]

(Rx — Pu)

xddy — yddxr = d. vvd @ colw — E; (Qx — Py)

dont les deux premicres donnent par le développement:
2z
cold dvvd@lw — vvd@ ddlwlind — d_;:. (Rxr — P3z)

find. dvvd®fw + vvd@dd fweolyd — E%d- (Ry — Q=)

d'ot éliminant le membre d.vvd D (w

vodpddlw — d;—i (R(ycoly —x 1) + (P —Qoofi)))

e ——

]
on vedpdlfw — E]% (Relecolw 4 vle (w(P ) — Q cof))

dy — dt’ fne (Recotw + Pfing — Q cof)

donc s i
‘dw __ dt'cole Reote & Bhind ey
Ty — Gead T Elhay = Qroly).

Ces deux équarions renferment les variations que la ligne des nauds
& linclination de 'orbire fubiffent.
VI. Mais, en éliminant des deux équations précédentes 1'élé-

ment d i, nous obtiendrons:
dovdplinw = d% (R (xcol{ + y0) —2(Peofy + QM)
quon
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qu'on combinera avec fuccds avec la troifieme de ['art. préc.
3
d. vvd@colw — ‘%- (Qx — Py).

Or, en développant ces deux différentiels, & en éliminant rantée le dif-
fér. de vod D, tantdr dw, nous trouverons enfin en fubftiuant 4 x,
Yy, %, les valeurs trouvées ci- deflus:

pod@dw — "'d’:"{f (Reofw + Plwly — Qlwcold) &

ﬂi” (R cof f— P(f7 cofp + cofw [ cofw) —

Q_(fa 1§ — cofe col coflw))

dont celle-1d convient avec la derniere que j’ai trouvée tantor. Or cel-
le- ci érant multipliée par 2 ved @ & intégrée, donne:

2

deedd —

(v3d@ (R cole fw — P((& col { + coflw) —

Q (g i) — colg cold colw))
d'oti 'on obtient la valeur de ved O? pour la premiere équation trou-
vie N2 1L
VIL 1l ne refte donc qu'i définir les valeurs des différenticls

dr, dy & d=, pour les fubftiruer dans la premiere équation.  Or,
pour dsayant fz — [v + Mo + {{w, on trouve

etd @ =

ds __ dv de cofle | dw colw
& —+ {o d fw
qui, i caufe de dw — 4y E;}g_ﬂ- 2 & deo — dp — di cofw,
dw (& colw e R
ou fimplement de de — dp — s oy ot fe réduit 4
E:‘_,‘E dp ey ouds —dr (7 (w + vdQ cole (w.
% v (o

En-
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Enfuite nous tirons des aurres formules de Ne, IV.

__ xds vd® col __yds vdd (Y
=i g (o

qui fe réduifent 3 ces formes:

dx — EEEE — vd@ ({o colp —— cofle colw fin )

dy :$ — vd@ (o fin ¢ — cole col w cof})

dont on peut {ubftiruer les valeurs dans I'équation
acr?
d.(dv 4 ved@?) = == (Pdr + Qdy + Rda)

V1L Les formules compoftes dangles, qui entrent dans ces
équations, peuvent trds commodément fe repréfenter par la Trigonomé-
trie iphérique.  Soit pour cer effer comme ci-dellus:

Pare IN — 3 Tare NZ — ¢ &langle KNZ — w;
qu'on prolonge Parc IN jufqu'en K, & l'arc ZN julqu'en V de forte
que 1K & ZV foient des quarts de cercle, & qu'on tire les arcs de
grands cercles 14, KZ, IV&KV, de méme que les perpendiculai-
res ZP & VQ_fur IK. Cela pofé, on aura

in ZP — fine finw : fin VQ = coflr finw
col17.—colr cold—line ind coflw: col KZ—cofe ({ +fingcollcre

colIV —fine col § ¥ cofefin cofw: eol KV —fine {{ —coloc.y c.w

d’ot nous tirons:
x —vcoflZ; y—=vcoflKZ; s = v finZP
dr = decofl 1Z—ed ool IV dy —dvcol KZ — vd pcofKV;
dz — de inZP 4 ¢vdp n VQ,

Af:. de I' Acad, Tom. XiX. X IX.
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IX. Mais, fans entrer dans un plus grand déeail de ces formules,
qui dépendent des furces dont le corps eft [olliciié, je me bornerai a
monirer comment on doir 8’y prendre pour les réfoudre par la métho-
de glndrale que je viens de propofer.  Or les deux dernieres équa-
tions ¢tant développées donnent
vde?

avded@ + vvddP—= e

(R inVQ—DPeof 1V—Q cofKV)

d#ddv:{-vdvd@“{-wdt‘pddq::i;:(i’dﬂ cof IZ 4+ QdvcolKZ +

PR, |
Rdv inZP tﬂ%d—@ (Peof IV1Qecof KV-- RfiVQ)

Otons de celle-ci celle- 1 muldipliée par d@, & divifant par dv nous
qurons :

2
ddv — vdp®* — q::— (PeollZ + QeofKZ + R fin ZP)

& divifant ln premiere par v:
1

d
2d0d@ 4 v3d@ == RfinVQ— P cof IV — QcolKV),

X. Soit maintenant dv — pd¢; d@ — g¢dz, dy — rdy,
& partane
rdt col e fin w
dw —
fine

dp — wvggdt 4 d{ (P cof IZ + QcofKZ 4 R fin ZP)

ag =~ LI 4 = RfinVQ~Pcof 1V = Qcof KV)

d¢ fine
& r= P (R cotw 4+ P fin = Q_cof ).

& de = d# (¢ —r cofw) de forte que

Donc
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Donc, fi pour une épogue donnde, quirdpond su tems ¢, on connoir
les quantiés v, @, 2, ¢, ¥, w & @, on en rouvera pour rout aurre
tems ¢ + ¥ ces mémes &lémens v/, @Y, ' ¢y ) @, @', par la formule

rds  r'dds @ Tidis

aéncrale g — s 4 dz + 2 d?t + ?d_i'T+¢tc' en foree que

rril ridd
R

. rrdg = riddyg
¢ =gt 17 A s ek

7d rrdd 143

pr= gt i e SR ste
. Tdg rrddyg riddg

f =9+ 5 v 735 Vv agn e
rrdr riddr
Y=t 4 mr 4 o T
2de 6de*
rdw rrddm ridiw

w — w - iz } s det } Zde ~= eic
rdeo rride rid'er

o — o 4 1z } T I M;;A*Erc-

XI. Je remarque ici, qu'il n'eft pas néceffaire de dérerminer
pour chaque rems Vangle P, qui n'exifte pre(que que dans notre imagi-

nation; il fuffir de favoir 12 valeur de q7 — #» pour entrouver I"ar-

ment de laritude ¢: ainfi on peor enticrement {e pafler de 'angle .
Cependant il n'eft que trop évident que cette maniere de concevoir
le mouvement du corns, it beauccop plus embarraflante & plus pé-
nible que celle que ja propofte au commencemenr, ou j'ai calcu-

1¢ immédiatement les trois coordonnées qui dérerminent le mouve-
X 2 ment
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ment du corps: & on fe précipiteroit encore dans un plus prand em-
barras, fi 'on vouloit introduire dans le calcul la ligne des abfides avec
Vexcentriciré. Er parrant je confeille 4 ceux qui voudront (& fervir
de cetre méthode pour dérerminer les dérangemens des corps céleftes,
de s’en tenir aux premieres regles, & d'appliquer le calcul immédiare-
ment aux trois coordonnées.

APPLICATION DE CETTE METHODE
aux forces réelles du Ciell

Soit A la maffe du corps auquel on veur rapporter le mouve-
ment des aurtres corps, X quon rcgﬂrdc comme ¢ant en repos, quoi-
qu’il ait un mouvement quelconque.  Que B foir la maffe du corps
en B, dont nous cherchons principalement le mouvement; & qu'un
rroifieme corps qui y agit foit en C, fa mafle érant — C. Sur un
plan fixe tiré par A, on baifle de B & C les perpendiculairess BY & Cy

& de li i la droire fixe Al les perpendiculaires YX & yx, pour E\F«U-iif

pour le lieu de chaque corps les trois coordonnées, que je nommerai:

AX—w; XYy, YEB—=s: Ae); ay—p; yC—=4;
foient outre cela les diftances au corps A

AB=uv & AC — v, de forte que
vve —xx + 3y + 28 &ovo—=rr + pp + i

Enfuite, {oit la dilftance BC — w & on aura

v —(x—)t(y—p)"t(z—§)* —rvvivp—2xp—2yp—22},
Celapofé, lecorps Befl premierement attiré parle corps A par la force —
=, & enfuite par le corps C par la Furcc:ﬁ, qu'on décompofe fe-

lon les direftions BA & BE, paralleles § AC, d’oti réfulee la force felon

C C
BA — m—w: & felon BE — ﬂ,',_b' Or, le corps A érant lui-méme

3
attiré pdr le corps B par la Fﬂrtcﬂ:lnnAH:%,&pultmrpstann

force
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L ;
force felon AC — 557 pour maintenir le corps A en repos, il faut

tran{porter ces deux forces en fens conrraire fur le corps I3, d'ol les
forces qui agiffent fur le r:urpﬁ B, fe réduifine 3 ces dewx s
felon BA = A—ﬂf + Y, &felonBE = =¥ — &
w b
d’otl l'on rirera les f'urv:es P, Q , R, qui agiffent fur le corps B felon
les direétions des trois coordonnées AX, XY & Y B, qui {eront ex-
primées de cette forre:

—— A+B )—l— (c

| A-I-B
A+D
R::““1r+59*‘4?—ﬁ)

& maintenant le mouvement du corps B fera contenu dans ces treis

formules
addx — Pd#?; addy — Qdr?; adds — Rds?.

Methode de déterminer le mowvement de trois corps
qui sattivent mytuellement,

Puifgue le mouvement du corps C eft aufli bien connu que ce-
lui du corps B, il eft aift d'en exprimer le mouvement par des formu-
les femblables; qu'on pofe pour cer cffer:

p=—r(G+2)+-E-2
Q= -9 MG *—)'-I“J’ Eh-;)
%

a"l+C B
P\ i )+£—h_

X 3 &

| 1
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& le mouvement du corps C fera déterminé par ces trois formules
Caddp — Pde3; addy — Qdr*; addy — Rdeo.

Voyons maintenant quel ulage on peur tirer de ces fix formules, pour
déterminer e mouvement des deux corps B & C.

. Or dabord il faur foppeler que, pour vne cerraine époque
qui répond 2u ems ¢, @ane le licu que le mouvemenr de chaqu:‘: corps
B & C cft conmu, r.".'r. partant les quantités {Uivanies, entant qu'elles
répondent au tems ¢ fonr donrdes

dxr - dy __ d=

0 8 =" F[ZT506 ;=

dr dp _ . dy
Fjui &Lir'_"pi E'—q} dt—t

& enfuite les formules trouvées nous fourniflent:

d_p__*l : E‘i__l : d!___:[ !
d_f_‘IF’ dr_n-.Q*’ df_ER’
dp _ 1. 49 __ T o :*.:__l

E-E"'_Ew’ d_:__na" =g

1I. De li on peut paffer aux différentiels plus hauts, il-}'ﬂltt
do __xp +y7 +5r. db_Fp T DAt gr o

dr ™ v Podr T )
de __ (x=p)(p—p) + 0= 7—0 + 5—P(r—"
de — w

d’oti 'on formera les valeurs:
P dQ 4R, 4P 4o dX
de dt dt dt dt de
qui renfermeront, outre les coordonnées x, y, = & r, p, }, encore

les leures p, ¢, v & p, 9, ¢ parcillenent conpues,  Or les diffé-
ren:
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rentielles de celles- ci érant aufli connues; on trouvera avll led formu-
les différentielles {uivantes:

ddP  ddQ ~ ddR & dd® ddQy  ddR

det’ der? de ds*’  der? drr
Jefquelles renfermanr, outre les lettres précédentes, encore les quantités
P, Q,R &9, £, M, dont nous avons déji alligné les différen-
ticlles, on pourra par la différennation réitérée parvenir aux valeurs
différentielles plus hautes, aufli loin quon le jugera a propos.

III. Ayant dérerminé routres ces valeurs, on en tirera sifément
tant les licux que les mouvemens de nos deux corps B & C, aprés un
tems 7 écoulé depuis I'époque marquée.  Car, marquant pour le lien
de P'un & de I'autre corps les coordonnées par les lertres x/, 3/, 2/, &
v, o', 3/, & pour leur mouvément les vitefles felon ces trois direc-
tions par les lertres

__da! _dy o dd e aef . dy ,_d;‘
s T‘,_f} f‘—‘E} _df- p—-d ; (Tt—, I.'____E;-
on aura: pour le corps B

P  7idP TP 7P
ol — T - e
PR et i P =Y R
i 73d T r2d
p=s gt T T gm0, 70
7R 13dR *rR 2dR

= - i
o —s 4710+ +Eudr’ " —r 4+

20 zade

& de la méme maniere pour le corps C

'l 31 a
F=rtme by 4;} %%*'3 y—p+T 2, TP

o :udt
f‘il Q| vd
y=9+7q+ 2¢ +Ede”" q,—-q-l- :ﬂ?;! )
o, T"ﬂt dR " 511 r2dR
y=pemf cobm s Vet

v,
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IV. Plus on prend petit lintervalle de temsr, & moins on a be-
foin de termes dans ces expreflions; & je crois méme qu'on feroir fore
bien de ne prendre le tems 7 qu'affez grand, pour qu’on piit fe paffer
des rermes qui renferment les différentiels des quanticés P, Q_, R & 9P,
€)1, N, fans porter aucune arteinre & la précifion. Par 1i on fera dit
penfé du travail affez ennuycux de chercher ces valeurs différenriclles
qui deviendroient extrémement compliquées.  Alors, ayant dérerminé
I'¢érar des deux corps pour le tems 2 + 71, on pourfuivra de la mé-
me maniere le calcul pour arriver d des tems plus ¢loignés de la pre-
micre époque, en prenant les précautions que jai indiquées ci-
deflus.

V. Je crois que cette méthode eft non feulement la plus fimple
qu'on puifle employer dans ces recherches, mais qu'clle eft auffi la
feule gu'on puille pratiquer avec [uccés. Ln effer, quand méme on
réulliroic a trouver les intégrales des formules difiérentio - différentiel-
les qui renferment le mouvement défiré, ce qu'on ne fiuroir pour-
tant cfpérer, je fuis affuré qu'on feroit toujours micux de (& fervir
de la méthode que je viens d’expofer, & quon pourroit méme porter
les recherches & un plus haut degré de précifion. Outre cela, on com-
prend aifément qu'on peut étendre cette méthode avec le méme fuc-
cés a l'artraction de quatre corps & plus, fins que le calcul de-
vienne beaucoup plus embarraflé: de la méme maniere que I'aétion du
corps Ca éré ici introduire dans le calcul, on y introduiroir encore
celle d'un corps D, & méme de plufieurs E, F erc.  Les regles ex-
poftes feront aulli fulfifantes pour dérerminer le mouvement de chacun

[éparément,

VI. Mais ordinairement, quand on recherche les dérangemens
dans le mouvement d'un corps célefte, on peut regarder comme connu le
mouvement des autres corps.qui caufent ces dérangemens. Car, quoi-
que leur mouvement {ouffre aufli par leur aition mutuelle, on peur rou-
jours le confidérer comme a peu prés connu, & cela fulfir, puilgu’u-
ne pefite erreur dans la pofition du carps-troublent n'elt prefyue d'au.

cune
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cune conféquence dans le corps troublé. Cependanrt, puifyu'il eftaufi
intéreffant de connoirre en méme tems les dérangemens de tous les
corps, rien n'empéche qu'on ne mette d'abord en pratique la métho-

de que je viens de propofer.

Mais, fi les dérangemens {ont fort petits & qu'on veuille fe con-

tenter d'un moindre degré de précilion, je ne difconviens point
qu'il vaur alors micux dérerminer ces dérangemens dans les €lémens, par
le[quels les Aftronomes ont accoutumé de repréfenrer les orbites des
corps céleftes. Pour certe raifon, j'ajoute les recherches fuivantes.

Sur la détermination des dérangemens extré.
maerient petits.
Outre les dénominations employées ci-deflus, {oit AN la k-
gne des nceuds pour l'orbite du corps B, & pofons:
la longiude du neud IAN — G
I'inclinaifon de l'orbite ou l'angle BNY — w
P'argument de latitude ou l'angle NAB — &
la diftance AB érant — v, & l'angle élémenraire décrit par le corps
B, dans lc tems d¢#, autour de A — d¢@.
Cela pofé, nous avons vu que les coordonnées font exprimées ainfi:
¥ — v(colecoly — fo (hcolw); y = v(cole (| + (ool colw)

& = — v fine finw.

Enfuite, pour le corps C foit
la longimde ou I'angle 1Ay ¢
la latirude ou I'angle yAC .
& la diftance AC — , que j'ai indiquée auparavant par la lettre al-
lemande ©.  De li nous aurons les coordonnées:
g == cofncofld; p —mcolyfing & § — u finy,
d'ont nous tirons xp 4 yp—vuc.y (colec. ({—) + (e {({—) < )
Mo, de I Acad, Tom, XIX, Y donc

11
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donc 2+ 39 4 ey —vu (finy e fw + colycola col (¢ — ) +
cofqfine fin (¢ — §) colw),
formule qui exprime le cofinus de Pangle BAC multiplié par vw:
donc, pofant cetangle BAC — 0, de forte que
col —finn {o {w + coly cofw cof (¢ — ) + coln (e (({ — ) colw,
nous aurons ww — vv + ww — z2vw colf, & de li nos wois for-
ces qui agiflent {ur le corps B feront:

F——-:(—-—ﬁ+r) + % cofncol¢ —-—E

:_,r("“?ﬂ )-[-ncnqung"(—-——

A+B
R:_B(:ri‘f +m3)+nﬁn’?(ﬁmu_’)

Subftiruons maintenant ces formules dans les équarions trouvées ci-defls
fus, qui expriment les dérangemens de ces €lémens; & nous trou-
vons:

P.:--}-Q_y-i—Ra —w(ﬂjﬂ C)-l-w{['n['rfm{-mﬁcnfr

cof (¢ — ) + coln fin & fin ({— ﬂa}cnfm}p&r(
:HB C

e 3 rﬁ

ou bien Px4+ Q y4+ Re——vv

Y vu cof § (— ——
Enfuire, {elon la Fig. 4.

R ﬁnVQ_—PchlV—Q_mFKV:w(ﬂ% --HE!) (finy col'e fin w —
col'y col o col'(¢ — ) + col g col'& (¢ — ) colw),

ol je remarque que cette formule provient de la précédente, fi 'on y
met cole au liecu de fing, & — lin & au lieu de col &, ou bien

le
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le négarif de celle-ci réfulte de celle-1i, fi 'on y écrit — (90% — ¢)
au lieu de 7,

Enfin, la troifieme formule devient

Reotwt P} —Qcol}—u (; --I-f—i) (I‘qu‘w — cofy ["[;"‘—M).

fin t

Pour comprendre mieux la narure de ces expreflions, nous n'avons qu'a
tran(porter tout 4 la Trigonomérrie (phérique de la méme maniere

que ci- deffus dans la Fig. 4.

Que le grand cercle INy repréfente donc le plan fixe, & B & Fig,
C les licux de ces deux corpe, vus du corps A, qu'on doit concevoir
dans le centre de la (phere.  Soit N le lieu du neead, de forte que IN
— i, langle yNB —= w, & l'arc NB = &; enfuite pour l'autre
corps C, ona
lalongitude Iy —= ¢, & lalaticude yC —

de forte que Ny — ¢ — i, & ileft clair que I'arc BC eft repré-
fenré par l'angle 8. Qu'on prenne maintenant NV — go® — o,
ou bien foit I'arc BNV un quart de cercle, & le cofinus de l'arc VC
pris négativement fera la méme expreflion qui fe trouve dans la fe-
conde formule: ou bien, prenant Tarc VQ avfli égal & un quart de
cercle, la dite formule eft exprimée par fin CQ_de forte que

Rﬁn‘u’Q____PcanV—Q‘mrHV:# E] -— E hn CQ.

w 03

Pour la troifieme, qu'on continue les arcs NB & 5 C julqu'i leur con-

currence en S, & on aura
tag yS — mgw fin(@ — ) & finS — 5?5,
De C tirons (ur 'arc N B la perpendiculaire CR, & nous aurons:

(inCR — finCS.finS = S (S coly — cofyS finx)

Y 2 dong
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donc fin CR — cofy cofw tag S — finy cofw, oubien

finCR — cofq finw fin (¢ — ) — finy cofw.

Par conftquent, la troifieme formule fe réduic & celle-ci:
L C Cy finCR
"Reotw + Pliny— Qcoly — —u -3 e N T

Maintenant le mouvement du corps B eft déterminé par les équartions

fuivantes:
— A2
oty ) B
2
L 2dedg + vddp = ndi ﬁfﬁCQ ;:; _HJ
. 4y — —nud?? fine fin CR (__ S
avdd finw
— ndt? :.nf':r fin CRR C
SPMIE " 7L PO

& enfin V. doe — d@ — d 3 colw.

Si la maffe du corps C évanouiffoir, le mouvement ducorps B feroir ré-
gulier & fe feroit dans le méme plan. Majs les dérangemens Eerunt
Cv

peu confidérables lorfque les expreflions — &u (
; . . A4+ B
font trés perites par rapport @ celle-ci :

prmmpalemen: que jappliquerai les recherches fuivantes fur les va-
riations que fubiffent les élémens Aftronomiques, dont on (& fert

pour la détermination des orbites.

I. Ces recherches roulent principalement fur les deux premie-
res équations, que je reprélente pour abréger de cetre {orte:

c'elt donec & ce cas
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: ]
1 _ddy—-pdm.z___?:—f?r- + Rde* & 2° 2dedQ +vddp—Sdss,

de forte que
I p_ wcolf rC & Cv
b B B ) T
as—2mCQsC €
= @ w3 u3

oil les dérangemens font caufés par les quantirés R & S, puilque le
mouvement {eroir réguiier fi ces quantites évanouilloient,

Il. Puifque, dans le cas S —=», la feconde équarion donneroit
vvd@ — €dr, la quantité £ étant conftante, je pofe vvdp — rdy,
& parce que drdt — 20ded@ + vvdd, il s'enfuir dr — Svdy,
d'oni-I'on connoit la variabilité de certe quantité »; & en méme tems
on en tire le rapport entre les différentiels d¢ & d @, d'oil I'on pourra

éliminer 'un ou P'autre du calcul.
I1I. Puifgue la diftance v devient tantor un maximum , 1antor

un mivizaure, de (oree que dans 'on & Paurre cas il foir dv — o,
pour en tenir compte, jintroduis dans le calcul un cerain angle A,
connu fous le nom danomalie, duguel le différenticl de dépende en

forte qu'il évanouifle avec le finus de cer angle A.  Pour cet effer, po-

_— F g ;
fant v — TN formule femblable i celle qu'on rouve pour
le movvement régulier, de forte que *5‘ = -;T + L cof i, je fup-

F

pofe d’abord g-: — sd® fin A, afin quion obtienne dv — o,

quand fin A — e.

i P -.
IV. Sur cerre formule v — T j'obferve, que la

lettre p marque le demi-paramerre de I"orbite, & ¢ fon excentricité, qui
Y 3 font
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font conftantes dans le mouvement régulier, mais ici a caule des for-
ces percurbatrices il les faur regarder comme variables. Enfuire, Pan-
gle N, qui exprime I'anomalie vraie, croitroit également avec 'angle @
dans le mouvement régulier, mais ici leurs différentiels dp & dA fe-
ront inégaux, & leur différence dp — dA donnera le mouvement de
la ligne des abfides.

+

V. Avant donc o =2, v
; v ry F vy
nous en tirons I'égalité [uivante:
— pd
dp L 797 — P40 corn 4+ L an finh = sdp fin,
PP PP - P
qui, pour le mouvement régulier, ol d® — 0, dg — 0 & dA\

— d{, donneroit 5 — E?-; mais rien n'empéche que nous ne fup-

pofions aufli ic1 ¢ — i., i caule de plufieurs nouvelles quantirés va-

riables que nous venons d'introduire dans le calcul.  Polant done
q

§ — -—, NOUS aurons:

—

- dz pdy — gdp
V1. Enfuite, ayant déji polé vvd@ — rde, la formule d—:
I
— sd® fin A donne dv = rsdt fin A, d'ou pour la premiere

équation nous tirons dde —— d.rs. df fin A 4 redrd A cof A cer-
te valeur y érane {ubftituée, en divifant par dz, nous aurons:

—vdp? —lids
d.rs.finh + rsdicolA d:f = - Rds
Or, puifque d¢ — ”dm. il en réfultera

d.rs
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—rd® + Edp _ Revd@ __

v r r

d.rs. fin A 4 redA colA

ou bien, 4 caufe de S = -i— 7 cof A,

i

Ec‘lm _Ruvdp__
F

drs.{h$rsdhcol A —dc;a—-;d@ of A1

VII. Quoique nous faflions 5 — i, la multitude des lettres
I

r E

r

nous permet encore de fuppofer — — —, ou bien r — V Ep,

pour faire évanouir les grands termes F‘E dp & Efi} Donc, puif-

que r —— j 3 NOus aurons:

d.rs. fin A -f- (-:'lh — dg) col k. — I—zj—:i@—“a ou bl-:n
en confervant FII.IIIL?I: la lettre s au lieu de ¢, puifque
= |3 dscol A

| 5
prs i sfinh
rdrcoflh  rdrch? Rreedd

T L
ppn fin A v
rrdpcol A
FFP
VIII.  Mais, puifque rr — Ep, certe équation fe changera
en celle-ci:

Epds + Esdplin 02—

dhN — dp —

rdsfinh+ sdrfinh—

— o, ou

rrdsint+srdrin— —trrdse N—Reodplh—o.

Edpcafi'u
P

— Regd@ finh = o
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Or, ayant tiré de la {econde équation: dr, — Svdt — )

donc 1 Edp — Se¢?d@, le rapport des différentiels ds & dp fera
exprimé zinfi

Epds + Seisdd finh? —

3SFAG O _ musaiin=s),

ou bien, en (ubltiraant T auticu de s

2 Syl
25w i¢.—¢ﬂ-ﬂﬂﬂﬂﬂ®fh —

(¢ =+ 2 col A =g colA2).

; 5
Edf—iﬂ’lpi@(:-ﬁnh‘}—

Reed® ink qt’d@
d =t — +
ou f L F

¥, Voila mainrenant rous nos difficrentiels réduirs au feul difs
férentic) d@, dont le rapport & I'élément du tems d ¢ eft donné par la

formule ved® — dtV Ep. Car, pofant v — s ;mf'h' nous
aurons:
' 3
1% dp = ISLEdt, == aSvds 1«’1?-
” Q34
i, df:RHdE@ﬁnh | r F&'J' w{-:mfk{-ftﬂfl‘}
Sedt (g + 2col (12
on dg = Rdefh.V § (7 + e + gcol22)
Reed®@colfl . Se3dPlA
3% dh—=dp + iy = “Fig (2 + gecof2)
&deliona dv — ?.3;"1—""' = % dt fin . VEp.

X. En-
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X. Enfin, pour les changemens du plan de I'orbite, 3 caufe de

vdd — w. nous aurons:

&q"_—vﬂdrﬁnﬂ‘ﬁn{:ﬂ (G G)
on @ finw V Ep w3 3

g —vndi cni:r ﬁnE_R (E . E
- al Ep w ud

& deo — dp — d colw.

XI. A I'nide de ces formules on pourra, pour chaque petir in-
tervalle de tems, déterminer les variations caufées 1°. dans te demi-
parametre de l'orbite p, 2°. dans l'excentricité ¢, 3°. dans la pofi-
tion de la ligne des abfides, 4°. dans la pofition de la ligne des neeuds,
5 2. dans linclinaifon de Vorbite, c’eft 4 dire, dans les élémens qui de-
meureroient conftans dins le mouvement régulier.  Enfuite, pour le
mouvement méme du corps, on a d'abord l'angle élémentaire d P avec
le changement de la diftance de, & enfuite aul’t I'accroiffement de
I'argument de latitude o, Tour revient donc i l'intégration de ces
formules par des approximations convenables,

REMARQUES
Sur ks formules précédentes.,

I. Quand méme Pintégration de ces formules réuffiroic, ce
qu'on ne (uroit pourtanc elperer que par des approximations, on voit
que la dérermination de rous les élémens renfermeroit les mémes &1é-
mens, de {orre gu'on n'en (auroir rirer aucun avaniage, & moins que ces
élémens ne foient déjd 4 peo pris connus:  ce qui eft la raifon pour
laquelle je ne regacde cerre méthode applicable qu'aux ¢as ol les dé-
rangemens {ont extrémetnent perirs, ou bien od les corrections yu'on
cherche, font fort petites. Cependant, dans ces cas mémes, il fera bon,
aprés avoir corrigé ces ¢iémers, de répérer les mémes opérations
fur ces ¢iémens corrigés, pour les trouver encore plus exactement.

Mo, de ' clead, Tun, XX, IL I
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II. Tl faudroit fans doure prendre cette précaution dans 'ufigre
des Tables de la Lune, dont les argumens I'uppﬂﬁ:m déji pour la pli-
part connue la diftance de la Lune au Soleil, qu’on ne fauroir pourrant
{avoir exatement avanr que d’avoir déja délf:rmm-i le lieu de la Lune,
Je parle des Tables ordinaires de la Lune donr on fe fert aujourd’hui;
& je fuis fort en doute encore, ¢'il eft convenable de changer leur

forme en forre que les argumens de roures les inégalités dépendent
uniquement du mouvement moyen de la Lune.

III. Je dois encore remarquer, que les Tables de la Lune dont
les Aftronomes fe fervenr, ne font pas conltruires fur les formules que
je viens d'expofer ici.  La différence {e trouve dans I'anomalie, que je
prens ici en forte que la diltance de la Lune & la Terre en réfulte
exaétement, ou la plus grande, ou la plus petite, lorfque le finus de
Panomalie évanouir; au lien que dans les Tables I'anomalie tient rou-
jours le méme rapport au vrai mouvement de la Lune, ou bienon y
fuppole uniforme le mouvement des ablides, d’oni vienr que les plus
grandes & les plus petites diftances de la Lune ne répondent pas exadte-
ment aux points ot le finus de Vanomalie évanouit.  Or, fuivant les
formules données, le mouvement des abfides devient trds irrégulier, &
cela d'aurant plus que Vexcentricité eft plus perite, d'ol elles ne {eroient
point applicables & des cas ol I'excentricité évanouiroit.  Pour éviter

i

cet inconvénient, on ne devroit plus mettre s —— —, comme j'ai fait

dans le développement des formules générales.

IV. Mais, quoi qu’il en foir, la premicre méthode me paroit tou-
jours fort préférable , & moins que les dérangemens ne foicnt extréme-
ment perits, & il me paroit encore douteux s'il ne (eroir pas méme
moins pénible de (uivre cerre mérhode pour la dérermination du
mouvement de la Lune, & partant d’une époque ou rant le lieu
que le mouvement auroit éré parfaitement connu, & de calculer, par
exemple, de 6 heures en 6 heures, le licu de la Lune (uivant les for-

mules,
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mules que j"ai expofées ci-deflus. Alors, au lien des Tables Lunaires,
on auroir des éphimérides conrinuelles, & rout le travail tomberoit
uniquement {ur les premiers Calculateurs, dont I'ouvrage ne deman-
deroit peur- écre pas plus de peine que quand on calcule par les Tables
pour le midi & le minuit de chaque jour le lieu de laLune: outre que,
par cette nouvelle méthode, on pourroir arriver @ un plus haut degré
de précifion, puilqu’on né [eroir obligé de négliger aucune force qui
agit fur la Lune. C'eft ce qui me faic efpérer que ces nouvelles idées
mériteront l'attention des Aftronomes.
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