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&.Q !vmdﬂ.w ﬁ (o) v m..m.w.t-
CONSIDERATIONES
DE TRAIECTORIIS ORTHO-
: GONALIBVS.

r:}..n:oﬂo
L. EVLERDO.
r - H.

roblema traiectoriarum orthozonalium, quod olim
- Geometrarum fagacitatem din multimaque exer-
cuit, ita {¢ habebat d
b propofitis infinitis lineis AY ,ay
communi  quadam lege contentis ,
guaerantur afiae lincue BY y ilas

normaliter Iraiicientes a
ad quod foluendum fequentia mo- :
ment perpendi oporeet. 1 X B S

1°. Cuom lincae fecandae communi quadam ac- : :
quatione contincantur, Fice aequatio practer  binas
coordimtis 1 X =x et XY=y, pirametrum invol-
Vet p, quic pro .eadem curua- AY cundem valorem
retineat , valore auwem mutaro reliquas curuas ex-

hibeat,

2% Hine ifta acquat'o differentiata piryTetrum

p quoqie variabilom  tumesdo  huivasodi firream

induet Ldy=Mdx-+-Ndp; vde pro adem curui
AY,

-

CONSID. DE TRAIECT, ORTHOGONAL. 4y

AY, ob dp=o, erit 22 =%, ideogue ducta ad

eam reéta normali YS fiet Ego_.—:m:m.NmHm&.

3° Verum haec cadem fubnormalis X S pro
curua fecante BY debct effe fubtangens, vnde retca-
tis pro hiac curua iisdem coordinatis 1 X — &, et
XY =y, ncceflc eft fit eins fubtanzens Wi ==
idcoque Ldx—+-Mdy—o.

4". Pro lineis ergo fecandis propofita acquatio-
ne inter coordinatas &, y ¢t parametrum variabilem

Py quic differentiata pracbeat Ldy= M dx-+-Ndp,

pro curuis fecantbus hace habebitur  acquatio  diffe-
rentialis Ldy—+-Mdy—o, ’

1L

Totum ergo negotium - huc eft redu@um y WVt

data huinsmodi acquatione diffrentiali Ldy— Mdx
~+ Ndp, methodus inucniatur hanc  aequationem
Ldy--Mdy—=o integrandi, ia quo quidem nulla
foret ditficuls i quantitates L et M folas binas
coordinatas x et y implicarent ¢xclufa parametro p,
quia tum in ea duae tantum occurrent variabiles a
et 7, et huivsmodi acquationum intcgratio merito
hic tanquam conceffa fpe@atur.  Verum & quanti-
tates L et M infuper paramctrum p inuoluant , it
vt acquatio Ldx—-Mdy—o tres contincat quanti-
tates  variabiles x, ¥ et p, cius rtegrationem ne
fuftipere quidem licet , nifi fimul cum altcra  ge-
quatione data Ldy =Mdx—+Ndp coniurgatur , in-
deque
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deque vna trium variabilium penitus nﬁnsaﬁ.ﬁ.,

vt acquatio differentialis inter duas tantum  variabi-

les obtineatur. - Quod nifi efficere licuerit, vix

quicquam circa naturam traieoriarum  orchogona-

linm definiri poterit, quare quoties haec difficulras

occurrit, problema hoc merito inter d-fficillima re-

fertur ; tantumque abeft vt hoc problema etiamfr—
olim fummo ftudie {it tradtatum, pro confi&o fit

habendum , Vvt potius etiamnunc maXima attentione

dignum fit iudicandum.

11T

Cum igitur totum negotium eo redeat, vt
pro traigioriis eiusmodi aequatio differential:s mrn_p;
tur, quae duds tantum  quantitates variabiles con-
tineat , praecipuos percurramus cafus, quibus hunc
fcopum affequi licet.

.- 1°% Ac primo quidem {i acquatio pro caruis
fecandis ita exhibert qucat, vt parameter p per
coordinatas & et y abfolute definintur, feu funétioni
cuipiam ipfarum x et y acquetur, haec aequatio
differentista  huiusmodi dabt formam dp—=Pdx
—+ Q4 in qua P et Q funt functiones ipfarum X
et y fantum quae cum forma Ldy=Mdx-{- Ndp
comparata praebet L=—Q , M——P et N—1. Qua-
re pro traicctoriis hacc habebitur aequatio: Qdx
~Pdy—o duas mantum variabiles x et y inuoluens,
cuius adeo integratio pro conceffa haberi poteft.
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2°. Si aequatio pro curuis fecandis ita -exhibe-
ri queat , vt applicata y aequetur funétioni cuipiam
ipfarum x ¢t p, ex eiusque differentiatione prodeat
dy—=Pdx—+Rdp, ita vt P et R fint fun&iones
ipfarum x et p tantum, tum ob L—=1, M—P et
N =R, pro traie&oriis Ew%:..: aequatio dx+Pdy—o,
quae ob dy = wn\n.*]w&g abit in hanc formam :
(1+PP)dx+ PRdp=o, duas tantum varia-
iles p et x implicaatem.

3°% Si aequatio pro curuis fecandis ita exhibea-
tur , vt abfcifla x aequetur functioni cuipiam ipfa-
rum  y et .w ex cuius differentiatione prodeat
dx=Qdy+Rdp, vbi Q et R fint fun&iones
ipfarum y et p tantum tom ob L=Q, M= et
N = - R, natura traieCoriarim exprimetur hac
aequatione Qdx+dy = o, quae ob dx=Qdy+Rdp
transformatur in hane (1+QQ)dr+QRAp—o

inter y ¢t p tantum,

IV.

Quoties ergo vel parameter p per ambas coor-
dinatas x et y vel altera coordinatarum per alteram
et parametrum definitur , inuentio traic&oriarum
ad aequationem eiusmodi differentialem’ reducitur
in qua deae tantum infumt quantitates variabiles,
cuivs propterea refolutio tanquam conceffa  potenit
fpetari , etiamfi forte nulla etiamnum pateat via

negotium expediendi. Hoc autem intelligendum eft
Tom. X1V.Nou. Comm. G fi
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fi illac expreffiones fuerint explicitae, fiue fint alge-
braicae fine tranfcendentes, fin autem tantum per
formulas integrales dentur , in quibus altera varia-
bilium pro conftante habeatur , tum aequationes in-
ventae nullum praeftant vium, nifi forte p:culiari
artificio a formula -integrali Liberari queant. Vcluti
fi pro curuis fecandis huiusmodi habeatur aequatio
y=/Vdx, i V fit funio ipfarum x et p,
in hac autem integratione paramerer p vt conflans
{pe@etur: tum enim pro valore ipfius dy =P 4x -Rdp,
habetur quidem P—=V, fed quantitas K uoua
forma integrali implicatur dum fit R =/d a!{ mwv.
in.qua integratione iterum fola x variabilis affumitur.
Quare cum “aequatio -pro traiectoriis futura it

(1+VV)dx+Vdpfdx(s )=o, ob hanc
formulam integralem minime patet, quomodo eius
zelolutionem inftitui conueniat.

V.

Quo haec difficulras clarius appareat cafum
fingularem euoluam , quo acquationem pro traie¢to-
riis exhibere licet et qui jam olim methodo perquitm
ingeniofa fnit erutus, - Quaeritur {cilicet, cuinsmodi
fun&tio- ipfarum & et p debeat effe quantitas V, vt
cum pro curuis fecandis fit y=/Vdx, aequato pro
trsieQoriis (1 4+VV)dx+Vdpfdx(5)=o,
per certam quantitatem multiplicata integrabilis eua-

dat,
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. T 13 .
dat.  Sit ifte multiplicator ¥ , exiftente I1fun&ione
ipfins p tantum , vt habeatur,

Md x(14-Vv) . iv

— +dpfNdx(z)=o0
e_.oEaE enim IT quantitatem % non -inuoluit ,
erit veique . .

Ndpfdx(G)=dp/ndxz(5¥). |
Iam flatvator huius formae integrale — f Wd*U'2Y V)

- .a 1

¥t Pro traieQoriis habeatur hacc aequatio.
.\E_af.fi: —

v
et cum eius differentiale ex wvariabilitate Viriusque
x et p natum fiac:

Idx(1--VYV) o T :
v+ dpfdx{5;d TV — o
Quare flatni oportet :
av . 2 N -VV)
n\.mmcﬂﬁnhvin\-maﬂﬁv&. v
feu N ﬁm.w =(54d Be4+7Y)).  Com ounc in  his
differentialibus fola p vt variabilis, x vero vt con-

ftans {peCtetur fata euolutione prodit :

M4V — uafwul_u lea‘:.m-f; feu

—

¥ —4BOEY) | jdeoque 2 — M s S~ oo
vnde integrando elicitur 1= - “ %oy loto con-
ftantis jndrodu&a X funétione .ipfius x tantum,
Hiac ergo fit V= ,:xuu.luE

G 2 VI.
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En ergo cafum fatis elegantem fimulque non
parum late patentem , quo traiectorias orthogonales
exhibere licet etiamfi aequatio pro curuis fecandis fit”

y=/ ixwmlsE: vbi X denotat funétionem quam-

cunque ablciflaie x , atque II functionem parametri
? qfiamcupque , ita vt forte hacc formula integralis
nullo modo euolutionem uam::.: Pro traiettoriis

enim, ob 1+VV = XX habebitur ifta aequa-
XXdx

tio \ixxlnaln. quae pro dinerfis valoribus
conftantis C infinitas praebet curoas, quie omnes
normaliter curuas datas traiicient. Pro iis quidem
uﬂﬁﬂo inter coordinatas x et y eliceretur, fi ope
Mde - ;
aequationis y = [ =2 %, parameter p o ciusue
functio I1 eliminari poffet verum ad conftructionem
sequatio inuenta iam maxime eft accommodata.
Pro - quauis enim parametro, feu quouis valore
Yitterae 11 fiper axe deferibatur curua, cuius appli-
— XX . _
€A = e ) in eaque abfcindatur area da
tae areae aequalis , cujus abciffa fi fit — x, applica-
. . . — ndax M .
ta traiectoriae erit y = [ ="Twt vel fufficit no-
tafle has duas aequationes :

— ndax — XXd=x
¥ \iumlns et C=f ot

vhi notetur C defignare parametrum  traic&oriarum,

Ve

VIL.
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VIL
Verum his quae iam olim copiofifime funt
pertradtata , diutius hic imunorandum non cenfeo ;

{ed potius alias confiderationes , ad quas me haec

quacltio perduxit, in medinm afferam.  Ac primo

quidem , quod per fe eft perfpicuum obferuo lineas
fccandas et traieCtorias inter fe reciprocari; atque

quacflionem circa duo ciusmodi {yftemata linearum

“verfari quae ad cundem axem defcripta , fe matuo

vbique ad angulos rectos interfecent. <:..E5=o
autem {yflematis natura oxm:::::. aequatione inter
binas coordinatas x et y ¢t parametrum , coius va-
riabilitas infinitas lineas fuppeditat. = Pro altero er-.
go (yftemate fit parameter —p, pro altero vero
—g; vndc duas concipl oportet aequationes, alce-
ram inter X, y et p, alteram vero inter xy y et ¢;
inter quas quaenam intercedcre debeat relatio , vt
propofitac conditioni fatisfiat , hic accuratius fum
inueftigaturus. Supra autem vidimus, i pro aliero
fyftemate habeatur huiusmodi aequatio differentialis
Ldp+ Mdx~+Ndy—o, tum naturam alterius -hac
aequatione Ndx—Mdy—o expreflum irj “hicque
cius parametrum ¢ vt conflantem f{pectari,

VIIL 7

Quia nunc aequatio Ndx—Mdy=—o duas
tantum quantitates variabiles x et y continere in-
telligitur , et huius fyftematis parameter ¢ in gon-
flante per Eﬂomgsouna accedente demum  inuolui-

G 3 tur,




—~——

s4  CONSIDERATIONES

tur , aequatio differentialis pro altero (yftemate |,
etiam parametrum ¢ pro variabili habendo, ita erit
comparata : Kdg—+-Ndx~Mdy—o. Hincque no-
vimus aequationes differentiales pro viroque linea-
rum {yflemate ita inter fe eflfe connexas, vt fint:

Lap+-Mdx-+-Ndy—o et Kdg+Ndxr—Mdy—o.

Si in illa p in hac vero'q per x et y detur, et
viraque aequatio ad integrabilitatem perducatur, for-
mae ‘prodibunt huiusmedi :

 Ap=M(Pdx-+Qdy) et dg=N(Qdx—Pdy)

vbi P et Q denotant fun&iones ipfairum x et y
quascunque , M vero et N eiusmodi multiplicato-
res, qui illas formulas differentiales Pdx -+ Qdy
et Qdx—Pdy integrabiles reddant. Quod cum
femper fieri poflit, hinc facile infinita huinsmodi
fy(tematum paria exhiberi poffunt: veluti § it P=X
fundiouvi ipfius x et Q—Y functioni ipfins y no-
firac acquationes integratse ita fe habebuiit ;

p=fXdx--fYdy et mﬂ\mmu. — /%2

IX.

’

Definiamus quoque ambas coordinatas per pa-

rametros p ct ¢, et aequationes noflrae ita fient
comparatae

LMdp—4KNdy

dx—+ MMA4-NN

”o
. vzn:u.lx_sml
dy—+ 3a+zz:|ml,o

et

- © quae
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quac ad has formas concinniores reuocantur :
dx=PRdp-+QSdg et dy=PSdp—~QRdyg
atque hic iam P, Q, R et S denotant funtiones
iparom p et ¢ eivsmodi, vt ambae formulae inte-
grabiles cuadant,  Cum igitur x et y fint functio-
ncs iplarum p et ¢ erit .
—rd Xy, — xy, —
Humﬂlhaav_ pmulﬁlmf Hu.m!?mm,m pmﬂldmu
hinc colligitar ifta inlignis proprictas vt fit
d d x dryedyy oo
EDED+E @) =0 )
indeque porro hacc quaeftio maximi momenti, quo-
modo fi pro altera coordinatarnm x et y detur fun-
Ctio iplarum p et ¢ ipfi aequalis, inde findio ipfa-
ram-p et g alteri acqualis erui debeat: -quae quae-

Eo»mBBQ_n:_::nnmw&mmmﬁﬁanmRmﬁ.n:% .
quam demum excoli coauenit. .

)

X.
Cum folutio huius aequationis admodum ar-

dua videatur , operae ent pretium binas aequationes
modo inuentas.

dx=PRdp+QSdg et dy=PSdp—~QRdy

alia mevthodo refoluere.  Imaginaria feilicet haud
reformidantes inde colligimuos :

dx—+dyV—1—(R-3-SV—- 1)(Pdp—QdgV-1)
fimilisautem modo fit necefle eft :

dx—dy¥V—31=(R—-SV-1)(P dp—+QdgV—1).
, Jam
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Iam quaecunque fucrint P et Q funiones ipfaram
p et ¢- multiplicator femper inueniri poterit hanc
formulam ambiguam Pdp +-QdgV —~1 integrabilem
reddens: fit ergo M ifte multiplicator et ponatur
SMPdp+QdgV—1)=T-+ VV-1;atque pro
RA4-S8V—1 afflumi oportet functionem quamcunque
ipfius T+ VV -1 in Mductam, vnde fa&a inte-
gratione prodibit
x+yY—1== fun&. (T+VV—1) et x—V—1— fun&.
(T—VV —1)
hincque colligimus has formas integrales :

2= 0TV V-1 (T-V <luv+i+_bn (T4HVV-1)

. = A T—-VVY -1
%”mﬁﬂ)&ﬂ;.*ﬁ.ﬂ\lhwlﬂ .ﬁ\ﬁl<u\l—vlhbuﬁﬂa+<.ﬁ\luu
—AHT=-VV—jy)

quac {emper ad realitatem rewocantur , quaccunque
functiones his wwﬂm I et A denotentur,

—

’ XI.

Hic quidem litterae T et V denotant funio-
nes binarum parametrorum p et ¢ {ed minime ar-
bitrarias , definiuntur enim ex formula differéntiali
Pdp+QdgV —x, vbi P et Q neceffario funt quan-
titates reales.  Verumtamen fine hac conditione in-
doles illarum quantitatum T et V eruj poteft, con-
fiderando quod effe debeat ﬁ%w (&2) 4 Amuw Amuﬂ 0.

dg/

. Cum
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Cum énim inucnerimus :

-ty V-1=Z : (TH+VV-1), ¢t XV -120;(T-VV-1)
erit differentiando : .

L GG VoA LV-n) E (T4 VY )
IL (G342 =1= (D) + (BEWV-1)E T+ Y1)

k|
111. mvlﬂmv?ﬁoﬁuLmﬁﬁ:@.ﬁ:ﬁi
IV () - V-1 = (D)LY 1)@ ((T-V V)
colligantur hinc produ@a IxIV et III x If in
Voam fummam ac reperietur :

2 D20 ()= 2 (4 TED)+EN (42))
T4 VY—=13). 0" (T-VV~1)

ideoque funiones T et ¥ ita funt comparatac ; vt

fic .
dTy (d T dvy — o
7y G+ G =

X1I. .

Hinc ergo intclligimus pro T et V¥ eiusme-

di functiones ipfaram p er ¢ {umi- debere, quagiam
iplae idoncos valores pro coordinatis x et y m..unw.um-
ant,  Quare inuentis iam duobus waloribus bina
hosgpum fe muwgo orhpgongliter feragtiup fyfs-
maa: exhieatibug , ¢ —7 et g = p cxiftentibys 4
et & eiusmgil finGjonibus bigaspm mﬁpwﬁﬁﬁnu@
Poot g v Gt {BIE i B)(Er=p

hinc fcilime infingz alia &ligm  {yflomamm ,_.uumm?
Aom. X1V, Nou.Comm. H - deriuan-
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deriuantur, quae binis fequentibus™ aequationibus con-
tinentur

x—il: ?\TS\.LJ..T, Qlﬁ\la ITI_D.QuTS\ 1)
s (P —uV—1)

wJT_ﬂ iV — 1)~ =T (=Y 158 Y — 1 )
v N o (i—uV —1)

quam formam magis complicatam ideo elegi, vt
imaginaria fingulis fun&ionibus euoluendis {ponte fe
mnmncmnn :

XI1II.

Hae formulae eo magis ad praxin funt accom-
modatae , quod eadem operatione infinitac {olutiones
obtineri queant. Prodeant enim pro I' variis fun&i-
onibus determinatis {umendis ex forma (T {s4uV —1)
- iTi(t—uV —1)-hi valores T;T;T7 T et
ex hac vero T ?..TN:\..HV!HHH‘ Clw,\t:
hi V,V/, V7 V7 etc. atque valores quaeftioni
fatisfacientes erunt {equentes

. H”n.m.l_lﬂ.ﬂxx.*l{uﬂ\\l_l%.ﬁ\ \lm<.lm<\l. .a 4\\.... o 4\\\
y=aVABV 4y V78V e T LT/ T/ - 6T 4

wvbi litterae a, 8, v, 0,¢, £, %, 0 denotant coefficientes
quoscunque, Probe autem notandum eft valores
homologos V, V,item T% V/ etc. ex iisdem fun&ic-
nibus I': fimulque omnes ex iisdem litteris ¢ ‘et «
efic formandas. Neque epim hinc in genere conclu-
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dere licet fi fatisfaciant valores x=T,y=V,
tum vero etiam  alii quicunque x =R, wllm
inde quoque hos * = 2T + §Ret y—aV 4 ES
efle E:u?%ﬁﬁom. hoc enim non valet nifi fun&iones
R et S ex iisdern litteris £ et % fint natae atque
functiones T et V. Hinc probe cavendum eft, ne
fuperioribus formis generalibus plus tribuatur, mcma
fas eft.
XIv.

Valores fimpliciores litterarum T et V ex
iam inuentis quantitatibus idoneis ¢ et & formandi ,

ex poteftatibus loco fun@ionis® I’ fubftitutis muacmnsn
atque ita fe habebunt : .

T | T=tt—uu | T=4"—gtuu | Tt —S1ruutut
Vzu|Vzam [V=—s1tu—u’ V=g tu—gte? cte.
ex moa?:v:m Vero .negatiuis oriuntur :
T— A —tt—uu ..1|:||i== —tt—gt}
tt +un — {noeun? T= (ixud T= :,MT“_H..‘E.
<1| — atu — 1ttty —u¥ Y B STRSPE I |
:Jrf, (- <|:IL=.:H v m..,nﬂw.._.‘uw

vbi obfcruare licet fi ponatur s=wcof Q et si=v fin.

tam ommnes hos valores in iftis formulis fimplicibus
hOzEDm:

T=ov"col n} et V=2 fin O

Totum crgo negotium huc redit vt pro ¢ et u

€iusmodi idoneae fundliones ipfarum p et ¢ obti.
neantur |, vt fiae

:ﬁ:mftim:ﬁvnp

XV.
H =2
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XV.

. Seu quod eodem relit fumtis pro P et Q
Funéionibus quibuscunque ipfarum p et g, confide-
tetur ‘formula .differeatialis Pdp4-QdgV ~ 1,
et quaeratur mulriplicator eam reddens integrabilem
tum integrale ex parte reali et imaginaria conftas
comparetur cum formula s+ 1wV — 1, indeque
vtrinsque littexrae ¢ et « valor idoneus elicictur
Vnde primum obferuo fi P {it functio folius p et
Q fBlivs ¢, prodire v+ =fPdp et u—/Qdy.
Qoniam autem ‘hae formae f'P4p et fQd g aeyue
pro -pargmetris amboruni {yflematum linearhim haberi
poffunt atque ipfac quantitates p -et g, idem-eft ac
fi hinc ftarnamus 7 t=p-et w==1y , neque etiam la-
tius ‘patere ,-cemfendr eft haec pofitio £ —eap -+ 8
et u==" g4 -+ 0. Interim tamen 6 fumamus
P=1 et Q=1 formula dp-+-d¢V¥V —1 non
Tolotn ‘Batz == p et w —g¢., fed ‘quia ‘illa formula
per m -+—#V -~ 1 multiplicata manet integrabilis ,
¢t inteprile e mipSng +np V — 14-mqgV — 1,
fadectinm ' hi obridentur valores :

<

Zmp—ngetu=np—++m4qg
qui vtique lativs  patefe videntur, 'verumtzmen, quiz
valores inde matos K, T,T et V,V/, V" e
combinare licet,, non-aliae linese inde :nafcuntur,
atque ex fimplicibus valoribus s —p <t & —q.
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X VI

Statuamus ergo s =p et ¥ = g, ¢t porcurra-
mus fimpliciora linearum fyftemata ¢ mutuo ad

angulos reftos fecantium : ac primo quidem occur-
runt hac formae :

r—ap—eqg Cty—=a2qg-—+4ep

vode climinando primo ¢ tumn ~vero p ambo linea-
rum [yflemacta his acquationibus continebuntur :

ax-—-ey=(aa-tcelp et nklm.,..HAnq.[TmLm
vtrumque continens infinitas*lineas rectas inter fe pa-
. Ed . -

rallelis quarnm  quaelibet rectas afterius fyftematis

normaliter {vcat qui fine dubio g¢afas -eft fGmpli-
cifimus.

XVI.

Sumatur fecundo T=¢:—yu ¢t V—2t4, et
quia binis terminis iungendis:linese-tagtum.ad alium
axem transferuntur Qatuamus fmpliciter x=pp—q ¢ -
et y=2p¢; vnde cum fit V{(xx-~-yy)=pp4-49,

elidendo alternatim ¢ ct p, pro binis linearum fy-
ftematibus adipifcimuor has aequationes

V(xx—+yy)ta=z2pp et V(xx-tyy)—x=244.

Quare -fi ‘loco 2pp et 24¢ fimpliciter feribamus p
et g hae aequationes ita fc habebunt : .

JIZZpp—2px €t yy——gq-t-29x.

H 3 Vira-
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Viraque aequatio infinitas continet parabolas fuper
commuauni axe ex eodem foco delcriptas, dum alte-
rius fyflematis parabolae dextrorfum , alterius vero
finiftrorfum excurrunt ; quae eft pulcerrima parabo-
larum proprietas , fine dubio iam olim obferuata.
Practerea obferuo etinmfi praecedentes valores T=p
et V—g cum his combinentur , tamen easdem pa-
rabolas efle prodituras.

XVIIL

Statuamus nunc T=#'-37uu et V=511u-u,
formemusque has aequationes :

X=p'—3pg9q et y—3ppg—q°

quarum haec dat p=V 2=L , qui valor in pri-

ma fubftitutus pracbet : x 11T V2L, et fum-
tis quadratis :
279 XX =y’ — 159 Yy 484°y + 644

fcribamus ¢ et p loco ¢ et p?, et aequationes pro
ambobus linearum {yftematibus erunt;

278X =y — 1593y + 4899y — 644
2PV =— A A= 15 PXXN —4 8PP X - 647

quac autem ad proprietates agnofcendas commodius
ita repraefentantur :

H”Q”-QJ\UIT_“_ QH.W“HITn%.‘m
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quie acquationes dant lineas tertii ordinis, quae
pro virogue fyftemate-funt eiusdem naturae, dum
coordinatie tantum permutantur,

X1X. .
Confideremus etiam funiones ex poteftatibus
negatiuis natas fitque T — !
g q :w_izu et <|.:|Tn=
atque ob r—p et w==g¢, habebimus 3
= 2 _ = -1
PP+19 ¢ty T PP-q7

Hine fit x v 4-yy == 53574 » 1deoque pro ambobus

linearum [yftematibus habebimus has aequationes:
x=p(xx—=5y) et y=q(xa--pp).

Formam vtriusque parametri ita immutemus vt

ftatwamus p = ul.v ¢t g == ul_n , et bina linearum fy-

ftemata his momcuzo:&:m exprimentur ;

XXy =2px et xx-f-yy=agy
quae pracbent circulorum bina fyftemata,

XX.

Euvolnamus etiam ex codem genere - fequentes
foarmulas , firque

x— PP—99 nﬁ.w_ —rPa

pt+qq8 P+
Hinc primo elicimus :
xx = itl
|T%.&..I€mn1_he~ ita vt fit
III.I.@M q9q et |.wl|nu+uu_llhuﬁn.

“Peine
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Um:am cum fit pp—+499 = _.owozasm

iaur?u&

X - y(xx+37 — Vi yt—=
2pp =T HH.I:. et 2gq= I
fcribamus  nunc 5 et loco 2pp et =249, et
bina linearnm fyflcmata his aequationibus eXpri-

muntur
-y =pxt-pY (xxtpy) et xa-ty—=qY(xx-tpy)—qx
quae reducuntur ad has:®
(x-S 2pT (NI PRYT; KU gy S ppproxy
+pVeapp-t-p3)
(=t 2 gaan ) ey 5 U Jr=s iqg-qr—xy
29V CGggmrga
Haec adeo duo ::SEB {yftemata fub cadem com-

muni aequatione quarti ordinis comtipentur , dum
in altero tantum parameter negatide accipitur.

XXI.

Haee (olutio ideo omai atteniiene @Hgm wi-
detur quod in genere per integrationem eft eruta,
atque adeo ad folutionem huius problematis maxi-
me accommodata :

Tnuenire ea linearum algebraicarum fyflemata qua-
rum traieCloriae ividéed fini #neae algebraiias.

Quamdin enim aequatio- pro illis liacis intet
coordinatas X et y confileratur , enodat'o huius
quaeftionis fruftra fulcipitur ; votummue artificium ,
ad hunc fsapam perducen® in vo et fituwm , guod
S Ytram-
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vtramque coordinatam pir binas parametros variabi-
les viriusque (yftematis revocauimus.  Solutio igi-
tur buius problematis ita (& habet , vt ex quouis
cafu inucnto fucillime infiniti alit afhignari  queant.
Sint cnim ¢ ¢t @ e¢lwsmodi functionts parametrorum

p ct g, quac jam coordinagas binorum {y{lematum
referant ita vt f{it:
G0 -+ (G0 dn = o

Tum aliac quotcunque coordinatae x et y obtine-
buntur , fumendo a—4yV—-1=f:(14+u¥V—1),
vnde fi ¢ et u iam fint funétiones algebraicae,
omues fundtiones algebraicae formulae z--4V—1,
parites pro A ct y functiones algebraicas praebebunt,

XXIL

Totum ergo negotium huc redit, vt primo
cafus fimpliciores pro 7 ¢t u innotefcant ; ac {im-
pliciflii quidem fe ftatim offcrentes funt z = p et
= g, veletiim t —ap+8qg et u=yp+dgq,
qui iam  vberrimam  mcffem binorum  {y(ematum
algcbraicorum  largiuntur.
Tum vero bic cafus {ingularis notari meretur

t=Vpla-t+q u=Vagp—rp)

qui quomodo fatisfaciat fumendis differentialbus  in.
telliziear s

di, - v . oA v : dityd Iy .
o= a.ulwuw\ﬂ T — Uamﬂﬂ hine {&) A,:Lalm
.&.: — — ( I . — (:.rl ) d du *
; L No—p ﬁ u 5 mm hine hniwv ﬁ v ¥
Tom. X1V. .OcEB. I . eX
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€X quo propterea etiam infinitas alias folutiones de-
rivare licet.  Iple antem hic cafus pulcerrima duo
fyftemata linearum fecundi ordinis {uppeditat: poli-
to enim:

AXTap--pg et yy—bg—pg ob xx -3y —ap-t-bg
pro vtroque fyflemate prodeunt hac acquation:s :
1° w?p.l_dﬁqlm.kkuﬂmmQTJEHO
qlex+anN+ayy —bglatg=o
quarum haec cft pro infinitis clliplibus, illa  vero

o >p pro infinitis hyperbolis fuper communi
axe ex eodemn centro defcriptis.

XXIIL :
Supra iam oftendi (14) quomodo ex huius-
modi valoribus idoneis pro ¢ et u cognitis infinitos
valores T, V, T/, V/, T, V”, ctc. elicerc liceat,
ex quibus deinceps porro infinita alia fyflematum
paria formari queant , {umendo

¥=aT—eV+BT -2V v T”—n V¥ ctc.

y=aVeTod BV/AL T/ n VZooy T/ ete.
Hos quidem valores T et V ibi ex folis poteflati-
bus formulae # -4V —r elicui, poncado T-VV-1

== (¢~+uV — 1) codem autem jurc aliis quibus-

cunque fanctionibus vii licet.  Veluti i ponamus
H...T<,_\I.H|Lq+m:+=<|._Tla..rmf.mf\l_ de-

.Il.utT Rt uy— )" b ktdrhuy — 1
nominatorem primo realem reddamus tum  vero
Rdipifcemur &

T =
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llﬁhuwn_mhiallf..rmr:: et V— _(gb—Fk)u
fh—=kl?4-khkuu T (bakt T a-kkun
vbi notfle iouabit, com it T-VV -1 -/+8l-g4v-1
GIT&_I..:.S\I.

fore TTA4-VV I:WHH: 22~ hinc enim colligitur :

TT-VV=fhrabigitiT—gif+el tpm vero etiam
R(% 3 K7

T {h-p-kt) ~kuN = ft-gt et TTA-V V= (Emfh VT - ggu

T kku
item kT 42V _p — o

i
XXIV.

Applicemus hanc euolutionem ad cafus fim=
pliciores ac ponamus primo £ —p ct u—q, et ?.o/.
T ¢t V ipfas coordinitas x et y fumcndo binae 3
mo:ﬂn:.uo acquationes pracbent

- F e k)
..:..T_»!_:L. bRy x—p(ftppd o (f-p D aurmqu

Il-,r,:.fﬂmﬂ bk p

(b+kp)y~koy=f+gp
quarum prior folam pirametrum p continens, iam
alterum hnearun fyftema exhibet, quac quidem

omucs crunt circuli.  Tum vero ob koulx...%paHMG

pro altero fyftumate orietur hace aequatio: facta
reductione.

. o —igh—Jk} hyx—
.P.H.'Tv..r —.w \ \.Y”I._n@m Jx WWQ

quac ctiam infinitos circulos compledtitur :

Pro altero cafu faciamus a=o, b —=c¢c, et loco p
et ¢ foribamus pp ct g vt habeamus 7 =pg et
u=qV (cc—pp) hinc ergo fiet

axyy= b pRo ol 48020 po ko Yu-kqr Y (cc-pp)

BoDrpy)

=f-gpg, twum vero ctiam:
H 2 X
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wa.bdr.,wfu.??viqm. 1E-PP) - (hHRPY L o—
X V(e e—pp) etk T ivire—pp) 87

kv ur
¢ clicirur
45&0 cum “_.‘.H QI‘.mlle ;¥ ce—p mu\|rmuu‘

pro altero {yftemate hacc acquatio:

k bhvc:—pypl bR

Cob— {h .
¥ Rlu\rﬂlxlﬂmv+*»vut.mmllﬁw Dy fg

Quae cum hac forma repracfentari  queat s
tx—-yy =py-—aa pro ciculis
alterivs {yftematis aequatio erit
XX 4yy ==gx -4 aa itidem pro circulis,

Talibus circulis in mappis mundi meridiani ct paralleli
refcrri folent.

XXV.

Ne ifte calculus tantopere fiat moleftus, fi in
genere velimus ponere r—Vp(a-{-9) et u=Vg(b—p),
primo hinc tam p quam ¢ per ¢ ¢t # cXprimamus
vonde feqientes nafcentur aequationcs

o=bti-p(tt4 un)-ap' b-p) et o—auu-t+q{tt+uu)-bglaiq)
Iam loco T et V capiendo ipfas coordinatas & et
¥ ex formulis fuperioribus colligemus:

: — Q&k+wwunlwm|wfun+ﬁ — (Rt —g){f—bx)—bkyy
Rk(xx4-yy—:8kRZ4+EE kx—gp “kkyy
u— (g b—fk; ¥ __
?H.n.mulTr»uC.

Ponamus ad calculum contrahendum
J-bazhr et kx—g—ks vt fit fh—gh=bk{r+) atque
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Rl R e 5 ST L = S IR
Fras ) 4T T ideoque
Zx_lmxh; IS ATy eyt —— bk Tryy
ki R R BE iy

Nunc quia r et s ablcillam x inuoluunt , acquatio-

nes pro binis lincarum (y{tematibus ita erunt com-
paratae.

1 o= blrr—yy2—plrrtyy) Z.C._.._ —akep
1L o =dlrts sy dgirr gyt sty ﬁm;rmq_.-.:cw
quac ambaec ad lineéas quarti ordinis referuntur.

Nunc cafu a-.. o, cuius cuciutio ante valde erat
difficilis poflerior acquatio per 55 -3y diila fla-

Ctim dat

O==rr—gy-- K JI 1) few bb{rrsy\=bkhglsstyy)

quae ob * =L —x ot s =& —& manifelto eft ad
circulum , prior vero ob ?.TT:,.,_HI%_VHAEIE.V_.
A-(r—ayyy abit in lanc: o={b—p;(ri—m)
—p{r-4-9Y 5,

feu w._ﬁ_ngHTfT:a f,wﬂwtw pariter pro circulo.

XXVI

Ex folutione autem gencrali fupra data etiam
hanc quacftionem elegantifiimam enodare poterimus,
quam alia methodo vix tractare liceat.

Tnuenire eiusmodi  bina fiflemata linearum fe
mutno normaliter fecantium , quae ambo [ub eadem ae~
quatione comineantur , i@ ¥t prowsi parametro  Valor

13 tribua-
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tribuatur wel pofitiuus vel negaviuus ambo inde nafean-
tur [yfiemata.

Cafum fimpliciflimum hoic conditioni fatisfa-
cientem iam fupra § 17. {umus adcpti, quo haec
aequatio yys—pp—2pa, prout parameter p Vel
pofitive vel negatine accipitur , duas parabolarum

ferics exhibet , quue fe mutuo ad angulos reftos
interfecant.

XXVII, .

Solutionem autem latius patentem reperiemus ,
fi ponamus

¥y V—x = (pqV— 1) "= (pp—qq+-2pgV 1)
quae forma permutandis parametris p et g, abit in
(99-pp+2p9V =1V =(-1(pp—q9—2pgV — 1)

=(— 1) (x—yV —1)
ideoque tum x--yV —1 abit vel in x—yV -1
vel in —a—+yV—1 prout # fuerit vil numerus par
vel impar.  Iilo autem calu wantum applicua
hoc vero tantum gb{ciffa ¥ negative accipitur, ct
vroque curiiae manent eaedem , feu {ub eadem ae-
quatione contentae. ExX quo fi litterae «, G, , etc.

denotent nuUIMEros impares quoscunque , geminam
folutionem hinc confequimur :

1. x4y V—1=A(p-+g¥-1)*4-B(p-+gV~1)¢
+C(p+gV —1) 7 ete.

W 2y V-1 = A (P-4 V- 1) +B(p~4-¢¥ -1,
JTh§¢£<1:;ﬁp

in
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in priont fcilicet omnes exponentes funt numeri im-
pariter parcs, in pofteriori vero pariter pares: lit-
tcrae autem a, &, 4 etiam numeros negatinos at~
que adeo fractos, dummodo numeratores et deno-
minatores fint impares denotare poffunt.  Generali-
us vero hae duae ita exhiberi poffunt, vt pofito
PP—49-+-2pg¥V—1=R formula x4 yV—1 ze-
quari debear functioni vel impari vel pari ipfits R.

XXVIIL | ’
Adiungere infuper liceat hoc problema.

Tnuenive eiusmodi curuas fecandas s V& curuge

Jecantes ab ilis non aliter difvrepent nifi quod  coordi-

natae X ¢ty inler fe permutentur - Jeu <t caedem i

neae ad axem priori normalem transiarae illas ngrma-
fiter traiiciant.
Soluetur hoc problema ope hnius formulae

2+yV —1ZA(pqV - 14 B(p+gV—x F+Cp+qV-1 ¥
fi loco exponentivm «, €, ~ capiantur numeri im-
pares vel formaec 4i+4-1 vel formae 4i+3. Hu-
1us autem duplicis gencris numcros impares in  ea-
dem forma inter fc ncutiquam permifcerc licet. Vn-
de ¥—+yV—1 acquari debet eiusmodi funioni
imparl ipius p—+¢V—1, in qua nullae alize oc-
currant poteftates , nifi quarum expongntes fint vel
omues formae 4i-+x, vel omnes formae 4i--13.
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