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SUR _
LE MOUVEMENT D'UNE CORDE

QUI AU COMMENCEMENT N'A ETE EBRANLEE
- QUE DANS UNE PARTIE,

par M. EULER.

1.

Je crois que I'évolution de ce cas, ol la corde n"a été dabord ébran-
lée que dans une de {es parties, (era trés propre i diffiper tous les
doutes, que Mrs, Bernoulli & d'Alembert ont fulcités contre ma
Théorie des cordes vibrantes, & ceux que M. dela Grange ale premier
propofés dans les Actes de la nouvelle Académie de Turin.  Car I'un
& l'autre de ces illuftees Adverfaires elt obligé de reconnoitre que ce
cas n'elt pas renfermé dans leurs folutions du probleme des cordes
vibrantes: & parrant, {i ma méthode en fournic une folution, & méme
une telle, qui eft confirmée par l'expérience, il n'y aura plus aucun
doute que cetre méthode ne (oit fondée dans la vérité, & beaucoup
plus générale que celle d'olt les Adverfaires onr tiré leur folurion du

probleme des cordes vibrantes.

2. Or, pour écarter tous les doures fur la généralité de ma
méthode, il fiur remarquer qu'on convient de part & d'aurre, que
ce probleme ne fauroir &re réfolu, que dans les cas ol les éloigne-
mens de la corde de fa firuation naturelle font quafi infiniment perits,
& ourre cela encore l'inclinaifon de chacun de (es élémens infiniment
petite,  Certe condition eft ablolument néceffaire, puisqu’on eft obli-
gé de fuppofer dans la folurion, que chague point M de la corde
AMB (e meuor toujours {ur appliquée MP perpeadiculaire 4 la fi-
ruation narurelle AP B; ce qui ne {aurou arciver, 4 moins que roures

Qq 2 ces
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ces appliquées PM ne foient infiniment petites, & que les tangentes
aux points M ne foient infiniment peu inclinées 4 la droite APB,
gfin que I'élément de la courbe M puifle partour ére regardé com-
me égal 4 I'élément correfpondant de l'abfciffe Pp.

3. Pour fe former une jufte idée de relles courbes, propres &
repréfenter la figure d’'une corde pendant {on mouvement de vibra-
tion, on n'a qud conftruire {ur la ligne AB une courbe quelconque
AMB, qui n'air nulle part une rangente perpendiculaire 3 Paxe A B;
alors, une relle courbe érant décrite, qu'on diminue toures fes appli-
quées P en railfon d'un nombre infini 7 & Vunité, de forre que
PM: PM = #: 1, & par ce moyen on obriendra la courbe AMB,
gue la corde AB pourra recevoir dans fon mouvement: puisque
non f{eulement chaque appliquée de la courbe AMB mais aufli I'in-
clinaifon de chaque élément M 4 l'axe AB, devient infiniment pe-
tite. Au relte, on comprend aifément que le mor d'infini ne doir pas
ici &wre pris 4 la rigueur, & qu'il (Uffir que le nombre 7 {oir trés
grand. De cette maniere, toure courbe decrite fur 'axe AB, pour-
vu qu'clle n'air nulle part une tangente perpendiculaire a I'axe, fournic
une courbe propre & repréfenter la figure de la corde AB pendamc
fon mouveme:nt de vibration.

4. Ici (e préfente d'abord cetre queltion: fi routes ces cour-
bes font également propres d repréfenter lafigure d'une corde pendant
fon mouvement? ou sl y a encore quelque autre condition qu'il eft
néceflaire dy ajouter? M. d’Alembert (Outienr qu'avcune aurre figure
ne fauroit convenir aux cordes vibranres, que celles qui font conte-
nues dans cette équation:

j:ﬂﬁn— + B fin E—EE + Cfn——J—- + D fin 4?:‘.:- + &e.
{
ol a marque la longueur de la corde AD, x une nhﬁ::ﬂ'ﬂ quelcon-
que AP, y Pappliquée PM w: 1 le rapport de la périphéric ou

diametre, & les lenres A, B, C, D &c. des coéfhiciens mﬁmmm:
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petits. - Donc, 8'il arrivoit qu'on el imprimé i la corde au commen-
cement une figure qui ne feroir pas conrenue daos certe équation, il
{eroir au(li impoflible d’en déterminer le mouvement par le calcul.

§. M. d’Alembert convientr donc, qu'on pourroit donner
avx cordes une infinité de figures iniriales, qui ne feroient pas compri-
fes dans cetre équation; mais, dans ces cas, il nie que la Théorie foic
{ufhfante pour déterminer le mouvement dont les cordes (eront agi-
tées aprés avoir éé relichées. La raifon qu’ll en donne eflt, que dans
ces cas il (e trouveroit quelque élément ol I'équation différentielle du
fecond degré, tirée de la Théorie, ne fauroir plus avoir lien, vu qu'il
y auroit quelque particule gui n'évanouiroir plus par rapport sux au-
tres guantités, comme on le {uppole dans la Théorie ; de forte que dans
cet élément on commertroit une erreur. Mais je réponds qu'une telle
erreur commife dans un ou quelques ¢élémens eft roujours infiniment
petite, & ne fauroit troubler le réfultar total du caleul.  En effer,
quand on calcule le mouvement de quelque corps, on fuppofe partour
I'accélérarion infimment petite par rapport 4 la vitefle actuelle du
corps: & quoique cetre fuppofition {oir faufle dans les premiers élé-
mens ol le mouvement elt engendré, le calcul ne laiffe point d'éwre

trés julke,

6. Le méme inconvénient e rencontre presque dans toutes
les applications du calcul intégral: quand il sagic de trouver laire
APM par la formule /ydx, on v fuppole que le vrai élément de
cette aire érant le trapeze PMmp, le triangle M n eft infiniment pe-
ur par rapport au rectangle PM#p —= ydx: ce qui cependant n'eft
pas vrai dans le premier élémenten A, & moins gue la tangente en
A ne convienne avec Faxe.  Voudroit- on pour cela foutenir, que la
formule intégrale /y/x ne fauroit ére sppliquée 4 des courbes,
doni la rangente au commencemeot A ne convient point avec l'axe
méme? Or il me (emble qu'il en elt de méme des (trupules que M.
d’Alembert éleve contre ma fulution du prebleme des cordes vibran-
tes: vu que routes fes difficultés ne tombent que fur les deux derniers

Qg 3 élé-
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Eéimiens de la-corde: je ne nie pas, qu'en y appliquant le calenl, on ne
-commette queljile erre@r; mais je fouriens que dans la roalité cerre
erreur devient ihfiniment petite & rour & rait nulle.

7. La folation de M. Bernoulli revienraufli enrieremenr 3 I'équa-
tion rapportéeci deffu: (§. 4.), &1l [outient que quelque compliqué que
“foit e mouvement d'une corde, on le peur roujours envilager comme un
effemblage de plufieurs ofcillarions régulieres, quife trouventrantdansla
-corde entiere que dans fes parries aliquotes, indépendamment les unes
des autres. Ceft de ce grand principe, qu'il a expliqué fort heureufe-
ment le phénomene bien fingulier, que la méme corde peut rendre 4
1a fois plufieurs fons différens, qui font entr’eux comme les nombres
narorels 1, 2, 3, 4, § &c. De ce principe il s'enfuir, que quel que
foit le mouvement d’une corde, 4 chaque inftant (a figure doit érre
exprimée par ladite équation

}.:Aﬁnf.; ~+Bfin 225 4-Clin 2= +4-Dfin 75 &e.

& partant, puisqu'au commencement on peut avoir donné i la corde
une figure quelcongue, & que les figures qu'elle prend dans la (uite &
chaque inftant, en dépendent né:eflairement; il {outient que roures
les figures pollibles font compriles dans cetre méme équation, & qu'il
et méme {uperflu de vouloir recourir & d'autres principes pour déter-
miner le mouvement d’une corde, en regardant comme donnée la f-
gure quiluia éré imprimée au commencement.

8. En cffer, puisque cerre équation contient une infinité de
cotfficiens A, B, C, D &ec. dont chacun peur éire déterminé 3
volonté, on les peut toujours dérerminer en forre que la courbe
pafle par une infinité de points donnés: Jd'otr il femble qu'on ne fau-
roit decrire une ligne courbe, i laquelle cetre éyuation ne puifle ére
appliquée. Mais, quand méme j'accorderois i M. Bernoulli cette pofhi-
bulizé, il elt bien clair que Vexécurion feroit encore aflujettie a des difhi-

coltés infurmontables.  Car, ayant donné dabord i la corde une cer-
taine
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wine figute, -il fandroit cammencer par déterminer tous lesdits cogffi;
ciens en {orte que 'équation réponde 4 une infinité de points de la fi-

re, donnée; ce. qui feroic fans contredit yn ouvrage dont le plus
hubile, calcularenr ne vigndroir jamais 4 bour. - --Cependant ; avanr que
d'avoir achevé cer. ouveage, ‘il fera.impoflible de dérerminer le mou;
vement de la corde: qui demeurera par conféquent ronjours inconny
méme au plus grand Géometre. :

9. Je ne crois donc faire aucun ‘tort a0 ‘mérite de la fo-
lurion de M. Bernoulli, quand je dis, qu'elle n'eft pas fuffifante pour
déterminer lé mouvemcnr des cordes vibranres en gt‘_nérﬂ v.:l:l't i
dire, aprés qu'on leur a imprimé une figure quelcongue, & & cet
égard il me femble qu'on doit accorder une grande préfén:ncc i ma
methode & & celle de M. de la Grange. Puisque, quelle que foir la
fizure qu'on aura imprimée 4 la corde au commencement, quand
méme aulli elle ne (eroit expreffible par aucune ég.uaunn, je fuis
'[t}\]_lﬂl.l‘l'E en érat de dérerminer fon mouvement par tne conftruc-
tion trds fimple & applicable & tous les cas poflibles, fans qu nﬂ-r
cune circonftance en puille arrérer le foccds.  Or cette méme con-
ftruétion fournit aulli, pour les cas qui font compris dans I'équation
de M. Bernoulli, prér:ll'Emr:nt les mémes.{olutions que ce grand Géo-
metre_a données, & partant je ne vojs aucune. raifon, pourquoi
cette conlteudtion lui pml'l"a paroitre fuperﬂué ou méme I'ufpl:&h

10. Mais il mé [era encore permis de douter, que roures
les figures poisbles dont les cordes font fufcepribles, foient conte-
aues dans I'équaron ‘eapportée, quoigue lg nombre de {es termes
puidle ére augments @ dofini. - Epire plufieprs raifons igne je pour-
rois alléguer pour jultiber mes dourgs, le cas que jlaj; ici- en . yue,
me (emble fournir une preuve trés convaincapte. ‘Car, fuppofant
guon nait détourné au commencement qu'une partie de la corde
A C de {on érar netarel , & qo'on lui aic donné la figure AMC,
pcmhru: que le refte CB eflt demeuré dans fon érar naurel & rec-
.I..hihug, de doste gue la figare ininale git §1€ compolEe de Ia ligne
e courbe

Fig. 3.
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courbe AMC & de la droite CB, ce qui eft facile d'exécuter:
alors il fera fans doute trés difficile, pour ne pas encore dire im-
poffible, de déterminer les coéfficiens de I'équation dé M. Bernoulli,
en forte ‘quelle exprime certe fipure mixre d’une ligne courbe quel-
conque AMC & d'one droite CB. 1l femble aufli par la dernie-
re lectre de M. Bernoulli lui-méme, qu'il régarde ce cas, comme
non compris dans {a folution, fans parler des difficultés que la dé-
termination des coéfficiens renfermeroit.

r1. Mais il 'y a plus: le mouvement de cetté corde ne fau-
roit en suctune manieré &tre envifagé comme un aflemblage ou mé-
lange de plufieurs ofcillations fimples & régulieres; en quoi confilte
I'effence de la folution de M. Bernoulli.  Car, au premier inftant
aprés le refichemenr de la corde, la feule partie AMC fera mife
en mouvement, tandis que le refte CB demeure encore abfolument
immiobile, & fans aucune mouvement d’oftillation, pour leguel on
puiffe affigner la longueur du pendule ifochrone. Il elt wrai
que, bientdt aprés, le mouvement fera aufli fuccellivement communi-
qué 4 la partie CB, mais alors d’autres parties {eront réduites en
repos, & il ny fauroit plus étre queftion des pendules fimples ifo-
chrones aux mouvemens de toures les parties de la corde. Le
mouvement de la corde fera d'une nature rout & faic différente, qui
ne fauroit étre repréfenrée comme un mélange deplufieurs ofcilla-
tions fimples & régulieres, conformément au principe de M. Ber-
noulli.

12. Voild donc un cas bien inconteftable, auquel la (ola-
tion de M. Bernoulli eft abfplument inapplicable ; & puisque ce cas
a lieu toutes les fois que la corde n'a pas été ébranlée par toure
fa longueur, il y faur reconnoitre une infinité de cas non compris
dans la folution de M. Bernoulli. Deld on (era anfh obligé de m'ac-
corder que, quand méme la corde aura été ébranlée par toure fon
&endue, il y aura encore une infinité de cas qu'il faut égalément
exclure de cette folution, leur mouvement fe - réglant {ur'des prin-
¥ cipes
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cipes entierement différens.  Par conféquent, quelque "ingénieufe
que foir la folution de M. Bernoulli, on ne la fauroit regarder que
comme une folurion trds particuliere, qui ne §'étend qu'd de cerrai-
nes efpeces de vibrations, qu'on peur nommer régulieres, pendant
qu'une infinité d'autres efpeces irrégulicres en font abfolument exclues.

13. Cependant la conltruction générale que j'ai donnée autre-
fois pour le mouvement des cordes vibrantes, s'étend également & tou-
tes ces efpeces tant irrégulieres querégulieres; & pour le tems préfent
oit'on continue de combarttre ma conftruction en la regardant, ou com-
me faulle, ou fuperflue, je crois qu'il fera fort intéreflant, que ien
tire icl en dérail la détermination du mouvement d'une corde qui

n'a éé ébranlée au commencement que dans une de fes parties.

Jai tout lieu d'efperer, que M. Bernoulli en reconnoitra la jultefle,
fur rout quand il verra le bel accord avec lexpérience ; mais M.
d'Alembert dira, fans doure, qu'il réfurera ma folution dans guelcun
de fes ouvrages qu'il publiera dans la fire, & il fe conrentera pour
le préfenc d'en avertir le public. Or, quoi qu'il en foir, je foumets
ma folurion entierement au jugemenr du Public dans la confian-
ce qu'elle (era approuvée au moins d'une partie, méme avant que
la réfutation paroiffe.

14. Je commencerai donc par mertre devant les yeux ma
conftrudtion du probleme des cordes vibrantes. Soit AB la corde
dans fa fituation naturelle, la longueur AD —a, fon poids —= M,
& la force donr elle eft rendue — F, en (uppofant la corde éga-
lement épaiffe par route fa longueur. Qu'd certe corde on 2t don-
né au commencement une figure quelconque AMB, dont, comme
jai déji remarqué, toutes les appliquées P M doivent étre regardées
comme infiniment petites. Cela polé, on demande, aprés qu'on au-
ra (ubitement reliché la corde, quel fera fon mouvement dans la
fuite? 1l eft évident que, pour réfoudre certe queftion, il faur érre
en érat d'affigner la figure de la corde pour chague inftant (uivant.
Or, pofant que depuis: le’commencement- il s’elt ecoulé un tems de ¢

Mén, de I'.Acad, Tom. XXI. Rr (econ-

Fig. 4.
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fecondes, ‘& que 7 marque la hauteur dod les corps graves rom.
bent dens une feconde ; fi 3 margue Pappliquée qui répondra alors
a l'abltifle AP — &, la Théorie que perivnne ne révoque en doure,
i : ; - ff.-.‘}') __ 2Fag fddy
fournit pour ia valeur de y cetie équation (Tt_‘; = \Gi/)
dont l'inzégrale complente eft fans cdnuredit
e 2Fag\ | . (. 2 Fag

y= T (a eV ig ) A (.1 — i

ol les caraltéres T & A indiquent des fonctions queleongues.

15. Pour conftruire cette équartion, je prolonge la droite
AP de parr & d'autre, jy prends les parries Al & Bae — AB, &
je décris fur elles AV/ NV VW) & B o' a, égales 4 la fi-
oure iniriale de la corde AMB, mais dans une firuarion renverliée,
comme on peut le voir ailément en regardant la figure : d'odl il eft
clair que ces courbes continuées auront en A & B leurs rangen-
tes communes avec la courbe donnée. Dans la premiere conftruétion,
j'ai continué ces mémes courbes de part & dautre & I'infini, mais on
verra bientor, qu'il fuific de la décrire vne fois de chaque céé. Or
ces courbes nous (erviront 4 déterminer la fAgure que la ‘corde
prendra 4 un tems quelcongue écoulé depuis le commencement.

EFHE
—5is
qui fervira de mefure du tems d'une feconde, & dont la longueur

fera aifment dérerminée par la formule Vz—t;i-ﬂ—g : ¢e gui nous

Pour cer effer, jajolte i la figure la ligne droite EF — 3/

met en érar de repréfenter par une ligne droite chaque tems pour
lequel on voudra connoitre ka fAgure de la corde.

16. Maiatenanr, §i on veur favoir de chaque point de la
sorde P, i quelle diftance il f& trouverd de fon lieu naturel fur I'ap-
pliquée PM, aprés un tems quelconque donné de # fecondes, qu'on

Preone
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prennz fur Paxe de part & d'avtre, du point P, les intervalles P T
& Pz égaux 4 ce rems, ou bien & EF. #, & aprés y aveir tiré les
ﬂpphqu&th TV & tw, iapphqucc cherchr:: pﬂur le point P, que
j'ni nommée =y, feratovjours —= £ TV -} § rv. Si le rems
pr{:-pnfi t cft plus grand, I"'unc ou roures les r."lt:ux sppliguées doi-
vent Crre prifes dans les continuations ot 'on doit teair compte, i ces
appliquées rombent en (ens contraire: ainfi, aprés le tems PT/ —P#
on aura y ——3T/V/ = 1 ¢/¢/, & aprés letems PTH = P1¥,
on aura y —— & T Vi — 1 r” v, & ainfi de [vite. De li
on connoitra aulli wﬁ:’ment le mouvement de ihit]l.lﬂ point de la
corde P pour un tems propofé quelconque, puisqu'on trouve par
certe conltruction, de combien change fon lien d'un inltant & l'surre.
Ainfi rien n'eft plus aile que de déterminer le mouvement tour en-
tier de la corde, quelle quaic éré & figure initiale AMB.

17.  Pour prouver la verit¢ de cctte conltrultion, je n'ai
qu'di en montrer le parfait accord avec I'équation fournie par la
théorie, & avec les conditicns que la narure de la queltion renfer-
me.  Or d'abord, il elt évident que cette conftruétion donne pour
le premier inftant la méme figure A M DB gu'on fuppofe avoir éré
imprimée & la corde; & on en voir aulli que rous les points de cet-
te courbe ne changent point de place au premier inftant, ou bien
que le mouvement commence du repos, comme on le fuppole dans le
probleme. Enfuite, 'une & l'aurre extrémité de la corde A & B
demeurera conftamment en repos; car, enprenantde A oude B
fur Vaxe de part & d'autre des sbitiffes égales, les appliquées y font
aufli tovjours égales & l'une négative de l'autre, de [orte que leur
fomme eft conftamment — o; c'elt aufli la raifon, pourquoi la
courbe AMB a éé continuée de part & d'autre de la maniere qui
g été expliquée ci-deflus; & puisque les deux points A & B de-
meurent touvjours néceflairement en repos, il eft impoflible de fup-

ra la courbe AMB d'aurres conrinuations que celles que je
viens d'érablir, .
’ Rr 2 18.
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18. . Maintenant rien n'empéche qulon n'envifage la courbe
AMB avec routes fes conrinuations que je viens de lui donner, com-
me une feule courbe ol il n'importe fila ligne A M B eft une
courbe réguliere renfermée dans quelque équarion, ou fi c'eft une
courbe irréguliere décrite 4 la main, la régularité n’entrant ici pour
rien en compte. Er partant, prenant une abicifle quelconque AT,
appliquée T'V qui lui répond pourra érre regardée comme une
fonétion de AT, & indiquée en forte TV —=A: AT, Cela re-
2Fag

M —°
mant Vappliquée — y, qui répond & l'abftiffe AP —=ax, aprés le
rems — ¢ fecondes, on prend dans la conftruétion les intervalles
PT—=Pt—ct, dotilonales abfciflles AT— x — ¢c¢ &
At = x —-ct; & partant les appliquées TV = A: (x — ¢1)
& tv — A: (xr—ct): de forte que notre conftruction donne
y—40: (x—ct) = £ 0: (x ——ct): ce qui convient par-

marqué, {oit pour abréger la ligne EF — )/ & nom-

faitement avec I'équarion principale (%) e (: i ;:r : ;  puis-

quon a

d d
12 ) = 0t ety S0 Grret); (G2) A0 Grmet) 4 % ()

(e

Fig. 1.

&

Ad; dd
(ﬁﬁ):ﬂf&rﬁ (x—ct) +§ A (xdet) & (-ﬂ,;_-:):{ A (x—ct)+ 30 (x4 ct)

ce qui {uffit pour prouver la juftefle de ma conftruction.

19. Mais, pour puifer de cette conftruétion une connoiffance
parfaite de rout le mouvement de la corde, il fuffit de pouffer les
opérations expofes jusqu'au rems exprimé par la longueur de . la
corde A B, puisque alors la corde fera réduite d une figure AnmB
fembiuble @ celle gu'elle avoit au commencement, mas dnnﬁﬁune

v Lua-
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firuation renverfée; de forre qu'aprds ce tems le mouvement rede-
vient femblable & celuidu commencement. Pour prouver cela, pre-
nons du point P les intervalles FT — P# — AB: & aprés le tems

B .
de i {econdes, le point P fe trouvera en», en forte que

EF
Pn—=4(TV4t#¥). Or, prenant BQ—AP, i caufe de AT=AQ
& Bt — BQ, on avra en vertu de la conflru¢tion TV — QN
& tv—QN; & partant Pr—QN; d'oil l'on voir que la courbe
AnmB elt femblabled BNMA. Par conféquent, quelle qu'air été
la figure initiale de la corde, il elt cerrain quaprés le tems

AB M a
EF — Yafy
nent, & qu'il fuffit toujours de connoitre le mouvement pour un tel
intervalle de tems, 4 quoi les deux continuations Al & Ba de la

courbe initiale font fffifantes.

, les mémes phénomenes du mouvement revien-

Solution du probleme propoft.

20. Soit comme auparavant la longueur de la corde AB—4,

fon poids —M, la force de fa tenfion —F, & g la hauteur d'od
les corps graves tombent dans une f{econde : & que pour mefurer
2Fag

M
ra une feconde. Suppofons maintenant, gque cetre corde n'air été
ébranlée au commencement que dans (@ partie AC, & laquelle on
ait donné la igure AMC, randis que le refte CB a confervé fa fi-

le tems on prenne une ligne droite ¢ = V/ s qui marque-

gure narurelle & reliligne, & qu'aprés avoir réduit la corde dans

cet érar forcé, on la reliche fubitement.  Cela pofé, on demande,
quel fera le mouvement dont la corde fera agitée dans la fuite ?
Pour cet effet, on prendra fur la droite AB prolongée les inter-
valles Al —=Ba— AB, fur lesquels on décrira les courbes A me¢
& ap Yy, femblables d la courbure initisle AMC, mais daps une fi-
tuation renver(®e, pour avoir I'échelle des tems bem AMCB ypa,

R 3 dont

Planche V1.
Fig. 6.
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dont les parties, be, CB & By, conviennent avec 'axe méme, de-
forte que les appliquées dans ces clpaces {ont cenfées Cire nulles.

21. Maintenant, par la conltrultion expliquée ci-deffus, il
eft aifé de déterminer le moovement de chague point de la corde,
Ainli lec milieu D de l'efpace ébranlé AC érant an commencement
i ladiftance DM, s'approchera vers 'axe, & parviendra en D apiés
le tems — A D: de liil paffera de 'autre cOté de l'axe, & aprés
le tems Dd=— 2 AD, il & trouvera & la diltance § dm — { DM,
d'oll il retournera de nouveau vers l'axe, & reviendra en D aprés
letems De — 3 AD, ol il demeurera en repos jusqu'au tens
Dy — BD+4-BC — 2AB — 3 A1, de forte que la durée de
ce repos elt — 2AB—6AD — 2AB—3AC — 2BC-AC,

De I8 méme maniere, le point C mentera d’abord, & apris
Je tems CD——AD, parviendra i {a plus grande diftance — } DM,
d'otr il rerournera en € aprés le tems CA = 2 AD: & deli il pal-
fera de Tautre cOté de l'axe jusquid la diftsnce [dm — 1D M,
aprés le tems Cd = 3AD; enfuite il retournera en C aprés le tems
Cec — 4AD, otil repofera jusqusu tems Cy — 2BC
— 2 AB — 2 AC., Or un point quelcongue P de la partie CB
demeurera en repos pendant le tems P C, aprés quoi il prendra le

. méme mouvement que le point C; ranr que la diftance Py eft plus

grande que Pc, oubien PB + BC > AP 4+ AC, ou BP > AC.
Mais i BP <« AC il recommence plutdt a fec mouvoir.

22. De li nous pourrons affigner Ia figure de la corde aprés
un tems écoulé quelconque depuis le commencement; dont je confi-
dérerai les principaux inftans: _ '

I. Aprisle tems AD, la corde aura la figure 7, ol la partie AD
elt droite, & la courbure ne (e trouve que dans la partie D¢ E,
le poing ¢ érant dans la plus grande élongarion.

I. Aprés le tems 2 AD, la corde aura la figure AdCeFB, les
intervalles AD, DC, CE, EF émant pris égaux; oules

points
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poiots 4 & ¢ [e trouvent dans leur plus grand éloignement
de laxe.

M. Aprés le tems 3AD, la méme courbure eft avancée fur la
partie DG, les parties AD & B G dant droites &

en repos.

IV. Aprés le tems 4 AD, la méme courbure eft avancée fur la
partic CH, fuppofé que 4 AD foit encore plus perit
que AB.

V. Enfin, aprds le tems AB, Ia corde recoir unc figure ATNB
femblable a la premiere, mais dans une {ituarion renverfée;

aprés quoi les mémes phénomenes reviennent, donr les perio-
des s'achevent dans le tems —— ADB, ou bien de V ﬂr;

{econdes.

23. On voit donc que ce mouvement eft fort’ irrégulier,

& qu'ila’y s aucune parrie de la corde gui fafle des ofcillations ré-
glées qui puiflent éire compasées i celles d’'un pendule fimple, felon
la maniere de M. Bernoulli.  Car chaque pariic n'eft ébranlée que
emtant quelque tems, ot méme fon mouvement a'elt rien moins
que femblable 3 celui de que'que pendule: & pendant un autre
tems la méme partie fe rrouve dans un repos parfair. M. Bernoulls
m'avoit objccté contre ce mouvement, que fi une partie de la corde
gvoit éré en repos pendant quelque tems, il n'y aureit point de railon
pourquoi elle commenceroir & {e mouvoir dans un fens plurdt que
dons un autre.  Mais on n'a qu's luivre pas i pas la progretlion du
mouvement, & ce doute évanouira de foi méme: outre gu'on voit
suifi dans le propagation du fon par I'air, dont le calcul eft fondé fur
les mémes principes, que les ébranlemens propagés ne {e continuent
gue dans un fens, pendamt que la premiere agitation fe répand en

towt fens.
- Con-

Fig. 19.

Fig. 11,
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Confidération du cas, ot la corde n'a été Ehranlée
que dans fon milien.

24. Soit AB encore la méme corde que j'ai confidérée jus-
qu'ici, dont au commencement la partic du milicu CD air écé dé-
tournée dansla courbe CM D, les deux aurres parries AC & BD
ayant été confervées dans leur érat naturel; & que de cer érat forcé
la corde foir relichée {ubitement. Donc, paur en déterminer le mou.
vement, je prolonge la corde de part & daurre en @ & J, en [orte
que Al — Ba — AB, & fur ces parries prolongées je décris dans
une fitnation renverffe les courbes cm & ypd, femblables & la
courbe CMD. Pour rendre la chole plus cliire, je fuppoferai cha-
que partie AC, CD, & BD, précifément le tiers de la corde entie-
re AB. Enfuite, foit O le milien tant de |1 corde que de la partie
ébranlée CD, & je congois la courbe CMD compofée de deux
parties égales & femblables, CM & DM. On voit bien que je ne
fais ces fuppofitions que pour faciliter les conftruétions fuivantes, &
les rendre plus évidentes.

ag. Concevons la corde divifée en fix parties égMes aux
poits E, C, O, D, F, & prenant la corde entiere AB — g,

: Ma z
pour exprimer le tems de V 2¥7 fecondes, aprés chaque (ixicme
partie de ce tems, la corde fera réduite aux figures {uivantes:

I. Apréslertems == 3 AB, les parties EO & FO feront cour-
bées en haut, les éloignemens de axe n’érant que la moitié de
ceux de la courbe CMD, & les parties AE & BF fe trou-
veront encore en repos. L'angle en O ne doit pas choquer,
puisque l'inflexion n’y eft qu'infiniment petire.

1. Aprésle tems — 1 AB, ces deux courbures feront avancées
jufques aux exrrémités, & ferant encore tournées en haur fur
les partdes AC & BD, la partie du milieu CD érant droite
& en repos.

ITL
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I11. Aprés le tems — § AB, route la corde fi trouvera dans fa Fig. 1v.
polition naturelle & reltiligne, mais les parties AC & BD
auront un mouvement pour le courber en bas, celle du milieu

CD demeurunt encore en repos.

IV. Aprds le tems — 2AB, les parties AC & BD feront o Fig. .
feltivement courbées en bas, celle du milieu CD éant en-

core droite.

V. Aprés le tems — § AD, ces deux courbures (& rapprocheront Fig. 17
vers le milieu O, les partiecs AE & BF érant droires &

en repos.

V1. Enfin, aprés le tems — AB, toute la corde {e trouvera dans Fig. 8
un érar femblable 3 celul du commencement, mais dans une fi-
tuation renverfée.

26. Ces deux cas ne hiffent plus aucune raifon de douter,
que les cordes ne (Dyent fufteptibles de mouvemens trés irréguliers,
qu'on ne fauroit comparer avec les oftillations d'un pendule, ni re-
garder comme un mélange de plufieurs vibrations fimples & régulie.
res. Dans ces cas dong, le {fon doit ére trds impur, & quafi varier i

tout inftant; cependant, puisque toujours aprés le tems — V ..E.".;_‘T'
i

la corde rerourne dans le méme Crar, & que ces périodes font régulie-
res, nonobftant les agitations irrégulieres de chague partie de la corde;
le fon principal de la corde (era néanmoins le méme que fi les vibra-
tions étoient régulieres, quoiqu'on y appercoive quelque bruir fort
désagréable.  Cer accident ne doit pas étre regardé comme unique-
ment artaché aux cas que je viens de développer, mais il eit aufli trés
poffible, lors quon ébranle la corde dans toute fon érendue, ce que je
me propole de faire encore voir, pour mertre la Théorie i I'abri de

toute nouvelle objection,

M. de I'Acad. Tom, XXI, 58 Dipe-
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Developpeme:nt-du cas oit fa corde'a recu au’ commencement
la figure Apgrs:B (Tig.19.)

2=, Dans ce cas, je fuppole l'intervalle AF deux fois plus
grand que HF, & je divife route la corde en fix parries égales aux
points C, D, E, F, G, pour rendre la conftruction plus évidente.
Cerre ﬁgure a dnm. deux ventres inégaux AF & BF; ce qui eft
fans contredit un cas qui ne (avroit &re compris dans la {olution de
M. Bernoulli.  Cependant on verra que ce mouvement participe
beaucoup de celui que cer illultre Géometre a alligné aux cordes
deux venrres: la différence n’érant, finon que le mouvement de cha-
que élément de la corde eft irrégulier & rour 4 fair différent de celui
d’un pendule. Mais, nonobftant cetre irrégularité, toute la corde re-
tourne a un érat {emblable & celui du commencement aprés le tems —

V ;:_ié fecondes, que j'exprime ici par la longueur de la corde AB:

or, pendant ce tems presque toutes les parties de la corde acheveront
deux vibrations, mais qui font daurant plus inégales entr’elles, que les
deux ventres du commencement AF, & BF, auront éé inégaux

entrieux.

28. Avant donc continué la figure initiale d'une maniere
renverfée fur les parties prolongées A4 & Ba, ma conftruétion
fournira pour les inftans principaux foivans les fizures que je m'en

vai rapporter:

1. Aprés le tems AC — 1} AB, lacorde aura la figure repréfen.
tée fig. 20. ol le premier ventre S'étend julgu'en G, & la par-
tie BG eft réduite dans (a firvation narurelle reétiligne.

11 Aprésletems AD — $AB, lapartic AD eft droite, & Fau-
tre B1) aun ventre courbé en haur.

111 .:"i rés le tems AE — $ A B, les deux ventres deviennent
ébaux, 'un AE éant tourné en bas, & l'nutre BE en haut.

V.
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IV. Aprésletems AF — £AB, il ya un ventre AF tourné Fig. =
en bas, & la partie BF elt droite.

V. Ap-és le tems AG = $AB, la partie AC eft droite, & Fig. 2.
l'aurre BC & un ventre rourné en bas.

VI Aprésle tems AB, la corde reprend la figure du commence- Fig: =r.
ment, rais dens une firuation renveride.

29. Depuis le tems ——AB la corde reprendra dans un ordre

renver(% les méines figures qu'elle a eves aux tems §AB, 2 AD &e.
& enfin aprés letems — 2 AD elle fe trouvera parfaitement rétablie
dans fon érar premier (fg. 15.): pendant lequel ;ems eliz aura ache-
vé deux vibrarions entieres. Mais durant chaque vibration enricre,
dont le tems eft — A B, les différentes parties de la corde f{eront
portées d'un mouvement rour particulier.  Car le point C paffe
deux fois par l'axe, d’asbord aprés le tems § AB & enfuite aprés le
rems § ADB, la différence érant —— } AB. Mais quoique ce point C
demeure aprds le premier paflage au deflfous de 'axe pendant le rems
— 3 AD, aprésle fecond palfage il nec demeure an deflus de 'axe
que pendant le rems 2AB.  Enfuire il (¢ rrouvera encore au deffous
endant le tems 3 A B, mais depuis il s'arrerera au deffus pen.
dant lc tems £ AB: de (orte que les intervalles de tems entre les
paffages fucceflifs du point C par laxe {ont comme les nombres
3525 3y 4y 3y 25 3,4 &e. & parrant ce point paroirra, pendant le
rems 2 AB, achever 4 vibrarions, mais inégales entr'elles,

30. Une femblable irrégularité regne aufli entre les pafla-
ges fucceflifs par 'axe AD, du point G, mms les points D & I de-
meurent pendant des intervalles de tems égaux — £ A B aliernarive-
ment au deflus & au deflous de I'axe, de forre que ces deux poinrs
femblent achever 3 vibrations pendant le rems — 2 AB.  Pour le

oint du milieu E, il demecure toujours pendant un tems — AB
audeffus & d'autant au delfous de I'axe. Donc pendant que la cor-

de entiere rend un cerrain fon principal, quelques uus de fes él¢-
Ss 2 mens



B 324 B

mens {tmbleront rendre un ton plus haut d’'une oftave, d'autres don-
neront un ton plus haut d’une quinte: randis que d'autres produifent
le méme fom principal. Cependant il faur bien remarquer que, dans
ce cas, l'octave produite par les points C & G eft trés impure,
puisque les intervalles de terns que ces points demeurent fuccelli-
vement au deflos & au deflous de 'axe, font fore indgaux enrreux,
puisque ce ne font que les termes ——3 de la ferie 3,2,3, 4, 3,2,
3,4 &c.  qui s’accordent avec l'octave, tandis que les termes 2 & 4
concourent & produire la quinte & la douzieme.

31. De i on jugera ailément, quelles irrégularités doivent
fe trouver dans le mouvement des cordes, lorsque la figure initiale
aura pluficurs ventres inégaux enrr'eux : lesquelles n'empécheront
pas pourtant, que le mouvement dans (@ totalité ne foit trés régu-
lier: on comprendra aufli que plufieurs tels mouvemens peuvent
érre réunis enfemble dans la méme corde, & cela de la méme ma-
niere que M. Bernoulli a fait voir, que plulieurs mouvemens réuu-
liers s’y peuvent trouver 4 la fois. Dol il faor conclore, que la
folwtion de M. Bernoulli ne renferme que les mouvemens réguliers,
qui peuvent avoir licu dans les cordes vibrantes : & on ne f{auroit
plus dourer que les cordes ne foient fufcepribles d'une infinité d'au-
tres mouvemens irréguliers, que ma méthode découvre tous fans au-
cune difficulté. Cette méme conclufion regarde aufli M. d’Alem-
berr, entant qu'il prétend que I'Analyfe ne s'érend qu'i la dérermi-
nation des mouvemens réguliers, quoiqu’il n'en nic pas 'exiftence,

32. Mais cetre méme circonftance, gu’on a trouvé moyen
dappliquer FAnalyfe 4 des cas, gui en ont pary entierement exclus,
femtle mériter Varrention de rous les Géometres.  Jusqu'ici on n'a
pas cru que Analyfe fur applicable & des lignes courbes mécani-
ques, qui ne fauroient &re rentermées dans aucune équation, ou
qui font deftituées de toure loi de continuié. Cela eft bien vrai &
I'égard de certe partie de I"Analyfe qui ne s'oceupe qu'd des fanc-
tions d'une feule quantité variable, & laquelle an s'elt presque uni-

que-
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quement appliqué jusqu'ici: mais dds qu'on traite des fonflions de
deux ou pluficurs varisbles, comme dans le cas des cordes vibran-
te, 'appliquée 3 doir érre confidérée comme une fonition non fu-
Jement e V'abitifle x, mais avfli du tems r; cetre partie de 'Analyfe
eft trés eflenriellement différente de la précédente, & s'étend méme
i des fonctions dettituées de toure loi de connnuité,  Certte partie,
dont nous ne connoiflons presque encore que les premiers élémens,
mérite {ans doure que tous les Géomerres réunillenr leurs forces

pour la culuver.

DEMONSTRATION RIGOUREUSE

DE MA CONSTRUCTION DU PROBLEME DES CORDES
VIBRANTES,

33. D'abord, jenvifage le probleme des cordes vibrantes
fous ce point de vue, gue lu figure guw'on a imprimée au commence
mient @ la corde, étant domnée, il fuut déterminer le monvement gue
recevra li corde aprés aveir &€ velichée fulitewment: ot 'on fuppofe,
que la figure initiale ne s'écarte quiinfiniment peu de fon érar na-
worel & rectiligne.  Avec cette reftrition, je regarde la figure ini-
tisle comme une courbe quelconque, fans me merttre en peine, {i
elle peur ére exprimée par quelgue équation, ou fi elle eft décrite
d'une maniere irreguliere quelconque. Dans 'un & l'antre cas, il eft
également certain que, dés que la corde fera relichée, elle fera aulfi
mife en mouvement ; & la recherche de ce mouvement doir &rre
regardée fans doure comme um problems trés réel, qui mérite &
tous égards lateention des Giéomerres.  Si UAnaly(e eft fuffifanre 3
le réfoudre ou non? c'elk une queltion rowr 4 fair érangere; & i
la [olution elt impotlible en pénéral, Fimpoffibilité ne {e manifeltera
que trop rot dans les recherches qu'on doi entreprendre pour ar-
river & la folunon.

34 Soit donc la longueur de Ia corde AB =2, que je

duppole par tour également épaifle, fon poids =M, & la force
Ss 3 dont

Fig, 4.
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dont elle eft tendue —=TF. Cela pofé foic AMB la figure, quon
a dabord imprimée & la corde, & qu'aprds un rems quelconque de ¢
feconde elle air été rédvite 4 la figure AYB, qui comme Jinitiale
doit néceflairement paffer par les deux termes A & B, ol la cor-
de eft fixée. Donc, pofant pour cette conrbe A Y B une abfciffe
quelconque AX — ., &l'appliquée XY —y, il eft evident que ¥
fera une certaine fonétion rant de I'abfciffe AX — » que dutems#,
de {orre que l'appliquée y doit érre confidérée & rruitée comme une
fonction des deux variables x & ¢, d’oti I'on comprend ce que figni-

. : dy\ (dy ddy\ (ddy
fient ces formules différentielles (,_7})’ (-E) & 7=5) E)'

Tl et bon de remarquer iei, que la formule (%) exprime la vi-

teffe dont le point Y s%éloigne de I'axe, & que cerre virefle eft dé-
terminée par l'efpace qui en feroit parcouru dans une feconde,

35. Pour dérerminer la nature de cette fonétion y, les prin-
cipes de Mécanique fourniffent cette équation différenticlle du fccond
dd F dd

degré (d_t% e Lﬁ:ﬁ dxf » ot g marque la hauteur d'od
un corps pefant tombe dans une feconde. Je ne m'arrére point 3
démontrer cette formule, puisqu’elle el reconnue juite de tous ceux
qui ont traité cetre mariere, fans aucune conteftation. Aufli I'inté-
rion ne fauroit ére révoquée en doure, d'autant plus que M.
d’Alembert lui-méme en eft le premieur Inventeur.  Or, pofant
pour abréger 2 1;: § — ¢ ¢, lintégrale complere de cetre équa-
ionelt y= T: (¥ =+ ct) 4 O: (x — ¢t) od les ca
racteres I' & A marquent des fonétions quelconques des quanti-
tés + —+— ¢t & x — ¢t.  Ceue double univer(alité eft in-
troduite par la double intégration qui y a conduit.  Car, dans ces

fortes d'intégrations, telles fonétions indéterminées tiennent lien des
conitan.
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conftantes arbitraires, que les intégrations ordinaires renferment.
Ce qui diftingue effentiellement Vinrégration des fonélions & deux
variables de celles qui n'en renferment qu'unre feule,

36. On ne fwroit fe former une plus jufte idée d'une telle
fonftion nénirale qu'en conzevant une courbe quelconque, décrite
fur I'axe A B, ol prenant une abftiffe égale & x + ¢ ouda x—oy,
Pappliquée repréfentera la dire fonction. Ainfi on n'aura qu'd con-
<evoir deux relles lignes courbes, I'une pour repréfenter la fonition
marquée par le caractére I', & Vaotre pour celle du caraétére O;
jemployerai ces mémes caraétéres pour déligner ces deux courbes.
Ayant donc décrit deux relles lignes courbes I' & A fur 'axe AB,
qu'on prenne dans la premiere I' 'appliquée qui répond & Pabfcille
x 4 cf, & dans l'autre A Pappliquée qui repond 4 l'abfifle &+ — c2:
alors la fomme de ces deux sappliquées fournira une rtelle valeur
pour %, qui convient infailliblement & [I'équation différenticlle

(‘j’;f - ¢ (%—f : d'ol l'on voit que cette (olution eft infi-
niment générale, puisquon peut tirer les deux courbes I' & A 3§
volonté, Je remarque feulement que, puisque la valeur de y deit
&rre extrémement petite, on n'a qu'd multiplier la fomme des deux
dites appliquées par une fration trés perite, va qu'il eft clair que,
fi & I'équarion différenrielle f{ansfait une valeur y = w, il (arsfera

i

1000
peut faire le coéfficient = avfli perit qu'on voudra.

auffi la valeur 9 — , & en général y — mu, de forte qu'on

37. Maintenant il ne s’agit que dérerminer les deux cour-
bes I' & 8, qui jusqu'ici ont éé arbitraires, en forte qu'elles con-
viennent aux conditions que notre probleme renferme. Il en eft
ici de méme que de tous les problemes donr la folution f& trouve
par des intégrations, ou les conftantes arbitraires que chaque inté-

gration iptroduic dans le calcul, doivent toujours étre dérerminées
pa
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par les conditions du probleme.  Or, dans notre cas, la principale
condition ¢ft, qu'au commencement, ou polant £ — o, la figure de
la corde provienne précifément la méme que celle qui eft preferi.
te AMB. Polons donc le tems ¢ — o, & la valeur de y, qui
fera y — I't x4=0: x, doit devenir égale i lappliquée XM
de la courbe donnée: ou bien les deux courbes T" & A doivent éure
telles, que la fomme de leurs appliquées, qui répondent i la'méme
abftilfe A X — x devienne =X M. Confidérant donc I'une des
deux courbes I' & & comme donnée, lautre fera dérerminée par
cette condition : il faur donc chercher encore une autre condition
renfermée dans le probleme, pour déterminer entierement toutes
les deux courbes I' & A,

38. Certe autre condition elt contenue dans la maniere
dont la corde elt relichée de fon érar initial forcé, puoisque nous
{uppofons que dans cer inftant Ja corde n’a encore aucun mouve-
ment, Deld, prenant le tems ¢ — o, il faur que la vitefle de chaque
point de la corde évanouiffe. Or, en général aprés le tems ¢, la vite(le

d
du point Y elt = (TTE)‘ ou bien — eI (x+ct)—cld’: (x—c1),
o T/ & 0/ marquent les fontions différenticlles, en (orte que fi
nous pofions I': # Z= v, nous aurions ' 2 — j_:,-‘ sinfi TV & A/

feront repréfentés par des courbes, dont les appliquées font les ran-
gentes des angles dont les €lémens des courbes I' & A font incli-
nés 4 I'axe AB. Polons maintenant le tems ¢ — o, & la formule
¢ T’ ¥ — ¢ O'; x exprimera Ja vitefle du point M de la corde an
commencement, laquelle devant &ire —o, nous aurons I': ¥ =A% »,
Donc, puisque ces devx fonétions différentielles {ont égales entr’elles,
les intégrales T': » & A: x le ferone aufli, vu qu'elles ne diffé-
reront que d'une quantité conftante, ce qui revient au méme que fi

nous pofions I': & = A x,
y 39.
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39. Donc, puisque la premiere condition exige qu'il foit
I x == A: x — XM, &lafeconde T': £ — A: x, toutes les
deux courbes arbitraires (e trouvent maintenant déterminées par I'étac
initial, & onaura I': ¥+ — A: »x — §XM.  Ces deux courbes
feront donc égales entr’elles, & leurs appliquées partour égales 4 la
moitié des appliquées XM de la figure initiale, de forte que ceue fi-
gure nous fournit I'une & l'autre des courbes ' & A.  Ou bien la
figure initiale elle-méme AMB pourra fervir 4 repréfenter les deux
courbes T' & A, pourvu que nous éabliflions notre équation fous
cerre forme:

XY=y=il:(x4et) + §T:(x—rct) dcaufede AT,
ot les formules T': (x -4~ ¢#) & T': (¥ — ¢¢) marquent dans
la courbe initiale AMB les appliquées qui répondent aux abltifles

x =4 ct & x — ct. Deli on connoitra aufli aif@ment la vitef-
fe du point Y, tendante 4 'éloigner de 'axe par certe équation

* i

it) — 3 I: (x = ¢c2) — E I'": (x — c2).
go. Pour trouver done, aprés un tems quelconque de ¢ fe-
condes, I'état de la corde, ou bien la pofition de chacun de fes points,
qui dans Iétat naturel (& trouvoit en X, on prendra fur I'axe de part
& d'autre de ce point X les intervalles XT — Xz = ¢#, pour
avoir les abftiffes AT — x = ¢c2, & At — » — ¢t
Aux points T & ¢, on tirera les appliquées TV & tv i la courbe
initiale de la corde AMB, & la moitié de la fomme de ces deux ap-
pliquées donnera I'appliquée cherchée XY, pour la figure que la
corde aura 4 prélent.  Mais ici on rencontre une grande difficulté,
lorsque "un ou l'autre des points T & #, ou rous les deux, rombent
au deld des points A & B, fur I'axe ot lz corde ell fixée: on voit
bien que, pour cet effer, il faut continuer de parc & d'autre la courbe
initiale AMDB; & comme rourtes les objections qu'on a faires 4 ma
contruction, roulent fur la maniere de certecontinuation, je richerai
Meém, de I Acad, Tom, XXI, Tt de
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de la mertre entierement hors de doute, en établiffant de la manie-
re [oivante. '

41. Sila longueur de la corde AB éroir infinie, certe difficulté
évanouiroit; concevons donc la corde continuée i l'infini des deux
ciiés, &rendue par laméme force F; & nous auronsd examiner cetre
queftion, s'il ne feroit pas potlible de donner 4 cette corde infinie une
telle figure initiale, que la partie AB en recoive le méme mouve-
ment dont elle eft agitée actuellemene? Car, fi cela eft poflible, nous
n'aurons qu'a prolonger dans la penfée la corde AB d Vinfini, & lui
{foppofer ladite figure initale par route fa longueur; d'odl il fera ailé
enfuite de dérerminer le mouvement de la parue A B pendant toure
fa durée.  Je me flatre que cerre fiction, donr on fair trés (ouvent de
femb ables presque dans toures les recherches, ne rrouvera aucune
contradiction; aulli ne décidé- je pas encore fi cette nouvelle queltion
elt poflible ou non? Mais, fi elle el poilib’e, perfonne ne fauroir plus
nier que cette confidératiun ne nous conduile & la connoiffance du
véritable mouvement dont notre corae AB fera cgucée.

42. Or la corde AB n’ft terminée aux poims A & B,
qu'entant que ces points demeurent immobiles pendant rout le mou-
vement; done, qusnd méme la corde ferour drencdue au dela des er-
mes A & B, mais que fon mouvement feroir tel, que les poimis A
& B demeuraflent toujours en repos, la partie AB avroit fans doute
le méme mouvement que fi la corde AB éroit fixée aux ponts A
& B, & que les parties prolongées en fuflenr entierement rerran-
chées, pourvu que Ja méme tenlion y foir conftamment - onfirvée.
Maintenant, aprds avoir établi ce principe incovtettable, il eft évident
que, I la corde AB éroit feulement prolongée en 4 & 4, de forte

ue Al — Ba — AB, & qu'on elr donné aux parties prolon-
gies Al & By, les figures renver{ées de celle de AMDB, comme
jai expliqué ci- deflus; les points A & B demeureroient en repos,
du moins tant gue les points T & ¢ ne palient point au deld des

rermies a & &: & il elt bien certain que le mouvement de AB fera
pré-
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précifément le méme que G les parties Al & Ba éioient re-
ganchées.

43- On ne fauroit donc plus avoir le moindre doure, que
par la nature méme de la queftion la courbe A M B ne doive étre con-
rinuée au moins par les intervalles Al & Ba, felon la loi que jai
érablie ci- deflus; & les rafons que j'ai alléguées pour ces deux inter-
valles, ont également lieu pour tous les autres qu'on v voudra ajouter
au deld 4 l'infini.  Ainfi, quand méme la courbe AMB feroir régu-
liere & auroir {a continuation naturelle, comme i c’étoir, par exem-
ple, un arc de cercle, certe continuation narurelle n'enrreroir ici pour
rien en compte, & il faudroit rovjours fur les lignes Al & Ba dé-
crire de femblables arcs de cercle.  Quelque choquant que cela puifle
paroitre 4 quelques Géometres, j'e(pere qu'on ne trouvera plus rien
a reprocher & ma conltruction, 4 laguelle on ne fauroir plus refuler la
plus grande généralité, puisqu'elle s'érend égzlement 4 toutes les figu-
res pollibles, dont la corde A B elt (uiceprible au commencement.
En effcr, qui pourroit nier qu'il ne fir pollible de donner d’abord 4 la
corde la figure AMCB, compofée par exemple d'un arc de cercle
AMC, & d'une ligne droite CB, quoique l'une de ces deux parties
ne {oit certainement pas la continuation naturelle de 'autre.

Mais, quoique certe conftruction foit tirée de 'équarion
intégrale y == T': (» =+ ¢#) -+ A: (¥ — ¢¢) qui renterme
la folution du probleme, M. d'Alembert femble nier qu'elle fatisfal:
fe i I'équarion différenticlle du fecond degré %{%—} = & %),
que la Théorie fourait immédiaremenr. 1l allegue quelques difficul-
tés, auxquelles il faur encore répondre. Or dabord, comment peut-
on douter de la bonté d'une conftruétion . lorsqu'elle eft parfaitement
d'azcord avec I'équation intégrale, qui contienr la folurion du proble-
me, & cela, fous le prérexre qu'elle ne comvient pas parfairement a I'é-
quarion dittérenuelle, dlod intégrale elt tirbe,.  On a déjd réfolu rany
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de problemes par le moyen des intégrations, & perfonne ne s'eft
encore avi{é de révoquer la folution en doure; d'autant plus que ¢ :ﬂ
toujours des équurmns inrégrales, qui fourniffent les conftruétions,
& tant qu'on n'y peut pas parvenir, on ne fauroit fe vanter d'une
folution parfaite.

45. Mais voyons quels {ont les inconveniens gu'on ren-
contre en remonrant de notre conftruction aux formules différen-
tielles du premier & fecond degré. Soit donc AMB la figure ini-
tiale donnée a la corde A B, 4 laquelle on air conltruir fur la pro-
longation Ba — AR la figure femblable amB dans une firvation
renver(ée : de forte quaprés le tems ¢ en prenant des intervalles
PT — Pt = c¢, le point P pris i la diftance AP — x {& trou-
ve éloigné de I'axe au deflus de lintervalle y — } T (v = c2)
= 3T (x—ct) == 3(—tv 4+ TV), dcaufede TV=T: AT
& —ty — T Az, puisqu'onaengénéral PM —T: AP =TI
Maintenant, qu'on conftruife la courbe A’ M/ B’ &' 2/, en forte

_4PM_dTix _
=AAPTT gg =2
ce qu'on fera en prenant une certaine ligne pour unité.  Donc,
puisque

(j—F) —iT:(x4=ct) = FT: (x=—ci)

que fon appliquée foit — P M/

& j—T —-—I": (x—=ct) — %T": (r—rc1)

on aura par cette nouvelle courbe :
dy ¢
— T Lo f — — it L Y J‘
(ﬁh_ =3 (=t 4+TV) & (ﬁ _3{ tv! =TV
d 5
dont la derniere formule (j—? exprime la vitefle du point P de la

corde dirigée en haut aprés le tems 2. Aun refte, il eft évident que
les
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les appliquées de ces courbes, qui rombent dans la figure au deffons
de l'axe, doivent &rre prifes négatives.

46. Certe ligne A’ M’ B’ m’a’ eft bien tirée dans la figure
d'un trait continu; mais on objefte que fi la courbe A M B n'éroit
pas continue, & qu'elle elic des angles, il en réfultervic des inter-
roprions dans la hgne A’ M’ B’ m' o/, Mais comme la premiere
condition de notre probleme exige, que non feulement roures les
appliquées de la courbe A M B, mais aufli les angles dont rtous
fes élémens fonr inclinés & 1'axe, foient infiniment pertits, de tels an-
gles qu'on veur foppoler dans Ja figure A M B, font déji exclus,
n'étant au plus qu'infiniment petits.  Mais, quand méme il y auroir
quelque interruption dans cerre feconde ligne, elle n'affecteroit qu'un
¢lément, & partant ne troubleroir pas la folution. En tourt cas, on
n'auroit qud emoufler infimment peu les angulofités dans la figure
A MDB, pour faire évanouir cet inconvénienr, & psr cela méme,
qu'on n'aurcit changé gqu'infiniment peu fa figure A M B, routes
les conclufions qu’on en tire, demeureront toujours les mémes. De
telles objections font entierement femblables 4 celles qu’on a d’abord
faites contre le calcul des infiniment petits.

47. Or ces inconvéniens deviendront encore beaucoup plus
confidérables quand on remonte aux différentiels du fecond degré, ot il
faur décrire une nouvelle ligne A"M"B"&' a" de la précédente
A'M' B/ m'a’y dela méme maniere que celle-cia éeé formée de la f-
gure AMBma. Car, puisque la ligne A'M'B/m'a’ peut avoir
en B’ un angle plus conlidérable, on obnendra deux lieux pour le
point B, I'un au deffous & T'avtre au- deflus de I'axe, ce qui femble
rendre incertaines les farmules différenrielles du fecond degré qu: ren-
ferment les accélérarions inftantanées.  En effer, pour le point de la
corde P, aprés le tems ¢, on aura par cette rroifieme ligne:

ddyN _ ;s ru, 1 Tl — H_T\i

(H'.r“) = 31" (atet) + 3T (a—ct) = § (0/'=TVY),
e = f;r”: (x+et) + ‘E T (mct) = i;(w”—-TV”}

dt?
Tt 3 Dene
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Done, file point ¢ tomboit en B, on feroir incertain, * fi pour ¢/,
on devroit prendre l'appliquée pofitive ou négative BBY,  Mais,
quoiqu’on y commette quelque erreur, cette erreur n'affeftera qu'un
feul élément, & fera par conféquent fans aucune conféquence, érant
toujours infiniment petite.

48. Drilleurs, nonobltane cetre incertitude, on aura toujours

ddyN ddy 1 . . _
ouvertement | - ) = cc | -5 ), ce qui ¢tant I'équation princi-

pale, i laquelle la Théorie conduit immédiatement, il eft évident que
notre conftruction lui fatisfaic aufli bien qu'a 'éguarion inrégrale quien
a eté conduire.  Et aprés tour cela, on n'a qu'd émoufler infiniment
peu langle B' dans la feconde ligne, pour réunir les deux points BY
& B" en B, & faire évanouvir par ce moyen routes les difficuleés,
Le changement qui en réjaillira fur la premiere I:t}l_[[‘bg} AMBma, ne
fera aulli qu'infiniment peric, & parrant ne changera rien dans ['étar
initial de la corde, d'ol la dérermination du mouvemenr a éé rirée,
Toutes ces objetions font done précifément de la méme nature, que
celles qu'on a faites autrefois contre le calcul différentiel, en lui re-
prochant que dans certains élémeus quelques particules n’évanouiffent
point, gqu'on néglige néanmoins 4 V'égard des autres quantirés.
Comme aujourd’hui ces doutes font entierement diflipés, ceux qu'on
fait contre cette dérermination du mouvement des cordes, tomberont

aulli d’eux - mémes.

ECLAIR-
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