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PROBLEME

L]
UN CORPS ETANT ATTIRE EN RAISON
RECIPROQUE QUARREE DES DISTANCES VERS DEUX
POINTS TFIXES DONNES, TROUVER LES CAS ou' 1La
COURBL DECRITE PAR CE CORPS SERA ALGE-
BRIQUE, '

REsorLv par M. EULER.

Vnﬂl un probleme qui paroit aufli imporeant que difficile. On
convient aujourdhui, que I'Aftronomie feroit portée au plus
haur degré de perfection, fi Von trouvoir moyen de dérerminer le
mouvemient de trois corps, qui s'attirent mutvellement en raifon réci-
progque guarrée des diftances.  Mais tous les foins que les Géometres
ont apporiés julfu'ici pour cet effer one ér¢ inutiles; ils y ont rencon-
iré du cdré de I'Anaiyfe des obltacles invincibles, malaré les grands
progrés qu'on a déja fairs dans cerre érude. Donc tous les pas
qu'on puifle fuire pour approcher de ce grand but, feront trés impor-
tans. C'ett dans cette vue, que je me fuis appliqué i la queftion, o
deux corps érant fu:polts hives, on demande le mouvementr d'un
troifierne, qui y (eroir arriré fuivane la loi mentionnée.  Je erois que
tous ceux, qui voudront entreprendre la folurion de ce probleme, y
trouveront des difficultés, qui leur paroitront presque auili infurmon-
tables, que dans le grand probleme fondamental de PAftronomie.
Du moins, tant gu'on ne (uroit furmonter ces moindres difficultés, on
efjpéreroit en vain de furmonter les plus grandes.  Or c'elt aprés
bien des eflais inutiles, que je fuis enfin parvenu 4 la folurion de ce
dernier probleme par on hezard occafionné par une erreur finguliere
qui m’y a conduit.  Ayant trouvé certe folution jai remarqué, que
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parmi I'infinic variéré des courbes, que le corps atiré vers deux cen-
tres fixes peut décrire, felon la vitefle & direétion qui lui aura éé im-
primée au commencement; il y a des courbes algébriques, dont la re-
cherche demandant une addrefie rout nouvelle de 'Analyle, me pa-
roit 4 tous ¢gards digne de Partention des Géomertres, & ceit le fujet
du probleme que je me propole de rraiter.

Four y réufir il faur expédier les articles fuivans:

Premicvement, il faur chercher les formules différentio - différentiel-
les, quirenferment en général la dérermination du mouve-
ment du corps.

En fecond lien, il faut intégrer ces formules pour avoir des équations
différentielles du premuer degré, qui contiennent les loix du
mouvement.

En troificme kiew, il faut ramener ces équations d la (Eparation des
variables, pour conltruire le probleme par des quadrarures,

En quatrieme lien enfin, il $'agir de dérerminer les cas, ol la courbe
décrite devient algébrigue.

Ces quartre erticles, dont je déveloperai chacun éparément, mene-
ront i la folution du probleme propofé,

PREMIER A RTICLE
1. Soient A & B les deux centres de force, & qu'un

corps i la diftance = 3 foit attiré vers A par la force —= %r, &

B
vers B par laforce — =3 de forte que A & B marquent la ver-

ra attraétive abfolue de ces deux centres.  Soir outre cela leur diftan-
ce AB — a, & que le corps attiré par ces deox centres, du mouve-

5

ment duquel il eft queltion, fe trouve i préfent en M. Nommons
Ff 3 fes

Planche VI
Fig, 1,
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fes diltances aux centres de forces AM — v, & BM — u, les
angles BAM —— ¢, & ABM = 1, de forte que
a finy afind
e & w = A
= @+ fin (¢ —+ )

Ayant ticé de M 4 AD la perpendiculaire MP, polons outre cela
AP = x, & PM — y, & nous aurons:

y—=vcold; y—vind—ufiny, & BP—a—ax—ucoly

2, Cela pofé, le corps M érant actiré vers A par la force

— %, la décompofition de cette force donne pour la direttion AP
o

lz force — — % — ﬁ:':i{, & pour la direction PM la
force — — t—-f — f‘{l—z—g Enfuite Pattraétion du centre B
dont la force elt — r_.-]};: donne par une femblable décompofition
pour la direftion AP la force — 4 Bie ;;T %) e N 5 HT‘:‘;E?,
& pour la direction PM la force — — I—j% = — BT:T—“, de

forte que le corps M eft [ollicité felon les directions fixes de nos
coordonnées AP & PN cnwour:
Ax Bia == x)

l
|

felon AP parla force =

l||.'| I-'I [
A B
felon PM par la force — — ﬂ—f —_— -H-;

Il eft évident que je parle ici des forces accélératrices, & que
je fuppofe le mouvement du corps M (e fairc dans le méme plan
avec les centres de forces A & B.

3. Soit
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3. Soit maintenent I'élément du rems — dr, qui érant pris
pour conftant, les principes de Mécanigue nous fourniffent ces deux
équarions différenrio - différenrielles:

Ax Bla — 'r})
T g 1
2dx = agar ( =

|
v

A B
ddy — :gn’t’(— ﬁ'-_ ﬂ_-j’ :

el g marque Une certaine confltante introduite pour ramener les con-
clufions 4 des mefures ablolues. DMais, comme ici i ne s’en agic point,
il n’elt pas nécelfaire d’expliquer ce qui regrarde la valear de cette let-
tre g, il fufhe de la regarder en général comme une conftante.

SECOND ARTICLE

4. Pour trouver les intégrales de ces deux équarions diffé-
rentielles du fecond degré, je remarque d'abord que, puisque

ve — xx 4+ ¥y, & uu = (a — x)* 4 ¥y,
il y a, en différentiant:
vdv — xdx 4=3ydy; & wdn ——(a—2x)dy = ydy.
Done, multipliant la premiere équation par 2 dx & l'autre par 2 dy,

leur {omme donnera:
adxddx } :@J@:.;gﬁ#(— i o) PO o )
i

qui fe réduirt & cerre ¢quation intégrable:
adrddr —- 2dyddy = 4ga':=(
dont l'intégrale eft évidemment:
A B C
d5* = dy = qgdrt (5 + 2 + D)
i

ol C eft une conftante inrroduite pour rendre Pintégrale complette.
5. Si

Ady Bd’n)
v un )
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. Sil'on veut, outre les diftances v & w, inrroduire les an-
gles £ & =, i caufe de
dx —dvcol¢ — vdlling, & dy—=dvfin - vdcolg,

on aura

dat = dy?* = dv* —= vvd®,
& encore par une {emblable maniere:

dx? = dy* — du* -~ uudy?,
od il faut remarquer que }J/ (dx? —— dy?) marque I'élément de la

courbe, décrit pendant le tems 4¢; & partant le quarré de la virefle,

que le corps aura en M, fera proportionnel d cette formule %{-g -I-E.
a

Au refte I'équation trouvée dans le §. précédent fera
dvr A= wvder = agde (5 4 4+ L),
i

6. Mais, avant deux équations différentio-diff¢renrielles, il en
faur chercher encore une intégrale, ce qui ne parcit pas fi ailé.
Pour cet cffet je change les équations principales dans les formes

{uivantes:

#ffﬁf.-yﬂ'ff-I‘:w”'f’(— I:TT :—.gn“rﬂ.‘;‘_“_",
il
o Aay\ __ fin

(a—x)ddy + yddx.— :ga“tt(— = 2 g Ads, ?;f‘

ol je remarque gque xddy — yddx clt le différentiel de xdy
— ydx, & (a—x)ddy — yddx le différentiel de (a—ux)dy
—- ydx.  Or, puisque ¥ — veol ¢, &y = vfind, mnous
avons xdy — ydx — vvd¢, & puisque @ — x — u colw,
& y — ufinn, nous avoms (¢ — x)dy = ydx — wudy,
d’oll nous tirons ces deux équations:

; finy ez finé
; &(ﬂpﬁg}z—zgﬂiﬂﬁt‘.ﬁ 3 & J{HH&?,’IJ_.,'— *gﬂﬂ"”’:';?'
=. Mul-
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=. Mulriplions-en la premicre par wudy, & Pautre par
ved¢, pour avoir leur fomme
twet. . d (vvdl) + vodg. d (uucn) = + 2@131*'(- Ad¢ fin{ — B. 7 {inn),
dont l'intégration fournic:

veund?dny — 2gadt? (A col¢ 4= Beoly 4 D),

qui érant jointe i celle que nous venons de trouver

B
dv* == vvdl* — 4zdt* (% } v | %),

renferme la détermination do mouvemenr.  Or maiatenant il elt aifé
d'en éliminer '¢lément du tems 4¢, d'olt nous parviendrons & cerre

équation
a(dvt -4 vedl?) (A cold -—i—- Beoly 4= D) =

avvundldy (_ -1-- -|- )‘

qui exprime la nature de la courbe du:rm: par le corps M indépen-
damment du tems.

TRODIS1TEME ARTICLE.

8. Pour intégrer certe équation, fi cela fe pouvoit, ou pour
en trouver {eulement la conftruétion, 1l faut obferver qu'elle ne con-
tient en effer, que deux variables, puisque les angles ¢ & 1, dépen.
dent des ditkances v & n, & réciproquement.  Si nous en voulions
¢hminer les angles ¢ & %, nous parviendrions 4 cette équarion en-
tre ¢ &

Alaa4ve—uu) Btrm{—zm'—-tm}-f- Dy

((HJB—#JR}:HJHJH) -I—nmfm'.*ﬂ( = = —

((aa—vv—uw)dy 4 200di)((an—vv—uu)du + 2uv d’u‘;(% 43 B -I-E

Mim. de I Acad. Tom. XVL Gg Mais
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Mhuis je crains fort que routes les peings ne (eroient inutiles; qu'on
voudroit bien fe donner pour réfoudre cette équarion i embarrafiée,
ol mémeles différentiels dv & ¥ montent 3 deux dimenfions.

9. Il vaudra donc micux éliminer les diftances v & « par

S a l‘nq it ri‘lf
les formules v — e ey & u ﬁn Ry Or,

pour la formule dv? —4— vodd* = dx® - d:,r , fervons- nous
plutor des exprellions

acofl¢ finy afin g finy
—vcofd = & y—= vfind = :
$= in@—4-m’ 7 < fin (¢~ 1)’
d’oli nous tirons par la difierentiation
_ — ad{ fingeoly —— adn i I"r:g"'t:t:lnl"'(fh
= ¢ o W P (B
d
s rJ..ff'nq 4 adn{ing?

fin(¢ +— n)* ’

& en ajourant les quarrés, nous aurons:
B o aafd S“hn’q ~]=J1;"ﬁn§’ 22¢mfind finy col ({4 q)_]
= TYEED
qu'il faue muldiplier par a(A col¢ —— B coly -}~ D) pour avoir

le premier membre de notre équartion.

a* fin¢* fing?®
fin (¢ —+ n)*’
204 d¢ dnfinl? finn?

10. Enfuite, ayant vorun — nous aurons

syvvnudd dy —

, qulil faur mu.hiplier par

fin(¢ —+ )
(hﬁn(g‘—l—*'ﬂ . Bfin(¢ 4+ 1) c)—'.
finy ' fin ¢ ; a’

pour
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pour aveir le ftcond membre de notre équation, lequel (era par con-
féquent:

20342 finl liny
fin(¢+1)*
qui doit érre égal
a’(dSfion? +dn* ind* —24anlinfingcol d +1)) .
fin [{-}*1}}" (hcnf?{-ﬂmﬁ-}- DJ.

Divifons de part & d'aurre par

(Afin¢ fin($4y) + B fing fin ($+1) + Clind finy),

FL
fin(¢ ~= nj*’
(d¢* finy? + i (ind?— 2d¢dnlin¢linncofl{¢ 4 n' (Acol? 4+ Beoly + D) —
2d¢anlindfiny(Alindlin(¢ +9)+ Blingfin(¢+n) 4 Ciindfiny),
qgui {& réduit & cerre forme plus fimple:

(d¢* finy® + dn® ind?) (Acof¢ + Beoly + D) =
2 d¢dylind finy (Acoln 4+ Beol¢+ Clindfing 4 Dcol(J+1)).

& nous aurons

11.  Puisque col(¢—=n) == coldcoly — findfinn, po-
fons C — D = E, delorte que C — D -~ L, & notre équarion

(era repréfentée en forte ] _
- ' I
ey ing? 2 finglon 2 Beool Ly
Pofons pour abréger
A cofn == Beof¢ = D col¢ colyy == E fin¢ fing = P,
Acof¢ 4+ Beoln 4+ D = Q,
& l'extraétion de racine de notre équation donncra

__ dnfind (P =+ V(PP — QQ)

d¢ finy = Q. 3
. d¢fiam _ P - V(PP — QQ)
ou bien ﬁ‘iih? — — Q ]

Gg 2 Qr
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P+ Q-+ V(PP — QQ) _ V(P + Q)
P— Q4+ VPP — QQ) — V(P — Q)
notre équation (era réduite & cetre forme moins embarra(fée:

d¢ finn = o an’ V(P 4 Q)
é¢ finy — dl;limg' Ve — QY

Or, puisque

12. Puisque les variables ¢ & n font encore extrémement
mélées enlemble, pour voir plus clair, faifons ces {ubitituons

d¢ ﬂ’p P dn J.r‘?

tang 3 —p, & 1ang jn=—g, pour avoir F_g’"_' fing— f‘

& notre équation prendra cette formule:;

9ép - rdy .5, -+ Q

gdp — pdg — " P — Q
Orilya

P+ Q=(A+ B)(col? + cofy) + D(cof¢ cofy+ 1) + Efind finn, &
P—Q=(A + B) (cofd—cofn) + D{colZ cofy—1) + E fing finn,
Mais, ayant en verta de notre (ubftitution:
P . 1

fi = (3¢ =
=G +FFJ S =V ey
iniy = s Iniy— : ;
, V(i + 79) V{1t = g7)
nous en lirons:
’ 2p _1—rr = B __T—gg
finc—= ; €O finy = —I—: — 14
=Tt s S o 1494’
& il refte & fubftituer ces valeurs dans les formules de P - Q

&P — Q

13. Or
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13. Or ces {ubllticutions donnent:

cof ¢ ~4-coln= I:i; 5 I:ﬁ =0 :—PFJ{I+¥T)1
Sl = o R ESS
fog =g +FP§F€T’ —+ 79)

iyl = e — s = G
cof ¢ coly — '—EIIE:}JE:I,?;; I:(:—i—:;';.}(t-fﬂf;f

De 13 nous tirons
P4+-Q __ (A4=B)(1—prgy) —+ D (1 ——ppgr)—t-2Epg
P—Q_— (A—B)(pp— 99) — D(pp—+g7) +2Epq’
ot il arrive fort A propos, que le numérateur eft une fonction de pg,
& le dénominateur une fonétion homogene de deux dimenfions
de p & ¢

14. Cere belle propriéré nous engage & cette fubftirution
»

7= &—E::, de forte que pp — rs, ﬁcﬂ?:?;

& de i nous aurons
P—i—Q (A-—I—E}{I-—-—rr}-l-[](l -rr)— 2Er I
P—Q = [’J‘..—B){::-—~—-J}~#-D{H-|—IJ+ 2Es g9’

ou bien
P4+Q s A4+B4D-2[r (A—4=B—D)rr
P—Q — v "'B—A—D 4 2Es —(B—A—4-D)rs

Gg 12 | Or
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Or les mémes f{ubftirutions fourniflent
d
gdp ~ pdg = dr, qdp — pdg = qqds = =,
gdp = pdq __ sdr

e gdp — pdy — rds

Par con(€quent, nous obtiendrons par ce moyen cette ¢quation {éparée
dr
V(A + B4+ D)r 4+ 2Err — (A+B—D)r3) —
ds
V(B — A —D)s 4 2kss — (B—A 4~ 1)s3)’
laquelle pouvant étre conitruite par des quadratures, ou méme par

des arcs de (zétions coniques, elle fournit la conftruétion de la cour-
be cherchée.

15. Ayant ainfi réufli & trouver vne équation différenticlle (2
parée pour la courbe décrite par le corps M, _je ne miarrérersi pas &
dérerminer la loi du mouvement.  On n'a quid prendre 'une ou ap-
tre des équations du §.7. & en tirer la valeur du tems £ En faifant
le caleul, qui pourroit paroitre d'abord fort ennuyant, mais qui (e ré.
duiz 4 la fin 4 une Lelle {implicité, on trouve

dtVzg __ dv Vv
Wﬂ_ o (I—F.}iv{h D= ——z2Er (A—+DB I}}j-r}
dsV s
+

(1==5)*V (B—A—D—-2ls — (B—A 4D s
Au refte les deux lettres D & T. marquent des quantités conftanres,
qui dépendent du mouvement qui sura éeé imprimé au corps dans Je
commencement,  D'ol il elt chir que, felon les diverfes valeurs de
ces deux letrres D & E, les courbes décriges peuvent varier a l'infini,-
dont la plupart feront ouvertement des coutbes tran(eendantes, ce-
pendant il y en a aulli d'algébriques, comme nous le verrons bicntor.

Qu A-
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QUATRIEME A RTICLE

16, 1l s'agit donc de déterminer les cas, ou les valeurs des
conftantes D & E, ou le rapporr des quantités » & s, puiffe &ire
exprimé par une équation algébrigue.  Or le rapport de leurs diffé-
rentiels érant

dr —
V(A -+ B+ Dyr 4+ 2Err — (A—+DB—D)r?) =
dar

(B A Dy -~ 2bss — Eﬁ—ﬂ+ﬂjr3_]*
je le repréfenterai pour sbréger en forte
ar ds

Viar -+ 2Err 4 £#7) = Vys 4 2Ess = d53)’
de fortc gue

a—A+B+D; E=D—-A—-B; y=B—A—-D; {—A-B-D,
ol j'obferve que, s'il éwoit @ =— 7y, & & = ¢, le rapport entre »
& s pourroit étre exprimé algébriquement.  Mais ce cas ne f{auroit
avair liew, A moinsqu'ilne fit A — o, & D = o, cequieitle
cas otl le corps M feroit atiré an feul centre B, qui eft déji s
connu d'ailleurs.

17. Mais cette reffemblance des dénominateurs peur avoir
lieu plus généralement » == mx; & s — ny, pouravoir:

dxV m - dyV'n

V(n-r—i—;ﬁmrx—!;dﬁn mx3) — V(yy—z2Euyy——duvy?)’

ou bien

dxV'ym — dyVan
Viayry 4 2lymax 4 Cymmx3) — Viayy 4 zEasyy + mJE:,r—-"}
Maintenant les dénominareurs feront femblables, fi ym — an, &

Eymm — adun, ou eafy == dyyd, donc al — wd, &
partant DD — (A 4= B)* = DD — (B — A)?, dai il
s'enflic
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s'enfuir, ou A — o, ou P — ¢, c¢e qui encore elt le cas od le
corps elt acriré vers un [eul centre de E:rrcr.:, ﬁcqm n ‘a aucune difficulté,
puisque la courbe et toujours une feftion conique.” Do il E.ml:a-l:,
que d’aurres cas ne font pas potfibles.

18 Cerre conféquence eft aufli julte, ranr que la conltante

E n'elt pas zéro.  Mais, dés que nous prenons E — o, pour la
reflemblance des dénominateurs, il {ufht qu'il loit Eymm — edan
Soit ‘donc E — o; mm — adk, & nun — Eyk, ou bien

r — xVadk, & s = yVEyk; & léquation i réfoudre aura
cetre forme

J.r';/"u.f'fﬁﬁ . Jylj'uuﬁ'ﬁ
Veys + .g"-;n ) T Vs + By dky?)’

ou dx ]/T-:F dy Ve
Vix =+ 645x%) — V(3 + Edky3)’

oti les dénominarcurs font femblables; ce qui elt une condition requi-
fe pour rendre le rapport algibrique.  Mais il faur outre cela que les
cotfhciens des numérate.rs alent un rapport ranonnel, lequel éant
pofé comme g 3 v nous aurons yd: a8 — @*: v¥, & partant
DD (A Bi*; DD — (A -+ D) — ut; vt

19. Je dis donc que, tourtcs les fois que la conftante E éva-

‘(A B)! — vt (A — B)?
nouit, & que DD = £ +#3_P:’(

, ou

- 1 I
bien E — o, & DD — AA -+ BB 4 'Mf*.'_"'f' v
i3 = pt

les lettres p & v fignifiant des nombres entiers; dans tous ces cas
je dis que la ::-:}urhr: décrite par le corps M fera algébrique.  Car,

L]

pofant £ = E J & parraat

. D—-q—ﬂ—l—B D4 A—B
r =*¥Vg—a—g5" &‘*fvu—a-g—ﬂ""’

notre
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notre équation 4 réfoudre fira
i x . vy
Vi(x = 4x3) ™ Vi - 4y*)
de laquelle j'ai démoniré ailleurs, que fon inrégrale & méme la com.
pletee, elt alwébrique,  Mais cerrs inrégrale fera d'autanr plus compli-
quée, p us le rapport des nombres @ & v elt compolé, Or cela mé-
rite d’Grre developpé plus en dérail,

20. Rien n'empéche qu'on ne mette 4 — r; car, qu:nd
méme les quantiids x & y deviendroient imaginaires, e remontant
aux quantités primitives ¢, 4, ou r, r, il n’en réfulcera aucun incon-
vénienr, & la réalité y {2ra roujours résblie.  Or, syant trouvé lingé-

pdx - vdy
= . - ¥
Vi =+ ) 7 Vi + ')
2AB (.u*' —+ r‘} ’

& pre-

grale de cette équation

pant D — }(ﬂh —+ LB -}

qu'a fubflicuer dans lintégrale

D4+ A+D F=C 3 fing finn
IVH_—ﬁ_—Lﬁ_cPf_rmgﬁ AangiT—  (14eef)(14coly) T

(1—colZ) (1—coln)
(14colg) (1 + coly)’

D+A-D P . {in ¢ finn
?Vﬂ_ﬂ+ﬂ_f'_“_5;_ﬂngremi B & +f:ul"-'°_]{£—cﬂ[:;} T
(1—cof?) (1 4coly)

(1 4cofd) (1 —coly)’
pour arriver 3 I'équation algébrique de la courbe décrite. 11 ne s'agic
donc que de trouver Vinrégrale de I'équation

pdx .. vdy
Vi 4+ «) " Vi +y)
M, de T Acad. Tom. XVL Hh &
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& pour cer effer il faur commencer parlecas g — v — 1, & de
13 monter [uccellivement & des plus grands nombres.

Integration de Péguation
dx . dy
VEE ~4=2%) ™ ¥ =50
21.. Au défaur d'une méthode direlte de trouver le rapport
entre les variables x, & 9, je me fervirai de la méme méchode indi-
refte, que jai expliquée autrefois en (Uppofunt lintégrale
o = A+ 2B (v+31) + C(ax+y1)+ 2Dy +2€xy (x+3) + Fxon
donr I'extraétion de racine donne:
_— B0~y + V(B +Dy+Eyy)*—(A+2By+ €y (€ +2Ey +Fyy))
C+2Cy+3yy ’
-—E Dx=Crx=V((B+Or+Crx)*— A+ 2Br+Cxx)(E 42 Er+ Faea))
E+2Ex+Frr
Donc, pofant pour abréger les formules irrationelles:
V((B+Dx+€xx)? — QU+ 2Br 4 Cax) (€4 28x+Fra)) =X,
V((B+Oy+En)* —(A+2Ty 1 E)(€ 428+ F))=Y
nous aurons:
B+Dx+-Corr-Cy+2Cry 4+ Frry——X, &
B+Dy+ Sy +Exr+2C8ry+Frpy= Y.
22, Or I"égquation {uppofée érant différenti¢e donne
- dr (B4 Cx + Dy ~= 2€ry 4= Cyy 4+ Fyp)] _
-y (B4 Cy ~+ Dr - 2Cry +Crx Frap)] —

laquelie, en mlrudmﬁm les valeurs irrationelles X & Y, fe change en
eette forme

Ydr — Xdy — o, oubien i:f — i?

X — Y
Voild
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Voili donc une équation difftérentielle entre x & y, ol les variables
font féparées, & dont intégrale elt précif@ment I'équarion algébrique
fuppolée.  Cetre équarion elt aulli infinimene plus générale que la
propofée, & on veir bien que celle- ci y elt comprile.

a3. Done, pour rendre les formules X & Y [omblables aux
propoftes ¥/ (v =4 x?), & ¥ {(y =+ 3%), les cotiliciens
A B, € &c. doivenr &rre déterminés en lorte qu'il devienne:
BH-AC—o; EE-CF—o, & DVDD—PE-AF-CE=o.
Done B—=VAC; E—=VEF, DO —=EC+AF+:EVAF;
ou ® = + (€ 4+ VAF): Delinous aurons:
A=V {2 DD -AC-DBE)+ : 23 (DE—CE-BF)), om
XK=V (2:(DVAC-AY CF—CVEUC) 22 (DVEF-FVAC-CVEF)),
qui f¢ réduit & cetre forme:
X=V2:0VE—VACEF —CVE) x VA 22 V'F)
il faur donc prendre D — — & — V' AF, pour avoir:
X =2V — (VACHF +—-CVE (xTVNA + 22VF, &
Y=V — (VAUACTHF + CVE) (VY 4+ ¥ VE,
24. DPofonsdone § — A, & nousauvrons
D=—U—C B=VAE, & € = VHE,
& partant
X =3V — (A -4 O 4+ »)VHAE,
¥ =iy — (@< E0<F»)yae,

d'ol notre équation intégrable fera
dx dy

Viwei=aty ™ Y-
dont Pintégrale eft exprimée en forie:

o= A+ 2(x+))VAC+E(xa 4 3)—2(A4 E)xy+ 2033+ )V AT+ Avxyy.
Hh 2 Ou
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Cupofons € = 1, & ¥ = n&, peur avoir:

o —nmit2n{r+y)+aatyy—2(1 tum)xy -1-*:1:}(.1:-}-;)-!—::1;1‘:_}5',
laquele contenant la conftante arbitraire, », doit ére cenfée [ intégra-
Je complette de Péquation différenriclle propolte.

2§, Soit # == — m; pour avoir:

N—mir; P——m; €13 D——1—immw; E——m; & F—mm,
de forte que Péquation intégrale foir:

o —zm{x )t y—a2 {1 +mm)ry—z2mry(x+y) 4 mm:r.r_i, ¥s
d’ol nous concluons:
m—=(1 o)y t-myy -2V (m=m?)(y4=57) o

1 — 2my —— myy g

_ m-(1——mm v nxx — 2V (=3 (x—=2x3)

¥ =2 . | — 2mx —— mmxx r
On pourra donc exprimer algébriquement tant x par y, que y par &,
pour fatisfaire 4 P'équation différentielle propofée

dx dy
Vi + =) — V0 —+ 32)7
ol je remarque que, pofant y—o, onaura x —m; & fi x — o,
an aura y — o :

£ =

26. Que II.x marque l'intégrale fl”{r :'i i prife en

forte, qu’elle évannuilfe au cas ¥ — o, de forte que [L.x indique
une fonétion dérerminée de &, mais tranfcendante.  De méme ma-
dy
iere foit Tl.y — :
niere foir Il y IV(_F 7
que, pofant 3 — o, elle évanouifle; & lintégrale de notre équarion
différentielle pourra ure repréfentée de certe fagon:

Ly = Iy — ILm,

, premant cette intégrale en (orte

puis-
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puisque, fi lonmet ¥ — o, il devient y — m.  Fr cerre {ynation
finie, quoique tranfcendante, doeit dire cenfée équivalente a I'équarion
algebrique entre ¥ & y.  Dong, pour qu'il foic 1Ly = L.y —+—1IL s,
il faur prendre

— =) 4= me) — 2V (= m®) (x - 2

(1 — max)?

y —

Intégration de Iéguution
adx . dy
Vi =+ a3) 7 V(9 =)
a7. En employant les fonétions tranfcendantes expliquées,
nous venons de voir, que 'égalicé Ly — ILp -~ ILw, répond
4 cetre équation:
(m == p)(x 4 mp) — 2V (m +W’Jfﬁ “F=pl),
== (s — mp)?
Donc, pofant m == p, pour quil foit I1.¢ = 2TI.p, nous aurons
— 2p(1 == pp) — 2V (p -+ p?)?

7= (r — pp)? :
ol il'eft évident, qu'il faor changer de figne le radical, comme étant
. s _ — 4201 = pp)
ambigu en foi-méme: & partant ¢ == G — Pofons
maintenant IL»r — Ly -+ IL.m, & nowms aurons
. — (= D = mg) S 2V (w e )y+e)
5 (1 — myg)?
ce qui fera le rapport qui convient & cette égalité ILr—2ILp 4 ILm,
_ 4r(1,—= pp)
prepant § = "G —pp)* -

Hh 3 28. Ou
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28 Ou bien, {ans nous embarraller de l'extraétion de racine,
Végalitd Tl.g = [I.p = Il.m demande cefte équarion

o=mm—zm(p+g)+pptag—2(1+mm)pg—2mpy(p+g)+mmppgq,
qui & réduic 4 cetre forine '

(m —— mpg — p — ) = 4{s +-mm).ﬂf-
Faifons maintenant m — ,:'#, & P'égalité Il.g = 21l.p, renferme
cette équation g(1 — pp)? 4p{r —+= pp), & prenant ou-
tre cela (m —— mgr — )Y = 4(1 = mm)gr, 1é-
guation entre p & r convient 4 certe -Ebnhté [Lr =211 p 4 Tl
Or, puisque m marque une conftante quelconque, cette égalité l.ﬂ:
Pintégrale complerre de cerre équation:

dr . adp

V)T Vet P
29. Ecrivons maintenant x pour p, & y pourr, pour avoir
2dx dy
ViE == 1) — Viy + 1)
& il eft clair que le rapport entre x & y eft alzébrique, & exprimé par
ces équations:

(e —+ —.-h S s 2 R e zVux —— w3 (g ——=4%)

} _ (1 — wy)?

I'équation difiérentielle I:npuﬁﬁ

4x(1 = rx)
(1 — xx)*’

& g=

ou, en remertant pour g certe valeur, on aura

{F:I'Iil —xx (i) (1= v ® - gt xx P = 4l—=x ik Gex 2V (m 4 x4 57)
(1= ax)7 = gmx (14 x23)°

Ou confervant la letire g — ?;r“_]_fr} I'équation intégrale fera |
= (y=—p* —2m(i =) @+0) +mm(1—gy)*,

qui eft en méme tems completze.
' - : Tuté.
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Intégration de I'éguation.
3dw dy
Vi +20) — V0O + 20
jo. Polons [I.e = 2I[.x <4~ IL.m, & nous venons de
voir qut: le rapport algébrique entre x & 2 eft exprimé en forre:

— (& = p)(¢ A= mp) 1 3V (e i )(p +F’J

i (1 — mp)*
— 4v(1 = xx)
prenant p — = .r.\j*-'
Soir maintenant m — x, ou [l.za — 3ILx, & on aura
_ xtpt pa) =2V (p 4+ p*)x +I")
o (r — pa)*
prenant p = 4 f’_-"_;l;:?’.

Faifons de plus Iy = TLa == ML — 3M.x - TMlm, &
nous aurons:
— (== 2)(1 = ms) = 2V (m = mi) (= w ket |
¥ e
ms)
31.  Donc, puisque cette égalité elt lintégrale complette de
_5_,_‘13;.#' . dy
Vix == ) = V(y =+ 3’

le rapport entre x & y [era exprimé algébriquement en (orte

I'équation différentielle propofte

g — 4501 - x3)
— (1 — xx)¥?
(p b= 2)(r = px) = a V{(p=f=p?) s e inka |
. (L pu)t
(ﬂ’f (0 4= mg) -2V (m —I—m’Jff—!ng’)
(1+ — mq)?

oM
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ot il faut remarquer que, fubltitvant la valeur de p, on aura

2(3 - 6ar — x4yt
f "'_"'(I ek EI-‘- —— .1:#‘}1

Intégration de {"&guation
‘4dx e dy
Vi —+ 2) 7 Vi + )
32. En pourfuivant la méme mtéhode, le rapport enire les
variables « & y fera exprimd par les équations algébriques (bivantes:
_ 4x( 4+ xx)
&= {1 — xx) !

(g 3+ )1 = px) - =1f{ﬂ+ﬁ’3(¢—l—#31

——

B (1 — px)?
(g 4+ D0 A= gx) + 2V (7 = 72 ) (v = a3)
=
(1 — gx)? )
(= (= ) = 3V (e ) ()
e (1 — mr)? )
d'ott il eft évidenr, comme il faut continuer ces intégrations pour tou.
P'.l:l{l 2y ﬂ?-}r

tes les formules ik = 5 = Vi e ) ol g marque

un nombre entier quelcongue,

Intégration de I'équation

pdx . vdy :

Vix + %) = V(y—+y%)
13. Qu'on cherche premierement par la méthode précédente

les intégrales de ces deux ¢galités
pdx dz & dy: - ds

VE+=+*) = Vi+22) = V—+3) ™ Vie+2?)
ol
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ol il fuffhir de prendre 'une complette, & de fuppofer dans l'aurre Ja
conftante — o. Alors, ayant le rappore entre ¥ & s, & entre y
& =, on n'a qu's éliminer 3, pour avoir la rélation requifle emtre ¥
& 7, ce qui {e fera aifémenr, puisqne l'une & ['autre intégration don-
ne une valeur pour =, l'une par x & l'autre par 3, & ces deux va-
leurs érant égalées entr’elles donnent d'abord 'équation cherchée,

CONCLUSION. _
34- Voilia donc une folution parfaite du probleme que je me
fuis propofE, d'ol il elt clair que, parmi toutes les courbes poflibles,
que le corps M puilfe décrire érant [ollicicé vers deux cenrres de for-
ces, il y en a une infinité qui fonr algébriques. Cela arrive toutes les
fois qu'il y a dans la folution générale, E — o, & l'autre conftan-
v ! (A ~— B)* — v*(A — B)?
_ pt — vt
marquant des nombres entiers quelconques.  Dans ces cas on n'a qu'a
pdx - vdy
Vie 4+ x3) = V(y =+ %)’
qui fera toujours algébrique, comme je viens de le faire voir, & enfui-
te pofant

3 ) , leslerres. o & v

chercher lintégrale de I'égalité

D A B
x::ang%frﬂng%ﬂ-VD+ﬁ_+_B, &
D A1+ B

y = ung i cotin V 5 e e

on aura une équarion algébrique entre tang ¢, & tangly, dod
'on tirera enfuite aifément une enrre les coordonnées AP & PM.

Meéw. de P Aad. Tom, XVI. Ii ' SUR
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