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RECHERCHES

5 U R
LA COURBURE DES SURFACES

parR M EULEHR

Puur connoitre la courbure des lignes courbes, la détermination du
rayon ofculareur en fournir la plus jufte melire, en nous préfen-
tant pour chaque point de la courbe un cercle, dont la courbure eft
précifément la méme.  Mais, quand on demande la courbure d’une
furface, la queftion eft forr équivoque, & point du rout fulceprible
d’une reponfe abloloe, comme dans le cas précédenr. Il n'y a que
les furfaces [phériques dont on puiffe meforer la courbure, atrendu
que la courbure d'une fphere elt la méme que celle de fes grands cer-
cles, & que fon rayon en peut étre regardé comme la julte mefure,
Mais pour les autres {urfaces on n'en {auroit méme comparer la cour-
bure avec celle d’'une {phere, comme on peur roujours comparer la
courbure d'une ligne courbe avec celle d'un cercle; la raifon en eft
évidente puisque, dans chaque point d'une furface, il peutr v avoir une
infinité de courbures différentes.  On n’a qu'd conlidérer la (urface
d’un cylindre, ol [elon les direétions paralleles & 'axe il n'y a aucune
courbure, pendant que dass les (ections perpendiculaires 4 axe, qui
{font des curcles, la courbure elt la méme, & que route aurre {cétion
faite obliguement i 'axe donne une courbure particuliere. Il en el
de méme de routes les autres furfaces, ol il peut méme arriver que
dans un fens la courbure foir convexe, & dans un autre concave,
comme dans celles qui reffemblent & une (Elle.

Donc la queition fiar la courbure des furfaces n'eft pas fulcepti-

ble d'une réponte fimple, mais clle exige  la fois une infinité de déter-
mi-
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minations car, puisqu'on peut tracer par chaque point d'une furface une
infinité de directions, il faut connoitre la courbure [lon chacune, avant
qu'on puilfe fe former une julteidée de lacourbure de la {urface. Or, par
chaque point d’une furface, on peut faire paflerune infinité de (edtions, &
eelanon (eulement par rapporr d rouresles diredtions (ur la furface méme,
mais aulli par rapport & leur inclinaifon ditférente (ur la furface Mais,
pour lefujer préfent, il (bfhir de ne confidérer de toutes ces infinies (etions
que celles qui font perpendiculaires fur la {urface, dont le nombre eft
pourtant encore infini. Pour cereffer,onn’aqu'i tirerdla furface laligne
droite perpendiculaire, & toures les (cétions qui palfent par cette
ligne {ont en méme tems perpendiculaires & la {urtace, alors pour cha-
cune de ces fections il faur chercher la courbure, ou le rayon ofcula-
teur, & P'a(femblage de rous ces rayons nous donnera la julte mefure
de la courbure de la furface au point donné, ot il faut obferver que
chacun de ces rayons rombe fur la méme direction qui eft perpendi-
culaire i la furface, & que les arcs ¢lémentaires de routes ces [ections
appartiennent aux lignes les plus courbes yu’on peuttirer fur la (urface.

Or, pour rendre ces recherches plus générales, je commencera
par déterminer le rayon ofculateur pour une {eétion quelconque plane,
donr on coupe la forface; enfuite j ‘appliquerai cvrte folurion aux
feftons qui {unt perpendiculaires d la forface, dans un point donné
quelconque; & enfin je comparerai entr’eux les rayons ofculateurs de
toutes ces [cétions, par rapport @ leur inclinaifon murtuclle, ce qui
nous merera en érar d'érablir une idée julte de la courbure des furfaces.
Toutes ces recherches {e réduilent donc aux problemes (uivans,

PROBLEME L
1.  Une furfuce dont la nature eff comnue étant coupée par nn
plan quelconque, diterminer la courbure de la feition, qui cn off formée,
SOLUTIOWN

Planche 111, Qu'on rapporte la furface 3 un plan fixe qui foit celui de la
big.t. planche, & y ayant baiflé d'un point quelconque 7 de Ia furfuce la

per-
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perpendiculaire ZY, & du point Y d un axe fixe AC la perpendi-
culaire Y X, foient les truis coordonndes AX — x, XY —
& YZ — =: & puisque ia nature de la furface et connue, la quaa-
tiré & fera égale & une cerraine fondtion des deux autres x & 7.
Suppofons donc'qu'on en tire par la difiérentiation o2 — pdx + ¢y,
de forte que p — %:), i — (j—;) Que la (eltion dont
on coupe la (urface paffe par le point Z, & que linterfeétion de fon
plan avec notre plan fixe foir la ligne EF. Soit s —ay—6x + ¥, équa-
Er—y

a ¥

tion qui détermine ce plan, & poflant 3——o, I'équation y—

donnera Uinterfe€tion EF, d'od nous tirons: AE — -E & la tan-

gente de l'angle CEF — 'E'r donc le finus — V(aa i-.- 66)’

[ 4

& le colinus — Viaa - €6)
de s, nous aurons une ¢quation pour la {edtion o /y — Bdy — pdx 4 g4y,

,-'f'l..'
ou biecn — — 4:_.*-1-.';.:‘
gy o g

coordonndes reffangulaives, tirons de Y i Pinterfedtion EF la per-
penciculaire YT, & la dreite 2T y fera auili perpendiculaire,

De 13, en égalant les deux valeurs

Mais, pour réduire cette équation i des

: s o 4
Maintenanr, puisque EX = o« — £ Tous surons

. ax—-GCy oy
ET = V{ua—}hgu? EV(aa 4 E5Y &
__ ay—&x SR 3
Y = aa—€8)  V(aa—+C8) — Vi@ai-€e)’
_ aV(14ax488) _ (y—Er+n)V(1 fantE)
& partant TZ — Viaatss) — T Vit

Mém. de I Aced. Tom. XVI, Q. Po-
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Pofant done
T e .o el A0 =4
— V.(aa —4— EE) 3% {n:n-i—-ﬁé‘_‘:

z_(d}'—ﬁr—i—'r}l"fan—t—ﬁﬁ—!—u .
V(ae -4 £8) = _

nous pourrons regarder ces lignes ¢+ & # comme des coordonnées
orthogonales de la (eétion en quellion.  Donc, fi nous polons
du — sdt, le rayon ofcularcur de fa (ction au peint M fera —
de(1 ~f= .rs}'l
ds
s'agir donc 3 préfent qu'i réduire certe expre(lion aux coordonnées ¥
& y. Pour cet effer, puisque

ade — -6y o _ady — Bdx

&

T

entant qu'il ¢ft tourné vers labafe ET. Il ne

&= v(m+s‘n) — Viaat-£3) VG —+-aat-E6;
i caufle de E} = f _Jr___‘: nous en tirons

= e T VG g
done 33 sms CAEER) wﬂr@‘“ —207+26p 4 (ar+E9)* 1rpta9)

c€—a +Ep)
Enfuite, pour le différenticl d: £, NOUS aurons

(e ——EE)(a fp ——Edg— gdp ——pdy )V (1 —|—ﬂu—l—§§)
(aa—E6 — aj—Ep)?
Remarquons a prE{&nr que

dp — dx )-'-!—a’_;r( ) & dg':a?.r(*;? —+-dy J:.r)
d'ol

ds —




‘: 2 m qduunsu k '
T (n—;}(# +(:+p) )
ﬁ_ nu—l—gﬁ'—'lf—i—g

RN d'.?

@—n () +e+» (7

g & A |
.- '?f ! '-_l o ﬁ'é‘ — -—1—-1 EF V(E'E‘_I-QQJ

V(ea - G'Q), &

e ;:-#E}* (ﬂ""fjl(‘f )+(§+p) ( W)jtz(m_;g);mp;.(ff))wIm—gh )

SR~ (aa t86—a7 18
7 e ! . e -—" g—;), comme il eft connu d'ailleurs..  Par
] : "*_. mpﬁ;ﬂﬂtﬂqde la E&lﬂn au pmnt Z [cra exprimé

L. o, ﬂ WO (24 E8—2ar4 2 Ep+(ar+80)" +2-09)*

(ct—fﬁ(,,,’)ﬂfﬂ-} ( *’)+ a—pxe+n) (% ))me

fuﬁl dohe' la véritable expreflion du rayon oftulsteur pour une
mquqlnuﬂquc, dont on toupe la furface propofe,

. CororLzarne I
STopc g “Llinclinaifon de ceree. fection au plan fixe eft mefurée par

Y7
- {TZ; dont la rangente eft e = Viea ~ £8), &
= ¥ . V(ea -~ E8)
: mm ox 1' finus — e - £’ & le cofinus —

T

iﬁ"*_:'*' !“s:i + 5%’ pendant que de I'angle CEF Ia tangente
-r]ut : . Qa it




Fig. 2.

& 14 B
[ 5

; donc le finus — v o E‘S}I’ & le cofinus

et =
e m e
— Vea + €3)

Cororratrre IL

3. Par rapport i la feétion, il n'y a que les deux lettres & & 5,
qui entrent dans la détermination du raven olculateur, la rroifieme
letrre y érant comprife dans la condition que la fection paffe par le
point 4. Or ces deux lettres fe réduifent aux deux angles CEF,
& YTZ.

Corotrarre IIL

4. Sinous polons ces angles CIF — gf’, & YTZ — g,
nows aurons § — atmgl, & Viee 4 E€) = tansl, dod
il s'enfoit @ — col ¢ tang ¥, & & — fin¢ tang f; & de plus

V(1 4 aa < E6) EEII'_'E" Mais ceite fubftitution ne rend pas

plus fimple expreffion que nous venons de trouver pour le rayon

ofculateur.
PROBLEME Il

5. 8t le plan de In fiéfion eff perpendiculnive @ lo_firface an
point L, déterminer le rayon afculatenr Je votte felffion an méme point 7.,

SOLUTION

Pour cet effer on n'a qu'a tirer du point Z la ligne ZP, qui
foir perpendiculaire d la furfuce, & faire en forte que le plan de la
fedtion pafle par cetre ligne ZP.  Qu'on confidere deux aurres
fections faites par le point Z, Tune & l'aurre perpendiculaire au plan
de la planche, linterfection de I'une érant la ligne YM parallele &
Paxe AL, & celle de 'autrre YN y foit perpendiculaire.  Pour la
premiere de ces deux fections, la quantité XY — 3 doir &re prife
conftante, & P'équation ds —— pdx donnera pour la fousnormale

M
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YM — E’—;j::: — p3. Or, pour l'autre fcltion, prenant x conftan-
te, I'équation dv —— ¢dy donne la fousnormale YIN — - ;;r — 7%

Tirent maintenant par les points M & N los lignes MP & NP
yaralicles aux coordunnées XY & AX qui s'enrrecoupent au point I,
la dreite 2P fera perpendiculaire 4 'une & lautre de nos deux
fetions, & partant ell2 fera aulli perpendicu’aire i la furface au pointZ.
11 faur done que les (eétions dont il ell queltion dans le probleme paf-
fent par cette ligne P, qui donnera en méme rems la pofition du
rayon ofculazeur, que nous cherchons.  Nous n'avons done qu'i fai-
re pafler linterfeétion EF par le point P.  Soit ¢ langle PEL,
que fair certe intereétion avee 'axe AL, de lorte que Q_H o 1 mrr:;‘
& puisque la perpendiculaire tirée de N I'ur EP feroit = NP find—
pedin £, nous en concluons la perpendiculaire YT —==(p find — g co({),
I

& partant ia tangente de l'angle YTZ — o T e qui

fera la valeur de tang 8, & de 1 nous tirons a —= 2 fin Eﬁ? ol ¢’

fin ¢
&6 = =S . PRy donc, puisque 5: @ = fin {: col¢,
Pune & l'autre donne dp — ag¢ — 1.  Or, fubflituane ces va-
leurs pour @ & £ dans l'expreflion trouvée pour le rayon ofcula-

teur, le numérateur ueviendra

(= pp g0 G A (p in — g cof O
(p fin ¢ — g cof ()

& pour le dénominateur
V(1 == (ph an" — g col¢)?)
ping — gcof¢

Q3 &

¥

Vi -+ aa -+ E6) =
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& l'aurre falteur:
urfﬂtfé’rff"?(—)H:(lt:r)'?.v*cf’}'(' )f (1#77)c Fff"’llﬂlipp}f's’wﬂ?}(

P ln ol
& parrant le rayon ofculateur au point Z fera

—(r+{pfind—gcol) =){_, +FF+-F¢}=*
" ar J J . , ¥
(utan)ei@pa () (e (L )peCotsir R tam@msets)(2)

Corotrrarre L

6. Voild donc la grandeur du rayon oftulateur, tant pour tous
les points de la furfuce que pour toutes Ies fections faites perpendicu-
lairement 4 la furface dans chacun de {ts points, le point 72 de la fur-
face €rant dérerminé par les quantitds p & g, & la diverfitd des
fections par l'angle ¢,

Cororrairg IL

=. Le paint 7. dz la furface érant donné avee la pofirion de
la droite Z1”, qui ¥ eft perpendicelare 4 la finface, chagve Hgne
droire £ urée par le point ‘P fournit une relle {ection faite fewn le
plan EPZ.

ﬂi‘?ﬂn Fr.J',H'.rf.
8. Parmi toutes ces fections nous pourrons regariler comme

la principale ceile dont la higne LLF pafle par le peing Y de la bafe,
& parrant dont le plan méme elt perpendiculaire {ur la bafe.  Alors,

puisque lintervalle YT évanouit, pour lnnylc FLL = &, rous

avons cette détermination p fin ¢ — ¢ cul ¢ — o, & paicent

7 p .

fing — & col ¢ — r fullti-
¢ = Vier + ¢9) ¢ = Vier + 79)

ruant ces valeurs, nous aurons pour le rayon olculateur de cerre
fethion
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f:étion principale
— (pp =91 = pp - 99)?

J a..l";. ri'lgr : :fl;'
Pt (};) — 77 (7})+ 2pq ;,;,)

laquclic expreflion eft d'aurant plus remarquable, qu'elle paroir la plus
fimple de toures les (echions faites par le point Z.  Cependant certe
autre fection, ol lintervalle PT = pcofld 4= 7lin¢ évanouir,
& liertection LF ofl perpendicolaire d laligne PY, femble enco-
2
Ve +a1)

Ciia — oy
& col = - : le ravon ofculateur eft exprimé par

(=7 (re + 79’ ? iR
certe formule

— (pr g9 ( == pp 4 ¢9)*

JF :.Ii.' J:-'r;-' .
77 '}:) —+ PP (‘;—;“ — 2pg ;3,)

re (Lrpafler en fimphcité celle-li.  Car, puisque finé —

ot il eft bon d'obferver que ceue fedtion elt perpendiculaire & la
précédente.

_ PROBLEME IIL
2. Une farface guclcougue étant propefic, trowver le rayon Planche It

of wlatews poy anve foifion EPL, gui fuit avee la félion privcipale  ¥5 3
YPL unangle duivie = .

SOLUTION.

Pour la polition de la &&tion principale Y PZ, nous venons de
trouver YM —pz, & MP=—=ygs, donc YP==s¥ (pp + 29),
& partant

- P _ 7
fin YPM — & cofl YPM— 7
g Vipp =970 Vipp—+4¢9)

En-
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Enfuite, 4 caufe de ZP — 2V (1 <~ pp -+ 44), nous aurons

. X oy — _VCpp+97)
Y Vosm . R i )
Soir 4 prélent @ langle que faic la nouvelle feflion LPZ avec la
principale YP'Z, que ncus iula-lm['u!m ¢tre rournée vers 'axe AL,
de forte que, i 'angle @ tendoir & I'sutre clté on le devroir prendre
négarif.  Or, pour introduire dans le calcul certe inclinaifon @, puis-
que le plan YPZ eft perpendiculaire 4 la bafe, tirons Y S en forre,
que 'angle PYS foit droir, afin que certe ligne YS (oir perpendi-
culaire au plan YPZ: qu'on tire de plus dans ce plan la ligne YR

perpendiculaire: foit PZ, & nous aurons

2V(pp =71 o pp— (o070
V(—tpr —+q1)’ — V(O —+g9)
& parce que laligne SR fera auffi perpendiculaire 4 la ligne P7Z, qui
elt linterfection de nos deux plans, 'angle YRS en melure V'inclinai-
fon, de forteque YRS = @. Delion lire

YR =

Y8 % YRUNED = e T —

& partant
tang D*(pp+ i\ sV ((ep+ a0 +pp+a0)+angd?)
) V(1dprtgg)
d'ul nous conciucns langle EPY, en forte que
tang P
V(e 4+ pp =+ g0
Donc, puisque tang Y PM — f, nous aurons :
V(14 q ran col
TGty = PEL= G,

en pofant comme ci-deflus I'angle LEP = £.

tang EEY —

tang EP'M —

Polons
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Pofons pour abréger
Vipp ~+ 99) (x = pp = 79 + ang 0*) = »
& nous (rouvons: .
(ppto)ang® g @V (pptar)
plind —goolf = r = V(rtprtagtiang®?)’

fec @ (t =pp—tq7)
L= pp—+¢g g O?

donc

1 —+(pfind —gcofd)* =
Enfuite

(14 ggeof¢—pyfing— L BOVIAPPRIN) 3/, 4y 1)

; V(1trp p
& (14 pp)find—pyeoly—THEED r(l BEEID /et
& caule de
ﬁnf_fV(rﬂerHmngﬁ e rf_FV(r+,up+wJ-a:rmng¢

Subitituons mintenant ces valeurs dans l'expreflion précédente, & le
rayon ofculateur de la fetion EPZ fera:

- pp =+ ag) {1 pp -1-#;4]',-} fec p?
a")(w'isw Fﬁmﬂfﬁ}ﬁ( d’)!}r fptags. fttrﬁ,ﬂfﬁ]}*’rz(j ) patage vVieptag ) gtptage. v (1 ippteg))

Cororzrarrne [

10. Pour sbréger cette formule, pofons V(1 -|- —x
& l‘ﬂpuﬂion pour notre rayon ufuu!a;eur deviendra WA=

—u3 (pp +99) fec. @2

(P-Ft"!@) (, )+{f+.t=mn 5p)* (_)-!-«(F‘*\f’mﬂﬁﬁfﬁﬂ'ﬂﬂﬂgiﬁ)( )

Wfﬂ Tﬁe-m R

qm
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qui fe réduit 4 celle-ci:
—~wi(pp +99)

(peof qu(P)? (:j——i) | (geofptpu (@) (%:) t2(pcolp-gulD)(yeolpt pulp, (:ji)

Cororratre IL

11.  Sinous pofons enfuire
peofd — gulin®@ = s(gcofl @ - pu fin®),

notre expretiion pour le rayon ofculareur deviendra encore plus fim-
ple, & fe n':dui.r d celle-ci: -
w (pp = 49)

.w iy + retngy(ee(2) + () + 2:(2))

ing __ p— 5q
oul'ona i o e
— ®(1 4 g9 = 25p9 = 35(1 —+ pr)
ull P d 2
() + () + = (3)
otl, prenant s & volonté, on en connoirra aifément linclinaifon @, que
la fection fait avec la feétion principale.
Corotrtrartre IlIL
12. Ii il fe préfente d'abord deux feélions fort remarqua-

, & de li cetre exprellion devient

bles, Tune ou s —= ©, ou bien tang @ — i, donc

‘ P — gV +pptag)
= ~ R v
D= atis i) CO= Vi)t

pour laquelle le rayon ofculateur eft — ﬂEfff+ f ‘FJ

L’autre
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L'aurre fe&tion elt ol + = oo, & mng § = :P;"I, donc
P _ pY(tppdag)

findy— —, & colp—— LT 2

P V{pptaaXs+er) V(eptgattpr)

ufl(-;;-)_u,u)_ Orla

tangente de l'inclinaifon mutuelle de ces deux feétions eflt = — I;?

pour laquelle le rayon ofculateur eft —

en {uppofant celle de la derniers avec la principale plus grande.

Cozrorratirnege 1V,

13. Pour le méme point Z de la furface, rtous les rayons
olculateurs des diverfes (ections ne fauroient étre égaux entr'eux, &

d
moins que ces trois formules ( ) ("i) ( ) ne [bient pro-

purnunelles 3 ces rrois ET-IPI’L"'T'JHE 1 + PPy L g9, po

ou bien 4 moins que ces trais équations n'ayent liew.

(:;J)—HL'I +ir)s (:—;)‘:R{ t4+97), &(E%):(;;/’):ﬂﬁﬁ
o ri(E)=si(). «ri(D)=0rin(E)

R EHLIEHE,

14. La derniere formule eft la plus commode poutr en faire
l'appl'lcatiun i des cas propoefés quelconques.  L'¢quation pour 1a fur-
face érant réduite par la différentiation & cette forme o — pily 4 17y,
on aura pour le rayon ofculateur dune fection quelconque faite per.
pendiculsirement 4 la furface au point Z fera exprimé par cerre

formule
R 2
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(0 +ge+25p7=ss(0—=pp)) V(i —pr—+qq)

(%_:,f + “(n"y) A jl(d.ﬁ) |

ol 1a lerrre £ marzgue toutes les valeurs pollibles, chague valeurapparte-
nant 4 une {cétion dérerminée: (avoir, ayant fixé la fection principale, qwi
eft en méme tems perpendiculaire 4 la bale, la fection qui répond i la
lettre s eft inclinée i celle-1a d'un angle @, en forte que

. i )
@ =+ sV (t == pp =+ g90Y

en fuppofant cet angle tourné vers 'axe AL.  Ou bien cet angle @
érant donné, 1l faut prendrc s en forre qu'il foic

:_FLuf{ﬁ—gfn.ﬁ V(t —+pp - .5;,'5-;]*
geol@ =+ plin®.- V(1 =+ pp ~+ pp)

Quelques exemples ferviront & nous micux éclaircir fur cette
recherche.

tang  —

ExeEmMmrie L

15. Soit le folide propofé un cylindre couché par fon
axe fur le plan fixe de la bale, & pofant le rayon de fa bale
— a, on aura ceite €quation 2 = J (aa — yy), dou

Fon tire par la différentiation d2 — 'V[: f }l}'}} de forre
que p — o, & ¢ :-V(f:— = donc
Fi |
VG App = 10 R s = 7y
& les formules différenticlles
(rf;.r #;r) — o ( ) . N
.TJJ;

La fection principale érant perpendiculaire & l'axe du :}rlmdre pour
une
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une autre fcétion quelconque,qui eft inclinée d la principale del'engle=—0,

. | — & tang P : : i
il faur prendre 5 = TR : &calorsle ray onofculateur fera:
_ (A-gg—t-sn) a — 1ggtse,
- 3 o TS = L=y,
— aqaz(aa—yy) JJ
qui fe réduic d cette forme: a(r —= tang @*) — E:;E, d’ot
I'on voit que povr la {t&tion principale le rayon oleulateur ¢lt — &,

dcaufe de @ — o, & pour la feétion qm y ek p:.rimndh.l.ll’!m. :?L
pafle par I'axe du cylindre, il devient infini: ce qui marque que la
faﬂmn eft une ligne droite,

Remarque.
16, Si, ao lieu d'une balt circulaire, on donne au cvlindre une
bafle quelconaue, ablifle x+, avee la letrre n'entre pas non plus
q q | 3 F'J p
en compte; & puisque 'équarion pour ce corps clt la méme que cel-
le pour (a bale o — a4y, oi ¢ elt vne fonétion de y, on trouve
I FaYs i y
pour tous les rayons olculateurs & chaque point certe exprellion

dy(x = ¢9) V(1 4+ 19).
dg col @3

d'oll I'on voir comment la courbure decroir @ mefure que les (¢étions
s'écartent de ia principale qui elt perpendiculaire d l'axe, & o le

rayon oflculateur eit le plus petic = — % (t == ﬁr}i.

ExemerE IL
17. Soir le folide propofé un cone, dont l'axe eft couché
fur le plan fixe felon la direction AL, le fommet érant en A, & I'é-
quation fera 3 — V (nuxx — yy), polant #x pour le rayon
de la fectiun perpendiculaire d 'axe du cone au point X.  Dong, puis-
anydx — Jrr..{}'

V(raxx — 33)

que ds — , TOUs aurons

R 3 i
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_ nanx =g S ——r ..
P — Vienxx — yy)’ . R V (nanxx — yy)’

rr V(1 ] .
& partant V(1 ~- pp == q9) = %E!zriirt ;%. Enfuite

tes formules différenticlles
(i,r _ —mnxx edpN_ unxy (:ip — —mnyy
dy e ( &

BRI —Y) }; / iy H{Jm.l A—¥¥) dx —(rm.r.r--_}:}:}
d'otl Pexpreflion générale pour le rayon ofculateur réfulte

pnxx — apnsxy——an (1 - un) ssex —gyy XV (1 -4-mn)

Ax—2sxy—|= .r.rj-ir ' o

Or, pour la {céhion principale, le point P ot tombe la perpendiculai-
re ZP ona AL = (1 =+ an)x, & LP — o, de forte que
la feétion principale {e rouve daos le plan ZYL. Dore, pour toure
autre {eétion qui y eft inclinée de l'angle @, il faut prendre

__ naxylin®@V (1 S un) 94— nnxcofl@. V (nunxx — yy)

—— 23rx fin 0 V(1 ——uxn) —:__ir"f.:?[::.'{:-_"lf(ﬂ HIX — }j}’
& fi 'on fubltitue certe valeur duns Uexprefiion rrouvée pour le rayon
ofculateur, on aura

_:I-I-

yy—t=atyr Vi)

. = - 12V ( 1=b=5m),

(alin Q.Y (v —_y)—) col DV (1 ——uu))? 4

Sans reftraindre la folution on peuns fuppofer y == o, o ha feé&tion
principale palle par ¥axe cu cene, & pour toute autre {echion perpen-
diculaire 4 la (urface du cone, le rayon ofculateur fera
nx V(1 == un)

fin p?

Excmrerre IIL

18. Soit le folide propofé un ellipfoide quelconque exprimé
par Péquation 28 = ad —— mxx — iiyy, dont le centre érant
cn
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en A, les trois demi-axes principaux font AB — 1;”; .37, e ﬁ Fig. 3.
& AD — @, perpendiculaires entr’cux: ol les quarts elliptiques
BAC, DA, & CAD repréfentent les trois {ections principales

faires par le centre A, Maintenant, pour un point quelconque Z de

la furface, I'équation = = V' (aa — mxx — nyy), entre les
coordonnées AX = x, XY =y, & YZ — s, donne

—pmx ___ =X o —_ Y —ny

L V{.-I:"I'—J'.?L-".".'I-"—‘J.I'T_EH 3 "'?*'_'-_'I“'e (aa—mxx—myy) o
Done, tirant par Z la droite ZP perpendiculaire 4 la furface ellipri-
gue, on aura

AL—x—ps—(1—m)x, —(1—mn)y,
& la fection principale en 7 fe faifant felon le plan PYZ, fon inter-
feftion avec la bafe BAC, ou bien la ligne PY, fera avec 'axe AB
un angle donr la tangente eft — 2 Sl —

- LX mx

les autres fections faites par le point 7. doivent pafler par la Iigm: P,
pofant donc @ Vinclinaifon d'une telle feétion quelconque i la princi-
ale PZY, le rayon ofculatcur de cette {o¢tion en Z fera déterminé

de la maniere {uivanre.

Or toutes

'If;'l:m'f -I".-'J'f 1 X ﬁ'l: [ ﬂ).}:]’) —

V(r—pr11)= Visa—mxx—nyy)
Pofant donc pour abréger
Vra — m(1 — m)xx — n(l — m)yy) = v,

o
ona ¥ — - Enfuire nous avons:

(ﬁp)_*—--m( m:—nw} (J} —r::-r*,.r (g ) __—#(Hﬂ—ﬂ.l‘.i‘_}?

mmyry — J'iI'H'j.'

&pp 99 = = .
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Servons nous plurot de la formule trouvée dans le §. ro. que de celley
qui en a ¢ié d:rwée, & ayant
A col'g + Eﬂl’ﬁn$:_mm cel@ + myvfind
el L2 ?
—nyzcolp—mavling
B 4

pcaf:p-fnﬁnfb:_

geolPp+pulnd—
le rayon ofculateur f'r.-m exprimé par une fraftion, dont le numérarcur
elt = viaz(mmrx = wnyy), & le dénominareur

+m(aa —syy) (mnxxss cof 9> — 2uixyos finPeolp+ anyyoeling?)

+ 1 (aa — mex27) (myyss colD? 4 2muxyvalingeofl’ T+ mmaaveling?)

+ 2mnay (i ],*:-m:uﬁb‘ +(mm.i‘.1‘-—.r.rr,'}'}r L't.[iniﬁcuim—m;_r_r}m fin3?)
qui (e réduic 4 cette forme:

~+ zacol P (va (m?xx —= 23 yy) —mn(m—n)? xxyy)

— amu (m — myxyesd ind colP

4 muavvaslin@? (myxy — nyy),
Dong, divifant le numérateur X le dénominateur par 23, nous durons
le rayon ofcularenr:

vAmnvytanyy)

ait md xxtad j-‘},}c[:‘_ﬁt-mu{m-.‘;‘j Ay 1 :y! 2RI #= 0 J_T"Lﬁfwctﬁi-u;”: v(mxa fayy)ip?
Ou bien, fi nous polons ce rayon ofculaiieur —= R, nous aurons
— aa(on? xafniyy) "'.“'{"H'.}’IA X rme ki 'u”‘ XS (et mu (maxtnyy)
R™ v3 (mmxx+nnyy) V¥ ve(maaatinyy) m;;;}—-@
CoroLrLatrE L
19. Sinowspofons m —= 1, & » == 1, nous aurons le
cas d'un glohe dont le rayon = #, & puisque v = a, le rayon
at(rax —1-;.?}.) —

— 1,

ofculateur fera aia{xx ——yylcol@* —4—aga(xx —+-57) ﬁ.an_‘

tout comime ia nature, de ce folide Pexige,
Co-
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CorRocearra IL
It |
ae. Sim = n, & partant hL:-ﬁC:_DTH, done

¥ 1 -Il 4 - i ¥ " L r *l i
notre ('ide (tra un (Lhéroide allongé oun applari, fermé par la revoly

tion de cilipfe A B1) avrour de l'axe AD), Ja bale ABC devenant
un cercle.  1)ans ce cas le rayon viculareur fera

R 3 = (raadir —n)aa :,}
raicol®? Havting® T meacol@ +uaaalin P 4 1—m)salind
Donc, pour le paint D, od ¥ —Te, y "o, s —a, &
__a . : ;
v = a, on aura R —— —; mais, pour tous les points pris dans le

i
cercle BC, oul'équateur od 2 —— o, il y aura
i al'n
T col'p? —+ u finp*

Cororcatre IIL

a1. Mais en général, quelic que foir la forme de Pelliploide
pour tn point quelconque M de Ia bale BMC, ot 2 — 0, &
qa — mxx —— nyy, donc ve T mmer —— unyy, lex-

preflion pour le rayon ofculateur y fera

gl
vv col P 4 anaa lin P’

& partant, pour la {eftion principsle qui eft perpendiculaire & la bhale

o @ — o, 'ona R == v, & pour la {ttion fare par la bale
K]

méme R — 5:71 , qui eft ie rayon ofculateur de la courbe BMC

N=

au point M.
errrryrm

22.  Dans ce cas il eft remarquable que les rayons ofculateurs
ne froienr érre immédiatement tirés pour le fommet D. 11 y fau-
Mew. de I' Acad. Tom, XVI, S droir
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droitmettre ¥ — o, & y — o, donc s —a, & v —
Or, failant ces (ubftitutions, tant le numérateur que le dénominareur de
notre formule évanouir, & on n'en fauroit tirer aucune conclufion. La
raifon en eft que dans ce cas la fection principale 4 laquelle fe rappor-
tent les autres par l'angle @, devient indérerminée, puisque toures
les fections faites par le fommet D font ¢galement perpendiculaires 4
labale BAC. Done, pour en fixer une qui foir la principale ne po-
fons d'abord que y — o, & conlidérons le point N ol

s = V(ta —mxx), & v=7V1(aa— m(1 — m)xa).
Maintenant il n'eft pas doureux, que la fection principale ne fe trouve

dans le plan BNDA, & que pour toute autre fection inclinée 4 celle-
¢i de l'angle @, le rayon ofculateur ne foic:

ey L o3
m3 ancol@P? ——mmuve In@3 — maacol@® ——nve linp?
- A préfent pofons aulli ¥ —= o, pour avoir le fommet D, donton
confidere la feltion principale dans le plan DAB, & puisque v — 4,
a
mcol @* —— ufin @

Donc, pour la feftion faire dans le plan DAB, le rayon olculateur

nous aurons R —

fera — :-:’ le méme que de Ja courbe BD au point D; & pour

la (eftion faite dans le plan DCA, il fera — l::, le méme que de Ja

courbe CD au point D,

CoNCLUSION

2 3. Aprds ces exemples rapportés pour éclaircir les recherches
précédentes,on peut tirgrla conclufion {uivante pour juger de la courbu-
redetouresles furfaces en général. Qu'on confidere le plan qui touche
la furface au point ol l'on veut connoirre la courbure.  Soit le plan

Vig. 5. de la planche ce plan, qui touche la furface au point Z, & routes les
fections
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{eltions pour lesqueiles je viens de déhinir les rayonsofculareurs, (eront
perpendiculaires i ce plan, & le couperont par guelque ligne droite
EF, ou MN, qui palle par le point Z; de forre que roures les
fections poflibles foicnt repréfentées par quelque liane droite tirée par
le point 4, (urle plan touchant. Soir EF la feétion, que j'ai nom-
mée ci- delius la principale, & conlidérant unc autre fection quelcon-
que MN, qui falle avec celie-li unangle EZM — @, & puisque
le rayon ofculateur de certe fection MN a été rrouvé au §. 10,

— =3 (pptiqy) B
(peotp-guting)* (55 ) eotptpuing)’ (%) ta(peol-pulp)geolotentp)( )

le dénominateur de cette exprefion (e dévelope en certe forme:

+ w00 (er () + 11 (77) +224()
-+ sutinpeotp(—1( F)*‘Ff( )+r:,u,=—m(“”’))
~ wnfind?. (u (ﬁ, ) = pp( 7) —_— 2”(:))

ot il faur remarquer que les quantitds w, p, g, avec les formules

i dq N CE- | ‘
( ) (J;)’ & :{}_), appartiennent uniquement a la dérer-

mination du point Z, & font par conféquent communes 4 toutes les
feftions, dont la variété eft renfermée dans le feul angle @.  Donc
en général, exprellion de tous les rayons ofculateurs pour quelque
furface que ce foit, doit toujours avoir cetre forme

Vv
P cofl@* 4+ Q linQ* ~ 2R fin® col D’
S a . qui
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qui, i caufe de cofl@? — § -}~ Jcol2p, In@? = § — Jcol29,
& fin@ col @ = § fin 2, fe réduir i celle-ci
1
L 4+~ Mcol2pp 4+ Niin2g’

qui me fournit les réflexions f{uivantes,

I Riffexion.

24. Clelt donc cerre formule qui renferme la nature de la
courbure des furfaces i chacun de leurs points. 1l elt évident que cet-
te formule peut varier 4 Uinfini, 4 caule de l'infiniré des,valeurs dont
chacune de¢ ces trois letrres L, M, & N, eft fufceptible, & deux
élémens d'une méme ou de différentes fUrfaces ne fauroient étre efti-
mds avoir la méme courbure, & moins que ces trois lertres n'aient les
mémes valeurs de parr & d'aurre ou gu'elles n'y foient rédudtibles en
sugmentant ou diminuant l'angle @ d’une quantité conitante.  Car,
puisque la fec¢tion EF elt arbitraire, Iidentité de courbure en deux
élémens fubfifte également, quoique les angles @ de 'un & de I'aurre
ne commencent point de la méme feétion, pourvu que la loi fuivant la-
quelle les rayous ofculatcurs augmentent ou diminuent foit la méme
dans tous les deux.

IT  Réflexion,

25. Mais il faur ici principalement obferver, que, dés qu'on
connoit les rayons ofcolateurs pour trois {eftions différentes, ceux
pour toutes les aurres en font parfaitement dérerminés,  Soient a,4, ¢,
les rayons ofculateurs pour les trois fections, qui répondent aux an-

gles a, 6, vy, pris pour @, & ces trois équarions:

— L -+ Mcofzea —+ N fin24a;
L 4+ Mcol26 =+ N fin 2§, &
— L 4 Mcolzy + Nilinazy,

I
a

e
'F_
1
c

nous
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nous découvriront les valeurs des trois lettres L, M, & N, lesquel-
les érant {ubltituées dans notre formule dérerminent les rayons oftula-
teurs pour toutes les autres feftions.  Par conféquent dids que deux
iémens (e rellemblent par rapport aux rrois rayons ofculateurs, qui
repondent & des fechions également inclinées entr'elles de part &
d'aurre, toute la courbure de ces deux élémens elt parfaitement

la méme. _
III  Réflexion,

26. De notre formule générale nous pourrons afligner les
feftions suxquclles répondent le plus grand & le plus petit rayon
ofculareur.  La mérhode des plus grands & plus perits nous four-

niffant cerre égalité
— 2Mfin2p - 2N colap = o,

N
nous cn tirons tang 2@ = gz Dong, fi ¢ elt I'angle dont la tan-

N ‘ .
gente eft — N I'angle 180° —4— ¢, convient également, & de la
nous trouvons ces deux valeurs pour 'angle Q.
L =3¢, & IL @ = g0° + §{

dont I'un répond au plus grand rayon ofculateur & l'autre au plus pe-
tic: d'ott on tire cette conféquence bien importante, que, quelle que
que {oir la courbure d’un élément, les deux (eétions, dont I'une con-
tient la plus grande courbure & lavtre la plus petite, font toujours

normales enir’elles.
1F  Riflexion,

27. Donc, fi le plus grand rayon ofculateur convient i la
fection EF, le plus perir {e trouvera certainement dans la feétion GH,
qui y elt perpendiculaire, & réciproquement. Suppofons donc que EF
foir une de ces fections, o le rayon ofculateur eft le plus grand ou le
plus petit; & pour route autre fe¢tion MN, qui y eft inclinée de

S 3 angle
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Fangle EZM — @, lc rayon oftulatenr fera néceffairement —

la quantité N devant évanouir pour cette fitua-

I
L — M col 20’
tion, puisque d'ailleurs les plus grand & plus perir ne répondroient
point aux valeurs ¢ — o, & @=—g0°, comme nous le fuppolons.

V' Réflexion,

28, Pour comparer donc les courbures de deux élémens en-
tr'elles, on n'd qu'd chercher pour chacun les fections qui donnent le
plus grand & le plus petit rayon olculateur, & fi I'on trouve ces deux
rayons les mémes dans 'une & 'autre, on peut prononcer hardiment,
que ces deux élémens font doués de la méme courbure.  Et parrant,
pour connoitre la véritable courbure d'un élément quelconque de fur-
face, il fuffir d’en chercher le plus grand & le plus perit rayon ofcula-
teur: puisque ceux de routes les autres fections en font dérerminés
parfaitement, sn forte qu'aucune variété n'y fauroir plus avoir lieu.

FI Réflexion.

30. Soit le plus grand rayon ofculateur — £, qui convicn-

ne i la fedtion EF, & le plus petit — g, pour la feftion GH per-

endiculaire i la précédente. Cela polé, pour toute aurre fetion MN

inclinée & la premiere EF de l'angle EZM — @, le rayon ofcula-

teur qui foit = r, fera dérerminé uniquement des deux précédens,
& langle @ dela maniere {uivante. La formule générale

— I

il —+ M col2@’

Pﬂrﬂ.ﬂt @ i ﬂ'; Ildﬂﬂl'l.ﬁ L -t M= i, urpnﬁn[ m A ﬂﬂ‘,

f
il en réfulte L-.M:EI, d'ou I'on tire L__—_"]:—';;-i & M:“{:r‘;)’
— 2/g

& partant nous aurons: ¥ Hf-i—-g —-(f-—-g}ﬂuﬁﬁ'
Pour
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Alem.. de L' Acald. 17600, PL. 4. pag. 123.
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Pour donner une conftruétion aiffe de cetre formule, qu'on Fig.r.&6.
joigme enfemble le plus grand rayon ofculateur & le plos petit en pre-
nant Of = f, & Og — g, & qu'on décrive fur la ligne fp,
une demi- ellipfe dont un foyer foit au point O: alors, pour la fection
MM on n'a qu'i prendre angle /Or, le double de I'angle EZ M,
& la ligne Or fera dgale au rayon ofculateur pour la feétion MN.
Anii le jugement fur la courbure des furfaces, quelque compliqué
qu'll air paro au commencement, fe réduit pour chaque élémentd la
connoilfance de deux rayons ofculateurs, dont 'un eft le plus grand
& l'autre le plus perit dans cer élément; ces deux choles dérerminent
enrierement la narure de la courbure en nous découvrant la courbu-
re de roures les {ections poflibles, qui font perpendiculaires fur I'¢lé-
ment propolé.

Mais, pour juger du plus grand ou plus petit rayon ofculareur,
il faut avertir, que ce jugement doit érre reglé fur le réciproque du

I—I{, en forte que, [ R eft rantdr pofirif tantdr néga-
tif, lavaleur R == @&, ou —& = o, n'elt ni un plus grand ni un
plus perir.

Enfin on comprend aiffmenr, que, comme dans les lignes
courbes il v a certaines irrégularités par rapport aux points doubles &
multiples, il en faut reconnoitre de (emblables dans les furfaces, qui ne

fom pas allujertics a notre regle d'ailleurs générale.

rayon ofculateur

FRECHER-
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