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RECHERCHES

5 U R
LE MOUVEMENT DES RIVIERES.

rar M. EULER

mouvement des rivieres; & tout ce qu'ils en ont dir, n'eft

fondé que f{ur des hypothefes arbitraires, & fouvenr méme
rour 4 fait faulles. Car, quoiqu’on ait déji allez bien réulli & appliquer
les principes de mécanique au mouvement des eaux; on s'eft pour
tant borné & ne confiderer que les cas, ot 'ean coule par des toyaux
d'une ﬁgun: qui n'elt pas irréguliere; & dans cette confidération
on a méine i'uppnﬁi, que toutes les particules de 'eau, qui fe trou-
vent dans la méme feftion faire perpendiculairement au ruyau, fe
meuvent d'un mouvement égal; de forte que les virefles de I'eau en
chaque {edtion du canal {oient réciproquement proportionelles aux am-
plitudes. Lt c'eft cerre regle, qui ferr de bale & roures les recherches
qui ont ¢té faites julgu’ici fur le mouvemenr des eaux. Les profondes
{péculations de Mrs. Bernoulli & d’Alemberr, auxquels on eft redeva-
ble de tour ce qui a été découverr julguiici dans cette {cience, font
toutes €rablies fur ceire hypothiefe: & il faur avouer que, dans rous
les cas, ol ils ont appliqué leur théorie, cette hypothefe f& trouve fort
bicn d'accord avec la vérité,

§. 1.
C‘eﬂ peu de chofe que ce que les Aureurs ont écrir jufqu'ici fur le

§. 2. Mais, lorsque le mouvement de Peau eft tel, que fos vi-
teffes ne fe reglent pas uniquement (ur Pamplitude du canal, par le-
N 3 quel
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quel l'ean coule, de forre que les vite(les dans la méme e&tion du ca-
nal (ont difiérentes enr'elles; alors il eft impofiible d’y appliquer les
principes hydrodynamiques, dont on s'elt fervi avec un fi bon fcces
dans les recherches mentionnées.  Cela arrive pour la plapart, lors-
que les canaux, par lesquels eau palle fone fort larges; car alors on
s'écarteroir trop confidérablement de la vérité, fi 'on [Uppofuit que
I'can paflac d'un mouvement égal par chugue fetion du canal. Ok
on comprend aifément, qu'il faut rapporter ici le mowverrent des ri-
vieres; car, dans la méme (eétion quon congoir faire perpendiculaire-
ment au lit de lariviere, Pean peut aveir des vireffes Fore dittérenres;
& il eft évident, que les particules d’eau qui (e trouvent vers le fond
du lir, font poullées par des forces tout d faic différentes, que les par-
ticules fupéiicures: d'ol il doir néeeflairement réfulter un mouvement
rrés difiérent dans les particules qui (& trouvent dans la méme
fettion du i

§. 3. Done, pour chercher le mouvement de 'ean dans une
riviere , il faur abandonner les hypotheles auxquelles on a artaché jus-
qu'ici toutes les recherches hydrauliques, pour remonter aux pre-
miers principes de Mécamque, par lesquels tous les mouvemens des
corps tant folides que fluides (ont déterminés. 1l faut cenfidérer (¥pa-
rément chague particule d'eau, & chercher toures les forces auxquel-
les elle elt aliujertie, pour en dérerminer les changemens caulés dans
fon mouvement.  Cette recherche érant extrémemenr difficile & en-
velopée en des calculs trés embarraflés, je me bornerai 8 commencer
Pexplication de cerre théorie parun cas, qui fervira de fundement 4
tous les aurres, & qui ne laifiera pas de nous fournir des ¢éclairciffe-
mens fort importans dans cetre matiere.  Aprés le dévelopement de
ce cas, il ne (era pas méme fort difficile de rendre la recherche plus
générale, & de lappliquer & tous les cas qui (e peavenr rercontrer.

§. 4 Je conlidérerni dunc une fechion verticale faite le long
d'une riviere qui nous reprélenrera une riviere infiniment érroite; &
quand jaurai déterminé le mouvement de l'eau dans ceute fedtion,
quoique je naye pas cu égard i l'action de I'cau, qui f& trouve & coué

de
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de part & d'autre, on conviendra, que ce mouvement ne différera

as beaucoup du vral, quelque 1argc que foir Ia riviere, pourvu que la
fizure de (on lit ne foit pas extrémement irréguliere.  Car je {uppofe
pour le commencement que les preffions de I'esu & cdté font égales
de part & dlautre, de forte que toures les particules d'eau qui fe rrou-
wvent dans certe {zétion, fe meuvent toujours felon des directions fi-
ruées dans cetre méme {eétion.  Néanmoins la méthode dont je me
fecvirai, fe pourra anfli aifémenr appliquer aux cas, o I'cau pafie d'u-
ne telle feciion verricale dans une autre; & quand on aura trouvé
moyen dexpédier le calcul pour le cas q.:u: je men vai (raiter, on
parviendra d"autant plus facilemenr & bout du ‘calcul qui renferme la
folution générale.

§. . Svitdonc AC le liu d'une telle feftion de riviere, ou
d'une riviere infiniment érroite, qui air parrout la méme largeur infini-
ment petite, Que ce lit AC {oir une ligne courbe quelconque, qui
eft fuppolée éire connue; pour cet eler je congois une ligne hurizon-
rale LEF qu ferve d'axe pour y rapporter la ligne AC par des coor-
données orthogonales EP & PQ. Que ABCD foir la riviere,
qui fe meut fur ce lict AC, & BD fa fuperficie fupreme; de plus je
fuppe:fle, que la riviere fe rrouve déji dans un érar permanent ou d'é-
quilibre, de forte que fa fuperficie BD demeure continucllement la
méme, & gu'aux mémes points, comme M, Jes particules d'cau qui y
paflent ayent toujours les mémes vitefles, & qu'elles (wient allujetties
aux mémes prellions.

§. 6. Toute I'ean qui forme la riviere doirt avoir paflée par la
fettion A B, que je confidere ici comme la priscipale, & par rapport
4 laguelie je dérerminerai tant le lieu que le mouvement de chaque
particule d'ean aprés un tems quelcongue, depuis gu'elle cﬂ pallée
par la feétion A B, Soir la haurcur de certe fection AD — «, dans
laquelle je confidere un point quelcongque O, nommant AD = 2,
Se que OMG (bit le chemin que chaque particule d'eau, qui pafle
pir le point ©, décrir étant emportée par fon mouvement.  Iei il

faut d'abord regarder le mouvement dont chaque particule d'ean
pafle

Fig. 1
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pafle par le point O,  Ce monvement érant décompof€ felon la di-
rection horizontale & verticale, foic s la virefle (tlon la direétion ho-
rizontale, & » la vireffe felon la direftion verticale, que je fuppofe

dirigée de haut en bas.  Donc, rommant EA — J, de forre que
EOQ — / <= =, aprés un tems infiniment perit — 471, le point
d'eau O avancera felon la diceétion horizontale par 'cfpace — ma'r,

& felon la direétion verticale par efpace — #47.  Par conféquent
apris le tems 47, le point O parviendra en o, en forre qu'ayant tiré
la verticale oe, il foit Ee — mdr, & ¢o0 == & 4+ s — ndr.
Or on voit bien que m & w» font de cerraines fonétions de s.

§. =. Qu'aprds un tems quelconque — ¢, le point d'eau
qui eft pafié par O foir parvenu en M, ayanr décrit pendant ce tems #
la ligne OM. Qu'on tire de M fur EI" la perpendiculaire MP,
& nommant EP — x; PM — »; on voir que x & y feront
des fonftions de deux variables # & 2.  Soit donc pour exprimer la
dépendance de ces deux variables,

dx — Pdt - Qds, & dy — Rdt -4 §d+,

ol 'on voit que ces formules différenticlles doivent érre completes,

dP __ dQ dR __ 4§ ap -
ou que —— = & T — 35 ol 7, marque le diffé-

rentiel de P, en ne {uppolant que = variable, divifé par 4z, & dQ
P P dr?

le différenticl de Q, en ne fuppofant que ¢ variable, divifé par 47,
& ainfi des aurres.  On voir auili que ces valeurs de x & 9, en po-
fant = — o, doiventr exprimer la figure dulic AC: puisque l'eau
qui pafle par le point A, doit gliffer fur le lit méme.  Or, fi nous po-
fons & — a, ces mémes formulesde x & y exprimeront la figure
‘de la fuperficic d'cau BD), ou la furface de la riviere.

§. 8. Il elt encore i remarquer, que, lorsqu'on met ¢ = o,

Je point M doit reromber en (). Donc, les fonthions de ¢ & 5
qui expriment les valeurs de » & y doivent Cue telles, que i 'on
mer
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met ¢ — o, il devienne ¥ — o, & y =¥ 4 2 — EO.
De plus, puisque dx =PJf 4 Qdz, & dy = Rt Sda:
fi nous mettons # — o, & que nous prenions & pour conitante,
ou dz = o, failant J¢ — J7, ces diffiérentiels donneront le lieu
du point o, auquel parvient le point O dans le tems J47; il fera
dong, pofant ¢ — o, dans les quantités P& R, Ee — Pdr, &
eo — b 4+ o —+ Rdr. Comparant ces valeurs avec celles, que
nous avons trouvées en haut, nous aurons P —m, & R —— n,
de forte gue les fonctions P & R, Fn{{q“t il doivent donner

les vire(les horizontale & verticale du point O.

§. 9. Pour trouver la ligne OMG, que toutes les parricu-
les d’'eau, qui pallent par le point O, repréfentent dans la riviere,
puisqu’il faut regarder ce point O comme fixe dans la fection AB,
nous aurons «< — o; donc la nature de la ligne OMG [(era conte-
nue dans ces formules:

da =P, & dy — Rds,

qui donnent & connoitre que, dans I'élément de tems d¢, le point M
parvient en mr, en forte que Pp — Pdt, & pm — y -~ R4,
De 1 on connoit le mouvement du point M dont il eft tranfporté en m
pendant le cems dt.  Car, {i nous nommons la virefle horizonrale du
oint M — o, & fa vitelie verticale == # dirigée en bas, aprés le
tems ot il doit éoe Pp = vde, & pm = y — udt, & par-
tant nous surcns ¢ — P, & v == — R.  Ainfi connoiflant
los fonétions P, Q, B, §, dens les formules générales:

de — Pdt = Qdz, & dy == Rdt 4 Sds,
les fonctions 1> & R expriment en méme tems les vitefles du point M,
la horizontale ¢, & la verticale w,

§. 1e. Donnons maintenant au point O une érendue infiniment

petite OO =—d'=, pour confidérer rour le filet d'eau O O'M MW G G,
qui pafle par cette ouverture 00 = d3: car il faur que ce filer
demeure tovjours continu, fans qu'il s’y introduife aucun wvuide.
Méw, de T Acad. Tum. XVI. O Donc
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Donc la vitefle horizontale du point O fera == m 4= dm, & Ia
verticale — » —— 4w, ces quanritds m & # frant des fonctions
de =. Dansletems /7 done le point O/ parviendra en ¢/, en for-
te que Eo/ —(m——dw)ur, & o' b2 4—ds—(n—=dn)dr.
Par conféquent, dans ce méme tems 41, il palle par I'ouverrure
00" —— d=, la malfe d'ean OO oe’, donrle volume fe trouvera
en cetle maniere

L'aire du trapeze EQ/¢’e érant
- - durrapeze LLOae - -
- - durrapeze coo'e - -
d'oil I'on tire Vaire
00 "a — (ENEQ ——¢o’y — LEe(EOQ 3= e0)— e/ (o4 ¢'d’)
1 Ee(O0 4= o' — 206) 4= 3 e/ (KO — e0),
& partant E1|E lera — mdads ~=— Jdmdsdy — Jmdudr? —— Lndmis?

IR (RO = #of),
1Ee(EO - ¢o),
jee (eo = o),

[ 1]

§ 11. Aprésuntems ¢, le point O venanten M, de for-
teqne P = a1, PM — y, lepoint O parviendraen M/, de
foree que EP — > - Qds, & M — y 4 Sd=2, & encore
aprés un tems infiniment petit d7, ces poinrs M & M’ feront
tranfportés en m & m', de forre quiil fera Ep — x» - Pi'7,
pm — y + Rdr, & Ep' — » 4+ Pdr 4~ Qds,
p'm' — vy -~ Rdr 4 Sdz. Donclamalfe OO — mdadr,

{ra parvenue apris le tems == #, en MM'w'w, ou clle rempli-
ra cet elpace: c'eft pnurqum il fau: que laire M ".l 'z foit ::fa'lc i

00%'a = mdsiv. QOr, pour trouver cere dire, on n'a qu'a ch=r~
cher ces 4 trapezes.

PMmp —iPp(PM 3 pm) =1Pir(2y4-Rr),
PIMImtp! = & PYp (PN~ p'’) = § Pilz {2y~ Rur —-25.),
PMMP =4 PP(PM—4-P'M)—4 Q s(2y—-Sds),
pmw'pt = ipp'(pm —=p'm') =1 Qia(2y—4-2Rur—-5d),
&
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& puisque M Mulm — P'M'nfp! L PMMP! — pmrilp! — PMmp,
nous aurons MM wmlm — PSdsdr — QRdsdr.  Donc il faut
qu’il foir PS QR — m; & ceft la premiere condirion 4 la-
quelle il faut fatickaire.

12. Certe condition que nous venons de trouver, ren-
ferme la continuité do fluide, en vertu de laquelle il faur donc que
PS5 — QR, foitégaled m, c'eft 4 dire d une fonétion de =, ofle
tems ¢ n'entre point.  Or le premier ¢rat en ADB, nous découvre
encore d'autres proprictés, que les fonltions ', Q, R, §, doivent
avoir. Car, faifant varier au point () rant =, quele tems #, pour
parvenir au point ofy, nous aurons Le/ —mir, & o' — b+ 2—nT,
ol o v marque I'élément du rems 2, qui lui-méme eft dans ce cas — o,
Done, fi ¢ — o, il faut qu'il foit dx —wmar + oy, & dy =——ndr + d=.
Or, ayant fuppoft en aénéral de —=Pir + Qds, & dy —Rir -S54,
il elt requis que pofant ¢ — o, il devienne:

P=m; Q—o0; R=—re=p; &5 =ro,
Ces conditions jointes 4 celle que PS5 — QR — m, & que les
formules difi¢renticlles Pdr 4+ Qdz, & Rar —— Sd=z, doi-
vent étre compiertes, ou intégrables, dérerminent déji en partie la na-
rare de ces fonftions; & outre ccla il faur que, pofant & — o, les

coordonnées x & y exprimant la nature de la ligne du licr AC.

§. 13. Maintenant, pour trouver Pacceleration de I'élément
d'cau MM, dont la mafle eft = mdsdr, il faut svoir éxard
aux forces quiy agiffent. C.s forces, (ont premierement le poids de
cet élément, que jexprimerai par fon volume /2.7, & par cette
force cet élément eft pouflé en bas. Enfuite, ce méme ¢élément elt als
fujerti aux prellions des particules d'ean dont il eft environné; & ces
preflions s'expriment le plus commodément par la hanteur d'une co-
lonne d’eau, qui cxerceroit la méme preifion.  Soir done p la hau-
teur qui exprime la preflion au point M, & p (era une certaine
fonftion des coordonnées x & y. ou bien des variables ¢ & s; &

Q= pour
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pour repréfenter cette -:]‘épendancc? oit dp — Mdt = Ndz De
li on connoirra les preflions aux points M/, m, & »/; car on aura la
preflion en M — p —= NJz; en w — p - Mdt, & en
m! — p -+ Ndz —— Mdr, pofant dv pour dt; comme nous

avons fait auparavant en confidérant ces points.

§. 14. Donc, furlaface MM agira une force — MM/(p + 1 Nd2)
fur la face Mam une force — Mm(p —+ i Mdr), fur la face
M'm’ une force — Mm'(p 4 Nds —— §Md7), & furlaface
ma’ une foree = mm'(p -~ Mdr -~ §Nds). Décompoflons
ces forces felon les direftion de coordonnées I'P, LA, car puisque ces
forces agillent perpendiculairement fur les faces, la réfolurion donnera:

donne les forces

l.a force fur {elon EP felon EA
MM =MM(p 4 tN.2); + 8 (p 4+ iNE);  — Qd=(p + 1 Nd:),
Ma—Mm(p+ §Miz); —Rer(p+iMdr); 4+ Per(p+ 1Mor),

mad' = ma'( p+ N7 4 §Nd) ; —=Sd2(piM.THNd); +Qa(p4+ Mar+ 4 Nik),
M/ =M'm'( p 4+ Nea+ §Mdr); +Rer{(piNdsi iMar); —Pur{ p+Nida+ 1 Mdr).

Done, prenant toures ces forces enfemble, 'élément MM w/m, en fera
poufi¢ [clon la diretion horizontale P par la force —=— MSdzdr
+ NRJzd7; & felon la direltion verricale KA, ou en haut par la
force = MQdadr — NPdzd7; decelle-ciil faur donc rerran-
cher la force de la gravité de cet élément, qui elt — PSdzdr
~— QRdsdr — mdsdr.

§. 15. Lamafle MMm'sme — mdadr, érant [ollicitée par
deux forces, 'une felon 'horizontale EP, qui elt — (N R — M5) dzdT,
& Iaurre felon la verucale EA en haut, qui eft — (MQ—NP)dzar
— mdsdr,

NR—-MS
o *
b 4

MQ—NP

e e
7

Par

la force accélératrice felon ladireétion EP fera—

la force accélérarrice felon la dire&tion EA fera —




% 109 o

Par conféguent, le point M fera accéleré par ces deux forces accéléra-
rarrices.  Done, prenant = conftant, & I'élément du tems dz égale-
ment conftanr, {elon les principes de I'accélérarion, nous aurons:

NR —MS$ _ 2d/x  MQ—NP ____ 2ddy

. i

1 ded ! i = A

Or, ayant dx — Pdt 4~ Qd=, & dy — Rdt - Sds, fi
nous pofons dP — Pdt - Qdz, & IR = Rdt 4-Sdz;
il fera ddow — Pde?, & ddy — Rd+?, d'on nous tirons enfin
ce deux éguations

NR—MS5 =229, & MQ—NP — o — 2R

§. 16. Pour dérerminer donc le mouvement de la riviere

ABCD, qui eft formée par I'eau qui decoule continuellement par la
fection AB — w, furlelic AC, dontla figure elt donnée, ayant

pris la ligne horizontale EF pour axe, & nommant AE — &, (oit
parvenu une particule d'eau, qui pafle par O, pofint AO — 3,
aprés un tems ¢coulé — ¢ en M, & qu'on nomme les coordonnées

EP — », & PM — y, ces quantités & & y feront certaines
fonétions des variables £ & =.  Soir done

de — Pdt =4 Qdz, & dy — Rdt 4 Sds,
ou P, Q, & R, §, font telles fonttions de ¢ & =, que ces formu-
les différenticlies foient intégrables. Or, pour les fonétions P & R,
foit de plus:

dP = Pdt 4 Qdz, & dR = Rdt 4 Sds.

Enfin, fou la preflion de I'eau au point M exprimée par la haureur
— p, qui éant parcillement une fonétion des vanables ¢ & sz, foic

dp — Mdt 4 Nds.

§. 17. Tl s’agit donc de trouver les fonétions P, Q, R, §,
M, & N; & pour cela il faut fatisfaire aux conditions fuivanies.

O 3 1)
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1) Les coordonnées x & y doivent drre telles fonétions de ¢ & =,
que lorsqu'on met === o, elles expriment la figure du lit AC;
ainfi, pofant = —= o, on aura pour la figure du lir AC ces
formeies dx — Pdt, & dy — Rdr. QOr, lorsqu'on met
¢ — o, il faut quil devienne » — o, & ¥ == } - =,

2) Le mouvement de l'eau, qui coule par le point O érane fuppofé
tel, que fa vitefle {elon la direétion horizontale foit = m, &
{a vitefle (tlon la direltion verticale dirigée en bas — », il faut
qu'il foit pofant ¢ — o;

—m Q=03 R—T—w; 8§—1,
ot m & n feront des fonétions de la feule variable =, fins ren-
fermer l'autre ¢,

3) La troifieme condition exige, qu'il i:ult’en général: PS—QR —m,
ot PS — QR doir &tre une fonction de la feule variable =,
fans qu'il y entre l'autre variable 2.

4) La confidération de I'accélération nous a fourni ces ¢quations, aux-
quelles il faur farisfaire:

NR—MS=2mP, & MQ—NP—=2mR 4-m.

5) Enfin il elt évident que la preflion p doit étre une telle fonction
de ¢+ & =, quelorsqu’on met 5 = a, auquel cas la preflion
fe rapportera & la fuperficie BD), la valeur de p évanouiffe.
Donc il faur qu'il devienne M — o, fil'on met 2 = a.

§. 18. Les formules de la quarrieme condition, puisqu'il eft

en verm de la troifieme m — PS5 — QR, donneront
M —= — 2PP aRN — R,
& N—=—2Q)P — 25X — §,

& de I nous obtiendrons:
_ — 2PPdt — 2RRdr — Rdy,
= 2QPdzs — 25Rds — Sd=
Mais
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Mais, ayant Pdt 4 Qds — dr, & Rdr 4 Sds — dy,
il fera

dp — — 2Pdx — 2Rdy — dy.
Donc, puisque cetce formule doir érre intégrable, il faur que
Pdx == Ry, toit une formule diffcrentielle completee.

§ 19. De li on peur encore tirer la condition fuivante:
Puisque *}5.-4'1' — dP — Q1ds, & Rt — 4R — Sds, Ia
fubltirution de ces formules donnera:

gy — — 2PdP 4= 2PQds ~= 2RSs

P— _ 2RIR — 2QPds — 28R4z~

dont l'intégrale, entant gu’elle peut e prendre, fera:

p—=C—y—PP—RR 4 2/is(FQ —-QP—-RG —SN).
Donc il faut que la formule P — QP ~= RS — SN, foir
une fonction de la (eule variable s, puisque funs cela 'intégration ne
pourroit avoir liew.

§. 20. Seitdonc PQY — QP -+ RS — SR — w,
de forre que w marque uue fonétion de la feule variable 3, & la pref-

fion en M fera
p—=C=—y—PP — RR ~~ 2fuds,

& [fwds fera parcillement une fonétion de = Or, puisque I'expref-
fion de p doir évanouir, fi'on mer 3 == a, il faut que cette pofi-
tion = — 2, falle évanouic tous les ¢ dans la formule, ¥ + PP 4+ RR,
de forte qu'elle devienne une guantité conltante,  Er alors on n'aura

qu'd dérerminer C, en forte que p évanouiffe dans ce cas = —

dy,

-J;_El

§. 21. Puisque nous avons aufli FS — QR — m, ol m
eft pareillement une fonction de la feule =, ces deux équations:

PS — QR = m,

PO 4+ QP +RE — SR = w,
pour-
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pourront {ervir i éliminer Q_& 5: & on trouve
__PPQ 4 PR — mR — wP

Q~'_' [.:_cp‘_{_ SR 3 -
g s PREY —+ RE-IE —+ P — «R
— P - RR 3

& ces valeurs doivent rendre intégrables les formules
dx = Pdt - QJs, & dy = Rt - Sd=.

Or fubitiruant ces valeurs trouvées en y introduifant les formules
dP — Pt 4-Qds, & JR = Rt~ &ds, nousaurons:
___ PPdP == PRJR — mNRds — wPda

dx e lr;p "'i'_ iR Eﬁ ¥
,r_‘f — PR:‘-;P ‘-'—+-‘ RRf’rH —]—- j‘}j"'lp_ff:' — .u,n'f_:‘..
s PP + RN *

& Pune & l'autre de ces formules doit Crre intégrable.

§. 22. Toute la quettion fe réduit donc i la recherche de la
nature de ces deux fonctions P & R, desquelles dépendent les
fonétions P & M, sfin que ces deux formules

L PiPapP - RdR) — mMRfs — wPds

TR PP +— R *
P R{PJP -~ RJ/R) -~ nPis — wRds
i PP - RN !

deviennent intégrables. Lt lorsqu'on aura trouvé moyen de réfoudre
ce probleme en général, il ne fern plus difficile de dérerminer ces
fonétions en (orte qu'elles fatisfallent aux aurres condirions,  Or ce
probleme clt fi difficile, que, quoiqu’l ne dépende que de analyle,
nous ne pouvons presque efpérer de parvenir jamais d Ia {ulution gé-
nérale, qui pourroit fervir 4 déterminar le mouvement de toute (orte
de rivieres.

§. 23
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§. 21,  Cesdifficultés m'obligent 4 m'arrdrer & des cas parti-
culiers, dont I'évolution pourra en méme tems fervir & nous montrer
comme ii faur s’y prendre, pour chercher la (ulution géndrale,  Puis-
que donc, pofant £——o, il faut qu'il devienne ¥ —o, & y—i+3,
je fuppolerai

¥ = Ve 4+ Art, &y—=1Id 42 Z¢ - B2,

ou V & Z marquent des fonctions de la feule variable 5. Nous
asrons donc:

P =V 4 2A4 R = Z - 204,
taVv rd/
Q=g S = e
P — 24; M =aB
ayv dZ
My — 7, =
P o dm! E__ﬂr:*

& par la Reonde condition il era m = V; & = — 7. Or
la trothieme condinion donne

Ved7. | 2AndZ  ZtdV _ 2BudV
dx 7T s dz ds
& cerre cxpredion duit Cowe == m = V, d'ol nous tirons ces
deux équations:
2Ads == Vd7. — 7.4V = o, & AJZ = B4V,

1AY

I’S—Q!?. —ViaAt}

dont la dernicre donne 7. — = —— C, qui érant remife dans la

preoiere produit 2 Ads — CiV =—=o, & parctant V = 5_2_5 + D,
aBs LD

donc Z — e }I. -+ C

Méwm. de [ Acad, Tom, XV, P §. 24.
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§ 24. Changeons ces conitantes, & foit D — <

A = jaC; B — 38C, pour avoir V= a(s - ¢); &
L = C 4 E(s - ¢), & nos formules deviendront:

xr —a(ztc)t+3aCrt; y =b+s4+Ct+6(s4¢)t+ L6Ce,
P —a(s+c)+aCr; R=C+6(s+¢) +ECy,

Q—oas; S = 1+6t,
P—aC; ®—=EC,
5 Bl & &—=%,

De 1i nous obtiendrons la fonftion de %, ‘qui a éé nommée
w — PQY — QP 4+ RE — SN, ce qui produic
w—aa(s—¢) +aaCt 4 EC - E5(s <) 4 EECy,
—aaCt—EC —£5Cy,
ou w = (aa -+ E3)(s - o).
Car, puisquie les termes qui contenoient ¢ (& font décruirs eux-mémes,
on n'a pas befoin de réduction ultéricure.

§.25. De li nous aurons donc 2/iwde— (au+58) (sa+ 2054 cc),

& la preflion au point M deviendra
p—=Conlt.— 4 — 5 —Ct—E(a+c)—§5CH 4 ou(zate)?
—ag(34¢)? —20aCt (24¢) —aaCCre 4+ EC(340)?

— 38 (240)* —28CC: —EECCre
—2CE(a4c) — 266Cr (a+¢)
—CC

ou

p = Conlt. =0 — 23 —2CE6(x+¢)—CC—(1+28C)C¢

—(6+2¢aC+288C)(s+c)t—C(36+aaC+ES5C)1e.

Or cetre expreflion devant évanouir, pofant = —— », quelque valeur
qu'obticnne la variable ¢, nous en tirerons trois équarions

Contt.
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Conlt, = ¢+ a2 -+ 2CE(a -+ ¢) 4+ CC.
(1 4+26C)C—+ (8 4+ 20aC 4+ 25E8C)(a =) —=o0.
C(i8 + aaC -+ E66C) — o,
dont la derniere nous fournit deux folutions, que je développerai
{eparément.

§. 26. Soit donc pour la premiere folution C — o; & Ia
feconde donne ¢ == — a; & la premiere Conlt. = 4§ 4+ a
Done nos équarions pour le mouvement de U'eau feront:

¥y —a(zg—a)t, &y =464 3 4 8{z — a),
&la preflion p — 4 — & — E(3 — a)t.

Puisque = ne peut pas devenir plus grand que a2, on voit

bien qu'il faur prendre a négarif, de forte qu'il foir
i fu-—-")r & y = b =23 — F(a — 2)s,
S laprellion p — 4 — 2 - & — )L

Pofant = —= o, la figure du lit AC dans ce cas fera expri-
mée par ces formules ¥ == aat, & y = b — Qa;, d'atl I"on
conpuit, que lz e AC fera wne lizne droite inclinée & 'horizon
g
fous un angle dont la tangente — —
— £
2(aa +-6¢6)’
d'oit la (cconde équation devient (1 —— 2 QC}C — o, ou hien
gus — o, il [tra donc ou @ ou § — o: sl éoit § — o, il fe-
roit C = o, comme dans le cas précédent, foic donc & — o; &
[ I
il fra C=— —; & Conft.—} 4 a—t—c+ ———p—rt —

26 E"h 453
D’ott nos équations pour le mouvement de Icuu feront:

x—a(z-+c)t, & y—"i—+4s— -EE —+E(s—t=c)t— iz,
P2 &

§. 27. Pour le fecond cas, nous aurons C —
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& p — o. Or a étant — o, puisque ¥ == o, l'eau en cou-
lant par AB ne {ortira jamais de la perpendiculaire BAE.

§. 28. Dans ce cas donc I'eau couleroit perpendiculairement
de haur en bas.  Mais, {i nous prenons ¢ ——= ©@, afin que e~ ob-
ticnoe une valeur finie == f, & que nous pofions également & —— o,

en forte que z_IE' — B¢ — g, il en rélultera le cas fuivant

¥ == fr & y—é—4t+ s —pt — 31,
& la preffion fera partant = o. Dong, le lit n'érant pas preflé, ce cas
renferme le mouvement ol 'eau tombe libremenr & felon vne di-

rection oblique quelconque. Or il eft clair aufli que, par route la hau-
reur AT, Veau doit pafler avec la méme virefle & felon la méme di-

rection, de forte que chague particule d'eau décrive une parabole,
tout comme fi elle éroit Epardée du refte; puisqu'clle n'en foufire an-
cune preflion. A ufli voyons-nous de nos formules, que la figure du
lit, ou le chemin des particules qui paffent par A, eft une parabole
comprile dans ces formules

¥ =R, & y=b—pgt — Jtt.

§. 29. Dans le premier cas, ayant pofé C = o, pour
{atisfaire & ]a (econde éguanion, au liecu de metre ¢ —= — 7, on
peut aufli faire & — o; & la premicre fira Conlt, = 4 — w.

Dans ce cas nous aurons:
-T:ﬁi:ﬁ—-i—f;ir, ﬂ{.}:j+5?

& p — a — 3, ot ao liey de  — u(s - )¢, nous pou-

vons mettre ¥ — (a3 —+— €)7.  Ici nous voyons que le lit AC

devient une ligne horizontale de méme que la fuperficie BD: car

chaque, particule d'eau ¢ mouvra uniformément dans une diretion

horizontale; & @z —— & marque la vitelle dont I'eau pafle par le

point O.  Aulfli les diverfes parties d'ecau n'agiront lune fur l'au-
ire
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tre qu'en vertu de leur pefanteur, de I3 vient que la prefflion
— a — = et partour la méme comme {i I'ean éroit en repos,

F | — i )
Dans ce cas donc, la (urface de la riviere (era parfairement horizontale,

& le mouvement de toutes les parties, fe fera horizonralement & fera
uniforme.

§. 30. Ayantrrouvé x = (as —— &), la vitefle de I'eau
au point O feroit == a3 4~ £; mais on comprend aifément
que ee méme cas doit {ubfifter, de quelgue maniere que varient les vi-
tefles aux divers points O.  Aulli voyons - nous que ces valeurs

a =17z, & y=1!) 4 s

ott Z marque une fonétion quelconque de s, farsfont également 3
touces les conditions requiles.  Car ayant
tdZ
P—=Z; Q=—-; R=o; S=1, &deli
7.

= R=o0; & =o, ilfers

=6 8 =
m — PS5 — QR — Z — 4 une fonftion de 3,

ZdL
w—=PQ—QP+4-RS—SR=—— 1 une fonclion dez,

d’otl nous tirons la preflion & un point quelconque M,
p — Conlt, b % L7 = 2f72dL = g ==,

Ainfi une riviere peur fubfifter fur un lit horizontal, lorsque toutes
les partcules d'eau fe meuvent uniformément felon des direétions
horizontales d'eau, & la [urface fupreme demeurera horizonrale,
De plus, la preflion de I'cau fera parrour la méme que fi toute l'can
€toit en repos.

P 3 § 31,
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§. 31. Voici donc trois diverles valeurs des coordonnées x
& 7, qui farisfont aux conditions requifes pour repréfenter le mou-
vement d'une riviere.

E @ =5 y =&+ — gt — 1t
1. *x —a(e—2)t; ¥y = b =3 4= E(a — 2)¢,
1L & — Z¢; y=¢ 4 g

ot 7. marque une fonétion quelconque de =.

Or le fecond cas peut encore ¢tre rendu plus général ,
en poflint:

x —=(a—22)Zt, &y =) 4 2 -4 E(a — 3)iy;

& ce fera de la confidération de ces cas particuliers qu'on pourra
efpérer la (olution générale.

RECHER.-
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