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) e in Analyﬁ de " fiin&ionibus , fen quatitita=
' tibus pet quamplam varlabllcm vtcunque
 determinatis , tradi folent,ad eas tantum fin-
es reftringuritur ,, quae ‘continuae vocantur , et
rnm. formatm certa’ quadam  lege continetur,
¥rina linearum curvarum’ hoc maxime illa-
b1 apphcatae , quatenus per abfciffas deter-
v1cem gerunt fanGiopui, ita vt indoles
onum Aapu{ﬁme pet lineas. curuas, 1€~
iiodocungue quantitas .y
eterm;'a;m f rmq[uaecunquia funct'o fierjt
per, curua defctibi poteft , ‘cuius ab-
B ) J,ung%el X conuemat ed 1pfa applicata ¥ ,
aeggup Iinea, cuwrrua* congrue natliram . illins" fun@io~
Tnis ;eprae{'cntaxe “aeftimatur. Hmc etiam viciffim
gropoﬁta linea curna quacunque eius applicatae cer-

p.s quasdam funé’cmnes abfcifarum exhibent, quirum
Az natura
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natura in ipfa lineae curuae natura involuitur,dum
" {cilicet cuique abfciflae certa refpondet applicata, hu-
ins valor tanquam fun&io quaedam abfciflae recte
{pe@atur , et quando applicata vel fit imaginaria, vel
fimul plures valores fortitur , haec ipfa varietas lu-
culentiffime ex natvra fun&tionis perf{picitur,

2. Jam vero notiffimum eft, in Geometria
fublimiori alias lineas curuas confideraxi non {olere,
nifi quarum npatura -certa quadam relatione - inter
coordinatas, per quampiam aequationem exprefla de-
finiatur , ita vt omnia eius punéta per eandem ae~
quationem tanquam legem determinentur. Quae lex
cum principium continuitatis in fe comple®i cen-
featur , quippe qua omnes curuae partes ita vin-
culo ar&iffimo inter fe cohaerent, vt null« in illis
mutatio faluo continuitatis nexu locum inuenire

- poflit ; hanc ob rem iftae lineae curuac continuae

appellantur , nihilque intereft , five aequatio illarum
naturam continens fit algebraica fiue tranfcendens ,
fine cognita fiue etiamnum incognita, dummodo in-
telligamus dari quandam aequationem , qua natura

huiusmodi linearnm curnarum exprimatur. Hoc
‘Joco non fpectatur continuitas tractus, quo rami
~_euruarum porriguntur : ac binae hyperbolae coniu-

gatae aeque lineam curuam continuam conftituunt, ac
paisola vel ellipfis, etiamfi bini eius tractus penitus a
fe innicem fint feiunéti. Ob eam enim caufam his
feparatis hyperbolis continuitas tribuitur , quod am-

bae in -vna eademque aequatione contineantur, ex
eagque
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caque formari poffint.  Atque -ex hoc fonte, quae
wulgo vage de lege continuitatis difputari folent,
interpretari atque ad. determinatum fignificatum re-

yQcari conueniret.

3. Conftituto continnitatis criterio fponte pa-
tet,quid fit funtio difcontinua , feu lege continuita-
tis deftituta : omnes enim lineae curuse per nullam
certam dequationem determinatae , cuinsmodi libero
 manus tra@u delineari folent, tales funéiorss difcon-
tinwas fuppeditant , quandoquidem in iis valdres ap-

licatarum nulla certa lege abfciflis definire licet,
Huiusmodi lineae curuae, quatenus fuperiori generi
continuitatis lege definito opponuntur, vulgo mecha-
nicae, aptius vero difcontinnae, feu continuitatis lege
garentes vocantur : idque non quod earum  partes
‘non inter {& cohaereant, fed quoniam nujla certa ae-
quatione determinantur. Ita quicunque tractus libe-~
ra manu fuper charta ducuntur, etiamfi continuo
procedant, tamen fecundum hanc definitionem pro
difcontinuis funt habendae , fignidem profetto nun-
quam eueniet, vt huiusmodi tractus certa quadam ze-
quatione contineatur. Atque huc etiam reforri con-

venit lineas vulgo mixtas vocatas, guando -partes ex -

 diuerfis lineis curnis defumtae inter fe coniunguntur,
vel etiam partes einsdem lineae alio'modo vniuntur.
Tta perimeter polygoni ex meris lineis rectis con-
. ftans aeque huc pertinet , ac lineae ex rectis et ar-
cubus circularibus , vel aliarum quarumecunque cur-
varum formatae. Etfi enim hic quaenis portio
\ : A3 certa
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«erta -quadam -aequatione ‘continetur ,. pro toto’ tamer:

tractu nulla ;aequatio wnica., -in -quo - ‘character. con-
tinuitatis eft flatuendus., -exhiberi poteft-, quo circa
omnes huiusmodi ‘tractus -pro lineis difcontinuis
funt habendi., -perinde ac ii., qui llbera ‘manu .du-
cuntur,

4. Jam ommbus huiusmodi lineis et funitio=
nibus diftontinuis ‘in .Analyfi geometrica pullum lo-
cum concedi, per e .eft manifefum.,. cum vai-
verfa haec fpeculatio in linearum., quae confiderantut,
proprletatlbus inneftigandis fit -occupata., quod nego-
tium millo modo firfeipi ‘poflet., mifi natura linea-
rum -certa -quadam lege et :aequatione -contineretur.
Hinc splerique ‘Geometrae hac ratione indudti mon
.dubitauerunt , -omnes lineas -et functiones diftontinuas,
tam ex Geometria, -quam vniuerfa Analyfi,, penitus
profcribere,, et inter obiedtu, -a quibus haec {cientia
abhorreat , detrudere. Hanc fententiama -certe. palam
eft profeﬁ'us Celeb, Alembertus , cum ego ‘TotUs cor=
darum vibrantium ita in genere determinauiffem .
vt folutio :ad -omnes motus et figuras., quae cordae
initic. fuerint impreffae., pateret. Mox enim Vir
excellentifimus mihi obiecit, motum plane definiri
non pofle, nifi figura cordae initio imprefla fuerit
continua ac certa quadam aequatione comprehenfa,

fi fecus acciderit, et cordae figura initio fuerit difcon~

finua , ttm motus fecuturi -determinationem mnullo
modo ad Analyfin pertinere , atque adeo nefas effe
illam inueftigare velle.. Cui obieltioni equidem fatis
wefpondi , ac nuper Cel. La Grange in A&is Tau-

Tinenfi~
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yinenfibus, meam. folutionem ita- folide propignauit ,,

veonulli. amplius, dubio. locus. fit. relictus. .

5., Grauviffimi’ ergo! momenti” quaeftio’ hic ex~
oritur , quid de. functionibus. difcontinujs ,,vel. lineis.
fine, ¥lla . gerta: lege: defcriptis . fit” judicandum , et
num; et quatenus: illis, locus. in. Analyfl; ¢ concedi.

poffit 2;In, problemate. certe. modo.memorato: nullum.
eft. dubium ,quin- corda ;. quae: initio- itas firerit. di~
du@a ;. vt eius figura.nulla: aequatione com];mehmdl:;

poffit , motum . fit. confecntnra ;. coque. durante fingu-
1is, momentis. ea: it. certam ; figuram . et. motum . e~

ceptura ,, cnius: determinatio. fane . ad: Analyfin: mo-
tusque. {cientiam : eft: referenda . fiue  fines- cognitioni -
noftrae. praefer:pti huic. quaeftioni foluendae fufficiant,
fiue: fecus.. - Viroque: cafu: quaeftio- {emper: foret.
omni: noftra; attentione’ digna-, . et cum circa. quanti=-
tates- verfetur-,,ad: Analyfin. certe. pertinere- eft. cen-.

fenda ;*neque: hic: quaeritur;. quousque: fagacitas. no-
ﬁraz«»pateat 5. €UmM; WiX:quisquam: fit: Geometrarum
qui:-non: facpins, ins: quaeftionibus: vires: fuas fu-

perantibussdefudauerit::  Neutiquam: igitur. nefas. eft

putandum® ,Jhumsmodl qnaeftioness attingere ;. guim
potius: eos maiori ftudios in: iis: effet’ elaborandum.

Omnibus; autem: difficedtatibus. diligenter. perpenfis ;.

etiammiim: affenerare; andeo ;. foliltionem © meam.: pro-

blematis, de: cordis: vibrantibus- latiffimo. fenfir; acce--
pti. recte; fe: habere ,, in.eaque felici fuceeffit: funétios-
num. difcontinuarum rationem: effe: habitam. Ve--
mm. etiam agnofco, hoc groblsma ad. peculiare Ana-- -

iyfeoﬁ.
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lyfeos genus adhuc parum excultum , effe referen~
dum , cuius generis adeo vis et natura in hoc con-
fiftat , vt functiones etiam difcontinuas neceffario im
fe complectatur. ’

‘6. Ad litem hanc componendam obféruo, ne-
que in Algebra communi, neque in ea Analyfeos
Infinitorum parte, quae adhuc potifimum eft tra-
Ctata , functiones difcontinuas admitti pofle. Multo
latius autem Analyfis infinitorum patere, atqoe eius-
modi partes completi eft iudicanda , quae a funétio~
n’bus difcontinuis non folum non abhorreant, f{ed
eas adeo ita matura fua inuoluant, vt nullum pro-
blema ¢o pertinens rite folutum fit cenfendum, nifi
functiones prorfus arbitrariae , hincque etiam difcon-
tinuae, in folutionem fuerint introductae. Iftae qui-
dem Analyfeos partes etiamnum parum funt excul-
tac , etiamfi egregia fpecimina paffim reperiantur ;
neque etiam earum vera indoles fatis perfpe@a vi-
detur.  Quare quo hanc indolem loculenter expo-
pam, neceffe eft, vt varias iftas ac diuerfas Analyfeos
partes accuratius deferibam |, et pro cuiusque indole
a fe inuicem diftinguam. Quemadmodum enim
vul3o Anpalyfis infinitorum definiri folet, inde vix
-quicquam lucis ad hoc drgumentum  illuftrandum
peti poteft, cum pleraeqie definitiones maxime fint
vagae et confufae, neque fibie@i, de quo agitur, na-
turam fatis dilucide ac diftinéte explicent.  Ex
quo frequentifimae querelse, quod idea Analyfeos in-
finitorum nusquam accurate deferipta ac flabilita re-

peria- -
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periatur , fundamento non -carent, hic autem itli wi-
tio imprimis «ft eccurrendum , quo -diuerfae huius
fcientiae -partes non fatis diligenter a2 f& invicem
- -diftinguntur. '

w. “Tota autem vis Amlyfeos infinitornm
eonuenientifime -ex notione et indole functiopum
explicatur , quae commiodiffime pro numerp “quanti-
tatum ~variabilium, per quas certo quedam. modo de-
terminantur-, in claffes diftinguentur. Sic prima
«claffis icontincbit fan@iones wnicae quantitatis Varia-
bilis, Tdles fun&iones funt applicatae quarumuis
linearum, refpectt abfciffarum. Ita pofita abfciffa —x
et applicata =y, erit y functio variabilis x, cuius
qatura per lineam curuam, feu -aequationem’ , quae
inter x et y datur, exprimitur; qua fit, vt flatim
ntque abfciffac & determinatus valor tribaitur , etiam
applicata y valorem determinatum confequatur, fiue
~is fuerit fimplex , fine etiam multiplex, fiue etiam
fmaginarius 3 vnde intelligitur etiam vicifim abfcis-
fam x tanquam fanétiomemn applicatze y fpectari
pofe.  Simili modo fi corpus per quampiam line-
am moueatyfr , eius celeritas in fingulis fotis etiam
ad fun@iones vnicae variabilis eft referenda; eft quippe
fundtio ecius quantitatis variabilis , qua eius lineae
pun&a continuo determinantur. In hac clafie ple~
" racque quacftiones adhuc tractatae funt collocandae ,
etiamfi faepius plures wvarisbiles in computum in-
grediantur, fiquidem cun@ze tandem per vnicam de-
terminantur. Veluti fi motus lunae inueftigatur , ad
Tom. X¥. Nou. Comm. B quod-

e
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quoduis, tempus. eins. ongitudo, -latitado , ac:diftan-
tia a terra quacrenda. proponitir; cuwm. altem. haec
fingula clementa. tandem. per. folgm. tempus determi-
nari debeant , tam longitudo , quam latitndo et di-
ftantia , quaeque per fe tanquam funétio temporis.,,
ideoque vnica: variabilis fpectari, poterit..’
8.. At: functiones, bindrum: pluriumue: variar-
bilinm per eiusmodi. binag, pluresue wariabiles ,deten-
mipantur , quae 4 f& imnicem nulle modo pendent,
fed. cuique feorfim omnes prorﬁlrs walores tribuere
licet. ‘Tales functiones occurrunt, quande natura
folidorum ac. fuperficiernm. expenditur.. - Fieri hogc
folet per ternas coordinatas x, y et 2, quarnm bi
nae x et y in plano. quodam. accipiuntur, tertia vero
%, huic plano perpendicularis: ad- fuperficiem porri=
gitur,, Cum igitur cuique bafeos pund&o ,, quod per.
binas, variabiles. & ety definitur ,, certa: perpendicu-
laris 2. immineat ,, erit: vt1que z: fund&io.. binarum.
variabilium: 2: et 7 a fe.innicem neutiquam. penden-
tium. Quodfi’ enim: omnia, fuperficiel punéa affi-
gnare: velimus , tam ipfi’ x quam ipfi. ¥ feorfim
Qmnes. prorfis.. valomb tribui’ gportet ,. vt--hoc: modo,
pro: omuaibus, bafis. punctis. perpendicula illa- obtine-
_antur:. Deinde fi corpus ex particulis heterogeneis.
it compofitum ,, vt. cuique. pun@o intra. corpus ac-
cepto. fua. pccuhans denfitas; conueniat-,, primo. qui~
dem: fitus, cuiusque: punctii ternis. coor,dmans X,y et
definitur ,, nullo: mando a: fe: inuicem, pendentibus
guomam vt omnia: punéta intra. corpus. obtingantur 3




}us tribts ‘coordinatis omnes: plane. valores fuee fhus
«affignari ‘debent. ‘Quare fi ‘denfitas in quouis.pun&te
guantitste v-defignetur, ea tanquam functio terna-
rm variabilinm %+ 7 et z {pefari debet. -Ac fi
Particulae;hum& cOxppvis- motil quocunque agitentur,
cmusqq,c pundi mogus mon folum- ab ‘eius fitn ter-
‘nis.., cpordinagis .detetminando ;,, fed- ‘etiam ‘a tempore
pendeb1t whide motus ‘tangam. funcio ‘quatuor vas
1;1;1 _mum fpe&an ~debebit. |

9 'Conﬁltuta “hac fun&mnum notione ac di-
"\"lﬁOIJB, fundamenta Analyfeos ‘infinitorum  clariffime
tradi’ poterunt , quae difciplina commodiffime in tot
Partes diftribuitur , quot dantur fin@ionum clafles
'propterea quod . fingnlae peculiaribus principiis ac
“praeceptis. funt fuperfiruendae. © Prima igitor pars
fguae fere fola adhuc eft exculta, et ad quam princi-
pia. calenli differentialis et integralis potiffimum {ont
accommodata, circa. funétiones ‘ynicae variabilis verfan~
i Uf. Primo ergo fi. y. fuerit. fun&io quaectnque vhius
’Varla oM ‘-Jhsb % confiderari folent incrementa vel ac-
crementa illius fun&ionis’'y, dum quantitas X quo=
tunque augmento increfcit. . Deinde hoc augientum
' continuo -imminui’ concipitur, donec ‘tandemn prorfus
emanefcat , 1 dquos guidem ¢afu . etiam  incrementum

ﬁlﬂﬁ:ﬂbﬂﬂ!ﬁa HUin s nihilum abit; quae” augmenta tuane~

fceﬁﬁaﬂcum differentialia vocentur , euidens. eft

ommia quantitate: effe - deftituta, nihiloque adeo aequa-
Yia ; tita:vt: deieorum quantitate nulla quacftio infi=
i poflit.. . Neque. etiam calculus differentialis-ifi
SR B 2 - quan~

|
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quantitate - differentialium, quac nulla eft, indigands: -

occupatur , fed in- eorum ratione. mutua. definienda ;
quae: ratio. vtique: certams obtihet quantitatem: Fun~
Gionis ftilicet- ¥ non: tam ipfum' differentiale 4y,
quam eius- ratio ad differentiale- 4w, inueftigatur-,,

. s .. dy, .. ..
~valor- nimirum fra&ionis- 3%, qui’ quouis cafu- de~

terminatam quantitatern fortitur-, et ipfe tanquans.
nouna_fundio ipfins x: fpedtari poteft.
ro: Cumr plérisque - Kaec differentialium notio,.

‘ef rafionis ,, qliae inter quattitates euanefcentes inter--

cedit', inueftigatio, maxime fufpecta videri' foleat ,,
vnico exemplo omnia duobia. euaneftent.. Propofita-
igitur fit talis funétio y —axx—-bxd~c,, ac priz
mum videamus, quantum ihcrementum haec fiin&io-

capiat; dum quantitati x-augmentum quodéunque w-tri= -

buitui; pofito-autem x~-w: Idcé x, finGio noftra:

abit- it #xrx—=2arv gu~-bx~bn—-c,. ileo~

que incrementum- aecipit. = e@rw. -t quw—+5w g,

quod’ hoc- cliaradtere Ay~ defignemus,, et-ad fimilitu:-

dinem: quantitas: 0., tanquam- augmentom 1pfitis ¥

etiam: hoc- figno- &% denotetur:. Cim igitur- fit.
Ar—u et AyToaxn--ana--ba:

v, AW zammejaaulged W, -
erit: ‘A% = ™ =2ax~taw - b

ficque- habetur: ratio inter: incrementa. Ax. et: Ay,
- quae- vera . efty quantumuds:augmentum- © +quantitas & :

capiaty; eadem; ergo: ratio- etiam : veriati erit- confens-
tanea,. fi- dugmentum- »- plane- enanefcens-. accipiatur ., ,
quo - cafi- ifcrementa - illd - Ax, A his fignis dx-et oy -
dénotari et differentidlia vocari folént:: vnde. perfpi--
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quuin eft, pofite w=—0- prodire 29— s ax b, hanc-
que rationem: veram efie , ctiamfi. termini , inter-
guos fubfiftit, fint. euanefcentes; Solum hoc exemplum.
fufficere videtur emnibus dubiis,. quibus’ vulgo notio
{nfinite parui in' Apalyfi vfurpata impugnari olet,,
dilir ndis , hiicque caleulo. ab: omui fufpicione. vin-
dicando.. S - | |
- rr. Quia haec différentialivm ratio 2—3—; denuos
eff funétio. ipfius- » , fi ea littera p indicetur ,, ratio
gius: differentjalis dp ad dx , fu. fractio 32 fimili:
modo definiri poteft , quae , ne opus: fit nouam lit--
geram. in calculum inducere, eb p= 27 tali. feriptios
ne 722 defignari folet., quae differentialia. fecundi:
gradus. inuoluese dicitur ; atque ita perro progredi=-
ende: differentialia in has formulas B T ete, . in-
gredientia tertii ,.quarti. altiorumque ordinum vocan--
tur , qUOILNT fignificatus-,. quemadmodum . de. primo-
ordine. oftendi, fernper: ad rationem inter: diff rertialia.
Biharum quantitatum, quartm altera. alterius . eft fun--
&io., reducitur.. Hocque. modo onmes. controuers-

fiae , quaé elim - citca, differentialia. omnium- ordinum ..
ol Ry § N .

eorumque DALIram. funt: motae ,, {ponte- concidurt’,,
eum. quicquid” iir. Boc™ caltuld. definitury,, Kroper” ad:
: pmportxonem diﬁfc'rfnitiéli'wm ~cuius. realitas: nulli- du--
blb*gﬁﬁﬂﬁe& TEUOCEUry,.. neque’ amplius: veritatess
Pf’r Banc; ;a~1aﬂlum-; erutie . Geometricis. vilo: pacfo:
poftponendas videbuntur:.  Equidém  non diffiteor’,,
eiusmodi’ rationes: loquendi: in: hac’ difeiplinar effe
Teceptas, ,, quac: differentialibiis: quantitatem. quanmpiam

B. 3 valde:
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valde exignam tribuere wdeantur , {éd cum earmm
fignificatio femper- ex ftabilitis Prmapns fit inter-
pretanda, ‘tales loq11end1 formulas etfi ‘minus con-
gruas, tolerari -conuenit., Qum etlam ‘cum expreﬂio
‘ing—i, prorfus fit realis., -etiam haec aequahtas
dy=—pdx -merito ’admlttltur ,. tametfi . in neutre
membro vlla .quantitas :agnofcitur.

Haec igitur 'definitio calculi differentia-
Tis nulhs amplius tenebris’ eft inuoluta, qua is voca-
‘tur methodns , propofita quacunque fiundtione vnius
pluriumue varjabilium , rationes, quae inter differen-
tialia tamh primi quam a1t1orum ordinum  interce-
~ dunt,, inueftigandi. De functionibus :quidem vnius
wariabilis,ad «quas {olas hic etiamnum refpicio, ifta
- definitio maxime eft perfpicua: fi enim y fuerit
fun&tio qunaecunque ipfius x , ca"lcu’lus differentialis
docet, quomodo valor ﬁaé’noms dac fit eliciendus: ea+
demque regula, qua hoc praeftatur, valet quoque pro
diferentialibus  altioribus; cum pofito FE=p., ex
hac etiam fanltione ]pﬁlls x eadem mnethodo' valor
of {eu jdf’, obtineatur: ac i vlterins ftatnamr 32=92=
jtem §E=30=#, tum a7 =T — s etc. eadem The-
thodus. fufficit his omnibus valoribus ¢, 7y 3 etc.

“inueniendis s atque huc funt -trahenda , quae " vulgo

de calculo differentio - d1"ferent1311 et differentialibus
altiorum ordinum tradi folent , quae, fi rite intelli-
gantur , nihil fane continent , quod primis nofirae
cognitionis Prmmpus aduerfctur,. Quando etiam in

elemcn-o
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elementsis. calonli different alis facpe phires quantitates:
-~ yariabiles occurrunt , et praecepta ad €as partes, quas.
conftituo. fequentes, referenda. videantur ,, tamen fem-
per in eas. certns quidam nexus admitt:tur, vt tan-
dem. omaes. tanquam: fimctiones. ynius. vanablljs fpe~
Gari, queant., Interim: tamen regulae differentiandi
fequenmum partlum & pnma. non d1ﬁ;repa1m

T 3 Calculum antem: integralem’ in genere ita:
definio, vt. fit. methodus inueniendi indolem. fun&io-
nuza ex. data: quacungue differentialium. relatione 3
.quam. definitionem pro- cafu funétionum. vnicae va-
riabilis. ante. clarius. euoluam ,, quam. ad: functiones:
plumum ~variabilinm: fum progre{furus,. Poﬁto feili--

cet. pro- functione: ‘vnius: variabilis: dm =P, d L— —qs

) jg — r ctc. ‘Siraequatic; proponatur. guaecungue,, in

.quamm,,praeter. quantitates % et.y,.etiam iftae p, g, 7etc. _ ' %

| ex: differentialibus. ortae . ingrediantur ,, im: hoc. offi~- )
i cium’ calculi: integralis. verfatur ,, vt ex ifta. aequa- _

tione: fen. relatione: differentialium  data. natura. fun~ |

¢tionis: y,.quemadmodum: {cilicet. per x determinatuf,, : - ’

eliciatur; quae operatios vocari folet; integratio.. Pluri--

mum: autem: abeft ,, quo: minas: haec: methodus ad-

: huc {atis. fit- elaborata , et' i’ omnes. quaeftiones " in’

s gam: cadentes-perpendamus ., pauciffimas. eius.-ope ré-"

{pluere: licet ; variis, antem. €a ,, quatenus eft: excul-

_ ta . continetus: praeceptis- pro: ordine: différential'um,’

guae in relationem: datam: 111grcd1untur‘ Ita i pro~

ponatur relatio. quaccunque inter quantitates X, ¥

£
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et P = 22, » qUac eqnatio primi gradus differentislis
vocatur ;, pluribus quidem cafibus integratio ficcedit;
fin autem ea relatio infuper gquantitatem ¢ inuoluat,
acquatio vocatur diffeventialis fecundi' gradus, dupli-
cique integratione opus eft, antequam ad defideratam
relationem inter x et y., wnde ratio iftius fun&io-
nis y innotefcat, perveniatur. Hic multo pauciores
funt -cafus,, quibus ad feopum pertingere licet; fi-
mulque patet,, quid- de aequationibus dxﬁ'erentmhbus
tertii altiornmgue ordinum fit indicandum. -

24. Vernm circa has integrationes, quae fun-
dtionibus wnius tantum wariabilis mlleﬂlgandls infexr-
viunt, fingmlaris quaedam affedtio, qua iftius mEthOe_
di praecipua indoles continetur, probe eft -obferuanda.
Affectio antem ifta in hoc confiftit, quod acquatie
integrata femper nouam quandam conﬁantem quan-
titatem recipiat, cmius in aequatione differentiali ne
wveftigium apparet, hancque quantitatem conflantem
prorfus asbitrio noftro relingui. Ita fi habeatur ifta
aequatio differentialis ”—-zaa.-ké feu dy= 2 axdy+bdr,
¥bi quidem litterae 2 et 5 denotant guantitates con-~
ftantes datas , . aequatio integralis in omni extenfione
ita fe habet: y=—=axx~bx—+ C,vbi C defignat quan-
titatem - conftantem a- praccadentlbus minime penden-

“tem, et cnjus walor penitus arbitrio noftro relingui-

tur, peque integratio cnjusquam aequationis differen-
tialis pro completa et perfe@a eft habenda , nifi hu-
fusmodi quantitas conftans arbitraria fuerit intro~
‘ dudta,




du@ta Simili modo fi relatio propofita - inuoluat
differentialia fecundi gradus , quoniam duplici opus
eft integratione , folutio completa duas eiusmodi
conflantes arbitrarias compleéii debet; tres vero eiusmo-
di conflantes requiruntur , fi aequationes differentiales
tertii gradus perfefte refoluuntur. De his autem
conftantibus id praecipue eft notandum, quod cum
natura problematum ar@iffimo nexu cohaereant , at-
que omnia problemata , quorim refolutio ad aequa-
tiones differentiales perducitur , ita fint comparata,
vt poft peradtam integrationem conftantes illae in-
greflie ex ipfa rei natura et circumftantiis adiunctis

determinationem fham adipifcantur. -

rs. His igitur conftat prima pars Analy-

feos infinitorum, quae circa functiones vnius tantum

variabilis verfantur , atque ex his multo facilius in-
telligetur, quid de reliquis partibus , in quibus fun-
&iones duarum plurinmue variabilium , fit tenendum.

In differentialibus autem iam diuerfa deprehenditur ra-

tio, cum ea hjc non abfolute inter {fc comparare L.ceat.
Si enim z fuerit funtio quaecunque binarum Va-
rigbilinm x et y , circa differentiationem quacftio bi-
partita eft flatuenda : primo (cilicet quaeritur diffe~
rentiale ipfius 2, dum feruante y eundem ‘valorem ,

" altera variabilis x differentiali fuo dx augetur, vt

inde walor fractionis ﬂ—ﬁ obtincatur. Simili modo
tradtata & vt conflante, altera y incrementum dy ca-
pere affumitur, et colleto inde incremento 4z, quo
fun@io = augetur , fractio i—; rationem differentia-

Tom. X1. Nou. Comm. . C . lem
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fem ex- varinbilitate folius quantitatis y natam ex-
primit. Vtraque autem haec fradio 22 et ‘f;j, vti
cafu praecedente, meris terminis finitis continebitar ,
et ambae tanquam nouae functiones binarum varia-
! bilium x et » fpetari poterunt.. Inumentis antem
bis binis valoribus vera ratio differential's funétionis
propofitae = perfpicitur; ex iis enim couniun&is de-
mum patet , quomodo differentiale ipfins = ratone
var.abilitatis vtriusque quantltatts x et y {e habeat.
Hanc diftinGionem ipfa rei natura poftulat , fine qua
ratio d'fferentiationis huiusmodi fin&ionum ne in-
telligi quidem pofiet , 'quae autem nunc per fe eft
manifefts.

16. Quicquid igitur ad differentiationem fun-
&ionum duarum variabil um fpectat, id totum ad

binas iftas formulas 32 et = T, reducitur , quarum
§ valores quounis cafiy terminis finitis per ambas varia-
| biles x et y exprimuntur, Ne autem huiusmedi
fractiones cum praecedentibus confindantur , vncinu-
lis includi, hocque modo (5%) et (d_j,) fcmbx, folent.
Quodfi has fra®iones litteris p et ¢ defignemus, erit
vtique dzx—pdx--¢gdy differentiale completum
funétion’'s z: et quoniam p et ¢ iterum vt functiones
ipfarum x et y {peari poﬁ'unt intelligitur etiam, quid

fibi wvelint hae formulae (‘},—f) (425, ( d—y-) (jxi; ;

(F1)= (jscdd;) et {ﬁfy) (‘Ziz 55 ) » quae difierentialia fe-
cundi gradus in fe compleftuntur ﬁmrhquc mode:
progreflio fit ad differentialia altiorum graduum.
Propofita ergo fundione quacungque % binarum -va-

_ riabj-
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cabilium 2 et », calculus differentialis regulas prae-
feribit , quibus valores omnium iftarum formularum
diff.rentialinm inueniri queant: primo fcilicet primi
gradus , quae fant (f,—i) et (%) , tum fecundi gra-
dus , quae funt (553), (525 et (55%), porro ter?
#ii gradus, quae funt -
. . .4r

séta'ﬁcfgj’e'ipcéps, Vbi quidemi nétandum, ipfam metho-
dum, has formulas defigiendi, a prima parte-non di-
fcrepare , cum in qualibet differentiatione vnica tan-
tum guantitas pro variabili habeatur.  Superfluum
foret , haec eadem momeita de funét'onibus  tr um
pluriumue  variabilinm exponere , quippe quae €x
allatis iam fatis funt perfpicua, |

 14. Integralis autem calculi munus in hoc
confiftit, vt propofita relatione quacunque inter quan-
titates %, ¥, & et formulas differentiales modo alla-
tas , inde natura funétionis 2, quemadmodum €x va-
rigbilibus ;& et y conflatur , inueftigetur. Relat’o
vero illa data per aequationem. exprimitur , quae fi
© tantum formulas differentiales primi ordinis (F2) et S—;)
praeter 'qua11'§itates: ipfas. x5 5 et z complecti-
e, tg}gg}ga@q&_;@Viiﬂ'c;:_:;nti_alis primi gradus vocatur ;
fin autem in -eam infiiper formulae differentia-
 les” fecundi ordinjs (%ﬂf,), (;—i—% ) (%’f), vel porro
 tertii alfiornmue ordinum ingrediantur-, tum zequa-
 tio illa eiusdem’ ordinis differentialis dicitur. Haecque
~ eft forma geveralis calculi.integralis , quatenus circa
L . Ca functio-
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fun&iones duarum variabilium eft occupatus; ex
quo fimul intell.gitur, guomodo reliquac partes
Analyfeos infinitornm , in qubus functiones - trinm
pluriumue variabilium tractantur , fint definiendae.
At calculus, integralis ad functiones duarum variabi-
Fum accommodatus, plurimum differt a calculo in-
tegrali communi, vbi non nifi functiones vnius va-
riabilis occurrunt , et praecepta omnino fingularia
poffulat , practerquam quod in eo omnia quoque ar-
tificia prioris partis fint im vium vocanda. Verum
ud din eft , ex quo haec pars Analyfeos coli eft
Bepta , ita vt vix adhuc prima eius elementa fa-
tis fint enoluta. Eximia quidem huijus calculi fpeci-
mina jam paffim reperiuntur , quorum tractatio au~
tem minns ad praecepta cajculi  communis eft ad-
firicta ; vade latiffimus campus aperitur, in quo
fomma ingenia ad maximum {cientiae incrementum
vires {uas exercerc poterunt.

18. Huins autem noui caleuli vis et quafi
proprius character m'nime adhuc fatis perfpedtus vi-
detur. Quemadmodum enim calculi integralis com-
munis vis in eo confiftit, vt qualibet integratione
noua quantitas conftans arbitrio noftro permiffa in

‘caleulum introducatur : ita in hac parte, circa fun-

Giones binarum variabilium occupata, fingulis inte-
grationibus, non {olum nous quantitas conftans , fed
adec noua fiun&io cuiuspiam variabilis prorfus inde~
terminata, in calculum inuebitur , quae ita ab arbi=
trio nofiro pendet , vt eius loca etiam funGiiones

| | difcon~
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difcontinunae  afflumi  queant. Quare funétionum
difcontinuarnm viu ab hoc fere nouo caiculi genere
nonfolurn non excluditur , fed etiam quafi effentia-
liter ad eius naturam pertinere fit indicandus; ne-
que etiam vlla integratio in hoc calculo pro com-
pleta et abfoluta eft habenda, nifi in aequationem. in-
tegralem hujusmodi functio prorfus arbitraria fue-
rit introduda : ac fi aequatio differentialis propofita
fuerit fecundi altiorisue gradus , ita wt binis plu-
‘ribus ve integrationibus fit opus, necefle eft, toti-
dem funciones arbitrariae in vitima aequatione in<
 tegrali reperiantur , quod nifi eueniat, integrale-non
magis pro completo haberi poteft , quam in calculo
integrali ordinatio , vhi introductio conflantium ar-
bitrariarum negligitur, Quando autem de fundioni-
bus trium variabilium agitur , qualibet jntegratione
functio arbitraria binarum variabilium in caleulum
introducitur ; qua circumflantia iffe calculus a prae-
cedentibus ita difinguitur , vt genus peculiare- con-
ftituere fit cenfendus , cum natura cuiusque generis,
ex indole quantitatis arbitrariae per integrationem
inuectae , conuenientiffime difndicetur. Tum vero fi
quacftio circa funétiones quAtuor . variabilinm verfa-
tur , haec quantitas arbitraria quanis integratione in-

troducenda fit fan&io trium variabilium et ita porro. -

1¢¥ Haec autem neutiquam calenli cuipiam
morofitati funt tribuenda , quae omni v(u deftituan-
tur , et inani {peculationi tantummodo  inferiiant .
fed potius mattirac Ierim maxime innituntur, ot
' C3 cUIn.
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cum  Ver'tatum  concatenat'ons pulcherrime cohag-
rent. Quemadmodum enim omniz problemata circa
functiones .. wnicae : variablis ', cuinsmodi - funt fere
omnia’, quae adhuc in Apalyfi funt tradtata, per-
fe&e non foluuntur , .niﬁ.Qualibet integratione noua
quantitas conftans -inferatur., quam deinceps €x cir-
cumftantiis ‘problematis determinari oportet : ita et am
ommia problemata , quorum folutic ad fin&iones
binarum variabilinm perducitur., natura fua ita funt
comparata, -vt, nifi .quaunis - integratione nouva finctio
arbitraria, few “indefinita vnius variabilis, induceretur,
omnibus conditionibus problema determinantibus pnul-
lo modo fatisfierj .poffer. ~Eximium huins rei fpe-
cimen cernitur in problemate de cordis vibrantibus ;

fi enim cuiusque cordae punéti, quod ab altero ter-

mno diftag, internallo. =&, pro tempore elapfo =¢,
elongatio ab axe, feu flatn aeqnilibrii, ponatur Tz,
euidens eft, z effe fun&ionem duarum variabilinm £

et &, quoniam vtique ifta elongatio ;, tam pro di-

verfis  cordae pundis, quam pro temporis fluxu,
variatur. Cum igitur pofito tempore #== 0 is cordae

~flatus prodire debeat, qui ipfi-initic fuerit induCus, et

vbi elongatio 2 ﬁmﬁlom cuidam datae mtemalh x
erat aequalis , folutio perfefta efle nequit, nifi huius-

~ inodi; -fun&ionem - indefinitam .compledtatur , . quae
demceps ex ftatu cordae initali definiri queat; ct

quoniam ifte flatus ab arbitrio noftro ita pendet, vt
cordae figura quaecunque irregularis et difcontinua
jnduci potuerit , etiam fin&io illa per Analyfin in-
troéu&a ita late patere debet , vt etiam difcontinng,

: fey
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fen a continnitatis lege abhorrentia, in fe comple-
ratur, - _ :
~20. Ne autem hic vlii dubio locus relin-
quatur , ciusmodi preblema enoluam , cuius {olutio
adeo ex elementis facile deducitur, et quae ita eft
comparata , vt in ea funétiones difcontinuae , feu 1i-
neae curuae pro lubity ductae, neceflario admitti de~
beant ; deinde idem ' problema . analytice . expediam:,
quo clarins ncqeﬂitas ﬁ}u&ionﬂrﬂ_ arbitrariaram , quaf;"
integratione introducuitur , -ex confenfu cum- priori
folutione , clucefcat. Problema antem ita {e: habet :
vt omnia folida , ad quorum Juperficiem in fingulis pun-
s normaks duilae , eiusdein fint. quantitatis. Quande.
‘de lineis agitur, notum eft, practer circulum nullam
dari lineam curnmam , cuius omnes normales fintin-
ter fo aequales ; at fi hace acqualitas normalinm ad
folida extenditur, vt omnes rectae, a aato plano tan- '
quam bafi 'ad fuperficiem normaliter duétac, debeant
effe inter fo acquales , infinita éxhiberi poffunt- foli-
“da, "in quae hadc ‘proprietas competit. . Primo {ei-
Ticet hoc manifefio ewenit in  hemisphaerio, vel etiam
fphaera , cuius centrum’ in. plano. -ille fe@t : bafi eft
' fitum , dum omnes. refize pormales. fimul funt Ta-
. dii_fphaerae. Deinde fi cylindrus -ita "collocetur ,,
~t eius axis in bafem incidar, omnes quogpe nor-
males inter f& aequales babentur. Hinc autem col-
ligitur folut'o multo latius patens, queniam falua:
hac proprietate axis cylindri quomodocunque incur~
vari poteft, quam folutionem generalern ita  enun-
- glare licet. Deferipta fitper plano fixo linea qua~
CUngRe
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cunque curua , five continua fiue difcontinua , eius-
modi folidum fiper ea exfiruatur, cunius omnes fe-
&iones, ad illam lincam sormaliter factae , fint femi-
circuli ,. quornm centra in eam lineam incidant.
Nifi ergo folutio analytica pariter ita late pateat ,
vt lineam pro lubitu duétam, feuw, quod eodem re-
dit, fun@ionem indefinitam in & contineret, ea certe

pro perfecta et abfoluta haberi non pofiet.

»1. Pofitis igitur binis coordinatis in plano

fixo aflumtis x et y , perpendiculo autem inde ad

fuperficiem * quaefitam pertingente —2, quia 2 confi-
deratur vt fun@io binarum variabilium x et y, fa-

L . . d
cnantur formu'ae differentiales ($5)="p et (53)=1,

wt fit dz—pdx-t-qdy. Hinc autem normalis in

fuperficiem ad plapum vsque fixum porreéta colli-
gitur =2V (1-4-pp--gg); quae quia debet effe

. conftantis magnitudinis, ponatur &V (x+pp-+ qq)=a

et pro z eiusmodi inueftigari oportet funétionem
binarum variabilium x et y , vt haec conditio, quae
eft aequatio differentialis primi gradus , impleatur.
Quo facilius antem ad refolutionem per integratio~
nem peruieniamus , his vtamur fubftitutionibus : fit
p:f%‘—"—’ et q:j—-————'“-},'o?ﬁq’;‘—-“’ , vt fiat pp—-i—qg:ﬂ-’;}%—:,
hincque p=4, fen 2 =acoL O, vnde aequa-
tio differentialis affumta transformatur in han¢ :
—ad® fin. @:{%%(dxcof.w-—l—dyﬁn.m) fen
—ad®cof.Q=dxcofw4-dyfinw , vbi cum pars
prior integrationem admittat , etiam pars pofierior

- in-




sutegrabilis oft reddenda, qua conditione cerya rela-~

io inter varidbiles x , y et o fabilitur. Com igi~

gur integrando obtmneamus : _
— afin.® =% cof w -y fin. e —fdw( ycof.w —x fin. w)

FYNCTIONYV M & 25

enidens eft, hoc integrale exhiberi non pofle, nift for-

gnula yrofl@—xfin.w fuerit funétio vnins variabilis w.
Satnatur ergo: y cof.w— X fin.w = Frw, vt fiat
Jdw(yeof.o-xfine)=F:u, ertque -afin. @=xcof w
-4 yfin.w—Fio. Vel denotet {2 functionem quam-
eonque - ipfius @ vtcungue indefinitam , V£ etiam
fin&iones difcontinuac inde nen exclndantur /et po-
fito Flru=~, erit Fro—=fQdw, et problematis
folutio ob afin.d=V(aa—z z) his aequationibus
continetur : :
yeolw-rfin.w=¥ et V{aa-z2)=fdw - colw-yfin
¥bi quidem fignum radicale aeque negatize 2ac po-
fitine capi poreft. '

 po. Videamus lam, quomodo hae formulae
2d conftrufionem perduci gueant. Referat ipfa ta-
bula planum illud, fizam bafin corporis quacfiti ‘con=
fituens, in quo fint binse coordinatae AX =¥ ct
XY=y, ita vt punéto Y perpendiculariter imini-
neat tertia coordinata z In ipfo ifto plano axi AX,
normaliter iungatur recia AQ, ducaturque recta AP,
ita vt fit angulus OAP=w, ad hanc ex Y aga-
cur normalis YP, critque AP—=—ycolw—-sfin.w et
PY — yfin. & - xcof u. Quibus lineis in calculum
introductis ambae nofirae aequationes ita {e habebunt:

AP— 0 et PY+V(aa—~2zz)= [Qdu.

D

 Tom. X1 Nou. Comm. Pro-
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Producatur ergo reGa PY in M, vt fit YM=V{as-22}
fiatque propterea PM—=[{duw, quae relatio in-
tor lineas AP et PM. probe. eft, perpendenda. Cum
jam in fitn. proximo , angulo fcilicet. QAP aucto
fuo differentiali, PAp—duw , fit arcuius radio AP
defcriptus Pp== Qudw , hic. arculus. fimul differentiale,
lineas- M P exhibebit, ita. vt fit. pm=—=PM —+Fp, ex
quo. intelligitur , r.&am. PM, altero termino. M in
eiusmodi. curna. EMF terminari, in quam ea ingi-
ter fit. normalis, qua proprietate tota noftra folutio
analytica. continetur.. Quocirca. confiructio. quacfita:
jta erit. comparata:: Deferipta: proo lubitu: curua
quacungiie EMF , quae five fit continua: fiue. fecus
nihil, refert ,,ad fingula eius. puncta. M. ducantur’
normales. M P ,. vtrinque producendac, et ex harum
re@arum. fingulis. punétis. Y verticalitcr erigantur
perpendicule: YZ ==z ,. vt. fitr YZ'+- MY =aa,

quod. praeftabitur , i fingulis. centris. M radio =a,.
cui normales. debent. effe. aequales ,, defcribantur cir-
culi. in planis. ad. bafin. ipfamque. curuam: EMF
normalibus ;; horum. enim. circulorum peripher’ae in.
ipfa fuperficie corporis. quaefiti erunt: pofitae, et °
geCae. in. hanc fuperficiem. normales omnes erunt:
— g, et in lineam EMF pro lubitu ductam inci=-
dent..

23, Leuifima. autem attentione: adhibita per--
{picuum eft,. hanc, conftrudtionem. ex. folutione analy-
tici petitam prorius congruere. cums fuperiori con-
firu&tione ,, quam fola elementorum confideratio fup=-
peditaverat.  Manifeftum. enim  eft, corpus ita fore:

) mm_a
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momparatum , vt omnes eius fectiones ad lineam
EMF normaliter factac fint circuli inter fe aequa-
*fes, centra fua in ipfa hac linea habentes. Ob vtri-
vgque autem {olufionis confenfum hoc Imprimis no-
standum eft, ‘folutionem analyticam non futuram efle
‘wcompletam., nifi fun&io £ per integrationem in-
rgefta Hlatifime -pateret., “dtque -adeo -omnes omnino
~vdlores,tam eontinuos, quam «difcontinuos, in ‘fe com~
ple&eretur , 'quan'doqiiid'cm linea illa EMF. fun-
Gioni & refpondens, penitus arbitrio noftro relinqui-
sgur ., vt -etiam lineas libero manus ‘tradu duétgs in
vfum, vocare liceat.. Quod -autem de hoc problema-
e -¢lt softenfum, fimul de ‘omnibus alils -efusdem ge-
neris valet , quorum feilicet folutio funétiones bina~
rum variabilium implicat, ex quo quaeftio initio
-propofita de. vfu fanctiennm difeontinuarum in Ana~
1yfi ita eft refoluta, vt in Analyfi -quidem egm-
mudi , quae circa finéiones vnius variabilis tantum
verfatur , huinsmodi functionibus nullus Tlocus fit
concedendus., in fublimioribus autem Analyfeos par-
 tibus:,; ®bifun@ienss binarum plurinm ve varibilium
tra@antur; tales fim@ioties “ita neceffario ad caleyli
_ effentiam pertinere fint cenfendae , vt nulla integra-
cfio pro abfoluta et: completa hdberi queat, nifi, fi-
mul - fundtio -#iaxime indéfinita, atque adeo etiam dis-
goontinug; idn caleulum ‘introducatur. -
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