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CONTINUATION

DEGBS

RECHERCHES

S UR

LA PROPAGATION DU SON
rar M. EULER

I.

Dnns les deux Mémoires précédens (ur cetre mariere j'ai (uffifam-

ment fait (entir, combien il feroit important i 'on pouvoit dé-
terminer par la Théorie la propagation du f{on en confidérant I'air
étendu en tour fens; & qu'on pic réullir dans cerre -hypothele auffi
bien, que dans celle ol I'on ne fuppofoir & V'aic qu'une (tule dimenfion
felon une ligne droite.  Aprés avoir expliqué la propagarion du fon
dans cette hypothefe d'une feule dimenfion, dans mon premier Mé-
moire fur cetre matiere, jai tiché de rrairer ce méme (Uet dans le
fupplément, en fuppofant d'abord i 'air deux dimenfions (wivant un
plan, & enfuire en introduifant dans le calcul toutes les trois dimen-
fions.  J'ai auffi réutli & trouver des formules analytiques, quicon-
tiennent tous les mouvemens poflibles, dont air elt fufceptible; mais
I'application i la queition propoi¢e me parur wop diflicile, pour que
j'en eufle of€ efperer un heureux fuccds.

2. Quand je confidérai feulement deux dimenfions, j'avois
bien appliqué les formules trouvées au cas ot la premicre agitation
fe fait quali dans un point, d'ol les ébranlemens fe répandent enfuite
par des cercles concentriques partour également, puisque celt en
particulier le cas de la propagation du fon. Mais la formule que j'y ai

Méw, de T Acad, Tom, XV, Ii trou-
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trouvée, eft afujettie 4 des difficuleés fi grandes, que je n’ai vu aucun
moyen pour les {urmonrer; & ayant fair la méme application dans
Phypothefe de trois dimenfions, je pouvois d’autant moins efpérer
quil me feroit pollible de développer la formule qui détermine les

ébraniemens pépandus en tout feps d'un point fixe, par des (orfaces
{phériques concentrigues.

3. Cependant c’eft précifément ici, comme je I'ai n:marqué de-
puis, que les dlﬂiculréﬁ ne fonr pas invincibles; & ceft 13 qu'a lien
un cas {emblable & ceux' que le Comte Riccati a prup:}ﬁ:s antrefois,
oll une certaine équation devient intégrable, pendant quen général
elle ne left pas.  Cerre découverre elt d'aurant plus importante,
qu’elle me mit bientdt en érat de dércrminer parfaitement la propaga-
tion du {on, dans Uhypothefe que Pair eft répandu en tour fens; ce
gui ma paru julgues li presque impoflible. 1l n'y a auffi aucun doure,
quayant (urmonté ce grand obftacle, on ne parvienne enfin @ une
méthode de réfoudre direétement les formules, que javois rouvées
pour la communication des ébranlemens dans l'air, & peur étre miéme
des formules plus compliguées du méme genre, d'oh la partie la plus
fublime des Mathématiques retireroit les plus grands avantages.

4. Soit A le centre de 'agitation primitive, qui fe répande
fucceflivement par des couches concentriques en rour fens: foit
AP — AV — V, le rayon dune furface [phérique quelcon:
que PV, dans I'éar d'équilibre, laquelle, aprés le tems — ¢, prenne
la fituation pr, dom le rayon foit Ap — Av — V -4+ #, ou
Yintervalle Pp — Vv — w, que je fuppnﬁ: extrémement petit: &
i s'agic de dérerminer cer intervalle #, par le rayon naru-
rel AV =V, & letems écoulé ¢ depuis Pagitation.  Cela polé, jai
trouvé dans le §. ¢45. du Mémoire précédent, pofant ¢ — %, ou
a — Vs, cette équarion:

() =4 () + ()

ou
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on bien en remettant pour s fa valeur i, le paragraphe fuivant a

fourni certe équation:

1 (ddw\ __ ; ( ddu
agh \dt*] — \"“r-'u' )+ JV*)

ol 4 eft la hauteur d'une colonne d'air, dont le poids eft en équilibre
avec I'élufticité de I'air: g marque la hauteur, d'oll les corps tombent
dans une feconde, exprimant le tems # en {econdes.

5. Si I'on ne fuppofpir 4 I'air que deux dimenfions felon un
plan, & que les ébranlemens & répandiffent par des cercles concentri-
ques, en confervant les mémes dénominations, on auroit & réloudre

cetre équation

r fdds dds
i ) =v (%) + (&7)
qui me paroit irréfoluble, du moins par la méme méthode qui réuffit

dans I'équarion précédenre.  Pour faire mieux fenrir cerre différence,
confidérons ces équations fous une forme plus générale:

r fdds n fds dds
igh \ar) = ¥ rv) g (m.n)
& voyons comment il faudroir s’y prendre. pour trouver la fonétion
des deux variables V & ¢, 4 laquelle eft égale la variable +.  Je me
fervirai d'une mérthode, qui femble pouvoir éire employée avec fue-

cis dans toutes fortes de femblables équarions, ot le tems entre en
confidération: & qui confifte & ¢liminer rour 4 fait le tems.

o
Ii 2 6. Pour
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6. Pour cer effer, je pofe s —= P fin (at —— ), oit P
foit une fonétion de la (eule variable V, & puisqu'on aura

ds o pdds\

E}) —aPcof(at4%); (73 ) =—aaPfin(at—%)
ds dP dds ddP

ﬁ): ﬁ,ﬁn(ﬂf—i—ﬁji m) :ﬁ; fin [:ﬂ.f—t—ﬁl)}

notre équation deviendra divifible par fin (et 4 A), & fera;
axP ndP ddP
T a2gkh — VdVv -+ v
qui ne contient que deux variables V & P, ou le différentiel 4V

elt pris conftant. Il sagit donc de réloudre cetre équation différen-
ae

tio- différentielle, qui, pofant T — mm, prendra cette forme
ndVdP
mmPdV: - v L. ddP — o,

qui a certe propriéré, que la variable P n'a partour qu'une feule
dimenfion.
JpdV ap

=. Done, pofant P = ¢ y O 5 = pdV, ceue

équation (era reduite 4 une différentielle du premier degré:
aVv
mwdV — ”*’,’V - dp = ppdV — o,

laquelle, pofant V'p = ¢, ou p = 5;1 fe transforme en celle- ci.

dV
J—'E: -+ i Aol —t= mmdV — o, ou

v vll'l-
dV
dg - g—z—ﬂn— = mm V"IV = o,

Pofons
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- I .
Pofons de plus v" ’:?, pour "W“Vu~1: r, &

- ] ¥
(n —_1,?:} N — dr, & puisque V = #»—1, donc

= 18
v — y4 =1, nousaurons — (# — 1) V"IV == yw—1ds,
& partant notre équation prendra certe forme ;
= in
ro—1dr = o,

— 3

ggdr mom
dg = -t

qui eft ]a méme, qu'autrefois avoit propofée le Comte Riccati.

8. Deliil eft clair, fi 'on prend # —— 3, pour le cas de
deux dimenfions de l'air, qu'on aura:

n— 1

dg — Jqqdr — ? r~Ydr — o,

ce qui eft un des cas irrédudtibles de I'équation de Riccari; & cette rai-
fon m’a fait defefpérer, qu'on pourroit jamais déterminer la propaga-
tion du fon, 4 moins qu'on ne fuppofe & I'air qu'une feule dimenfion
felon une ligne droite.  Mais, pofant # — 4, ceme équartion deve-

nant dg — 1gqdr — J_',mmr_*d'r — o, eft un des cas ré-
duétibles de I'équation de Riccati, ce gui change rtour a fair la nature
de I'équation que nous avons i réloudre, & nous laiffe efperer, que le
cas de trois dimenfions, que nous donnons i I'érendue de l'air, pour-
roit admettre la {olution, quoique celui de deux dimenfions n'en fut

pas fulceprible.

9. Pour trouver dans ce cas réductible I'équation intégrale, il
eft bon de fe tenir & Péquation différentio - différentielle

mmPdV? — r:d:::."P - ddP — o,

Ii 3 quil




qu'il face transiormer en fuppofant 'E'E‘E = Q4dV - J—F, ou Q
P

eft une certaine fonétion de V, qu'il faut déterminer en foree que I'in-
tégrale ou la valeur de p puilfe commodément ére dévelopée par
une ferie.  Ayanf done, d caule de 4V conltant: en différentiant

ddP dP? = ddp dp?
P p1 — dQdV — F 1 ;; ;
. dVd .
Or E‘PFT = QQ4V* 2{:}} 4 i": , donc
ddp : 2QdVd dd
= Qaave + X - sqav + 2,

d'oll nous tirons cette équation :

nQdvV? ndVd dd
mmdV: — Q{; : vFF { .FF: Oy

4+-QQAVE 4= dQAV - ’_Qx?ﬁ.

O\ il faur faire en forre, que la variable V' ait ou nulle ou une ftule
dimenfion partout,

10. Pofonsdone Q = mV — 1 = %, de forte que

d) = = E:T:flr, pour avoir:

dv: WAV ndVdp
E?UWV—L Tl V2 -]- IVF + “'HIV-'I'

AVdp , dip_

v P F
dv?r wmdVE apdVd)
-t-ﬂ'ﬂl"l"r--'-[,—y:" + _fV‘ S Vp 4
- AdV?
——m 1:'1—*‘

Soir
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Soit de plus A — —n=—+ 1, pour obtenir cette plus fimple forme:
e [ = L
. (n—2)mdV* ) (# ii}:"r"d}r 4 -md"'n.";"pV | : Jip —
ou bien, en la muldpliant par Vp celle-ci:
Vddp 4 20V aVidpV —1—(n—2)dVdp— (i —2) mpd V* |/ —1—o0,
dont on cherche la valeur de p par une (Erie.

11. Suppofons p— A +4 BV 4 CV? 4 DV3 4 EV+4 &e,
& la fubftiturion donnera:

Vdi 1
dv:" — +1.2CV +2.3DV? 4 3. 4EV? 4 4.5FV4 &,
amViAp) —
" df,rV T — +2mBVV-114mCV V-1 +6mDV3 V-1 $8mEV4Y-1
(n—2\d

L —(1=-2)B=2(n-2)CV~3(1-2)DV2—y(n—2)EVI—- §(n~2)FV*

daVv
— (12 JmipV'— 1=—(n-2'm AV —1—(n-2JmBY V' —1=(n-2)mCV 2V —1—{n-2ImDV V=1~ {n-2a)mF V41

Ces {éries prifes enfemble devant éire —— o, donnent les dérermina-
tions {uivantes:

B4mBY—1—0 B:_WJ“-V—I
1
2(n=3)C+(n—4) wBY —-1—o0 | C—=~— (n—4)mBV —1
2(n—3)
3(n—4)D+(—6)mCY —1—=0 | D=— (—6) mCV —1x
3(n—4)
4n—5E4(n—8)mDV—1=0 | E=— {”_fgﬂ”"_ﬂ;;“‘ﬁ
§(n—6)F 4 (n—10)mEY —1"0 &,

d'oti
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d'ol I'on voir que certe férie devient finie aux cas:

n” 4; m=6; n=8; n = 10; &

12. Donc, pour notre cas, odt ® — 4, nous aurons
B=—mwAV—1, C=o D=o, & & parunt

F:A-——-MAVV—I; donc Q=m)y —1 _%’ &

SQIV=mVV—=1—=3IV. Or, ayant pofé EP? —=QdV + ﬂ'l
nous aurons en intégrant /P = mV )y — 1 — 3/V - E":

P_m“”"""‘(. — aVy — 1)
ou = V3

prendre ¥ — 1, auffi bien négarif, nous aurons aufi
Be h”vf-l(r —+ mVV — 1)

« Or, puisqu'on peut

= Vi H
& parce que dans notre équation
mmPdV? ‘*“'E'fp - ddP — o,

P n'a partout qu'une feule dimention: ces deux valeurs combinées:

Ae"ﬁf_ I(l —mV'—1) Be™ m"?f_lﬂl +mVY'—1)
+ v] 1

Pr= N
en donnent l'intégrale completre.

13. Il ne s’agir maintenant que de prendre les conftantes A
& B en (orte que les imaginaires [e dérruilent.  Pour cer effer il

faur remarquer que
PV —ofmV =V — 1. finmV, &
TPV — cofmV — ¥V =~ 1. finmV,

i &
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& partant nous aurons:
PV3I—A( 1=V V=1 )(cofnV IV =1.mVUB(11mVV' =1 )(colnV—) —1.{mV)
ou -
PV =(A{B)cofmVi(A=B)V'—1.LmV—mV(A—B)V'—1.colVimV(A1B)(nV.
Soit donc A -~ B = C, &(A—E}V—#I:D
pour avoir cette expre(fion réelle:
PV3 = CcoflmV - Dﬂum?-—mﬂ‘t" cnf’m“u" 4= mCV finmV :
foit de plus C —= Efin¢, & D = E col ¢, pour rendre cette
équarion plus fimple
PVi—= Efin(mV —4= ¢) = mEV col (mV -~ &), ou bien

Efin(mV 4 ¢) mEmf(mV-—l—-f?‘_}

P = i Vi

14. Nous avons pofé ;l‘—& = mm, d'ob il senfuit

a —=mV2gh; &delidcaufe de s = Pflin(at —= ), nous
aurons

Efin(mV + )fin(mtV agh4+A)  mEcol(mV ) in(meV 2gh+ )
s V3 L Sy

ot les quantités E, m, &, ¥, font abfolument arbitraires, de forre
qu’'on peut donner une infinité de formules {femblables, dont non feu-
lement chacune féparément, mais aufli toutes en{émble ﬁush}n: f./-ga

lement & notre équation:

dds ds dds
2gﬁ( (n'V = d"u")

& pour la premiere équation:
1 ddu~ __ 2 n ﬂ’:ﬁr
agh Jrﬁ) =—gvt¥ w) - \..cﬁf’*)

: b, de I Acad. Tom. XV, Kk nous
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nous auirons

Efin(mV. 4+ )fin(mtV 2gk+9).  mEcol(mV 4 &fin(mt) 2 gh+)
W vV — Y, )
ou i un affemblage d'autant de (emblables formules qu'on voudra.

15. Or toutr cela nelt encore d'aucun fecours pour notre
deflein, qui demande des fonétions abfolument arbitraires, qui puil-
fent méme étre dilcontinues.  Mais la conflidération de ces formes
m’a fourni l'idée, que notre équation pourroit &re réfolue par une
telle exprefion,

= % OV 4= tVagh) 4 -g OV = tVagh)

oit ® marque une fonftion quelconque, & la fonétion @' en dé-
pend, en forte que d. @3 — ds @'s; de la méme maniere je pofe-
rai 4 Qs = da@s; d Oz — da @'z & Or de cetre

polfition nous tirons:

duf aghA 2ghl
T )= YUV A1V 2gh) = = 0V -1V 2gh

d 2 A A B
(—” =— 3590 + 5\ ¥ 4 O,

av) — Vs v
B
— Vs Q’.,
ddu\ __ 6A 4A A B
(ﬁf’? = —yun ¥ mE .o
2 B 2B

+ ﬁ QL. — Vi @Y.
16. Subflicuons ces valeurs dans notre équation:
1 ddu 2w 2 fdu ddu
2gh ) — R (ﬁr T ﬁa);
&
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& nous aurons: i
o0 — E{é ®.. - zq;4A .. A;:E . == ;'E, o,
— 220 ’A;’Bwi + 2 o

Bo. — Mo — Aer —Dou

qui {e réduic 4 L&;:B'ﬁ’.. — o, & partant B—=— A,

de forte que notre intégrale foit
A A .
N = i OV 4 tVagh) — v Q(V =tV agh),
qui eft infiniment plus générale que celie que nous avions trouvée
ci-dellus exprimée par des finus & cofinus.

17. On pourra aufli prendre le figne radical V' 2 g4 néga-
tif, & on aura:

A ’ A

“ = 7 OV — ¢t Vagh) — v OV — tVagh)
& certe formule jointe & la précédente donnera lintégrale complette
de notre formule. Mais, puisque par I'hypothele les agirations fe ré-
pandent en rour (ens également, cette derniere formule fuffira feule,
puisqu'on ne fauroit prendre V négatif.  De li quelque fonétion
gu'on prenne pour @, on en connoitra pour chaque tems propolé #
la quantité # dont une couche {phérique quelconque, dont le rayon
AV — V, ferarépandue. On en connoitra aufli la virelle que cetre

couche aura pour s'éloigner davantage du centre A: certe vitelle fera:
du AV'2gh _, AVagh
=)= WE Q(V—tV 20k Vg QUNV—tV'2gh),
Kk 2 Or,
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A
Or, pour I'érat initial, ol #=—o0, on aura ¥ =

PV o v 'V,

& pour la virefle

du\ __  AVagh .,
PP —"""""‘T,—,,.}"I’V'-F

18. Puisqu'il faur f'upp-:]ﬁ:r qu’au commencement toutc l:lg:-
tation foir renfermée dans un p:nt elpace autour du centre A,. la na-
ture de la fonftion @ doit étre relle, que ces rrois ﬂ.prcﬂiuns
¢ , @'z, @'z foient toujours évannuiI'fHEIEE, dés que = furpafle
une petite quantité donnée. Pour cet effer, qu'on décrive fur I'axe AE
une courbe quelconque A’pa, qu'on delline encore truis fois alrerna-
tivement au deflus & au deffous de 'axe, pour avoir la courbe Apa
ctD, dont I'appliquée ¢p, qui répond 4 unc abfeifle quelconque

—VV
V &houy,

Av — = foix — @"z.  Lnfuire, qu'ofi décrive une autre courbe
: \ ar. A
AgcB quadratrice de celle li, de forte que vq — = = #‘ﬂ, &

Yon aura vg = = @'z, puisque @'s = fd2 ®''z. Enfluite, qu'on dé-
"

crive la troifieme courbe ArDB quadrarrir.:c de celle-ci: donr I'appli-
A
quée foit vr — e = F?, ou vr =— a—_ ®.z, de forte que par ces

srois courbes on aura:
Qs —cevr; s = eyg, & D's = vp.

19 Donc, pour I'état initial, prenant Pabiffc Av égale au
rayon de la couche {phérique, dont on cherche le déplacement, ou
Acc Ac

A+ —V, on aura le déplacement: ”:ﬁ' vr — g, &

la virefle
- (jzr . AcVagh g oy AVagh 5
ii) — vy T T A

d'ot
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d'oli I'on connoit lagitation initiale, & l'on comprend que, celle-ci
érant donnée, on en tirera reciproquement la conftruétion de la cour-
be arbitraire Apg. Cependant il importe fort peu de favoir la natu-
re de cetre agitation, puisque notre bur tend principalement & déter-
miner la propagation.  Au refte on pourroir aufli décrire de fembla-
bles courbes tirées des fonftions de V —= ¢V'2g4, qu'on peut
combiner avee celles-ei.  Mais on verra bhientor que la virefle de la
propagarion n’en eft pas alrerée, & qu'elle demeure la méme, quel-
que courbe qu'on prenne pour Apa,  Par cette raifon je m'arrére-
rai au cas que je viens d'indiquer.

20. Je dois aufli remarquer que, quoique les membres de nos
formules foient divifés par V. & V'V, ils ne deviennent pas pourtant
infinis au cas V —= o; pourvu que la premiere courbe Apa fafle un
anyric aigu avec I'axe. Car, pofant Av =V, wp — p, ¢y — 4,
& vr = r, foit pour le commencement p — #V; ou # elt un

3
nombre fini quelconque, & on aura ¢ — ,,}-":r] &r— %:
de li fi l'abftiffe V eft extremement petite, on aura:

— inAV — 1sAV — — 1sAV,
& "IH — 1nAVagh—-nAV2gh = 3nAV 224,

de ﬁ:rrc que le déplacement du centre A foit méme infiniment perir,
& fi Von veur que fa virefle évanouille aufli, on n’a qu'd prendre
n —— 0, ou faire en forte que la courbe Apa touche I'axe en A,

21, Prenant maintenant up point quelconque V' hors de I'a-
gitation initiale, & I'on voit qu'au commencement ol ¢ —= o, tant

le déplacement # que la vitefle (;";) fera zéro. Car,fi V > AB,

toutes ces fondtions @.V; @V, & @V évanouiilent, puisque
toutes les trois courbes font cenf&es {e réunir avec l'axe au dela
Kk 3 de
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de B. Mais, aprés le premier inftant, des que la quantité
V — ¢tV 274, commence i devenir plus petite que AB, la cou-
che qui paffe par V fera ébranlée. Qu'on prenne alors Vo=V 24,
& on aura pour le déplacement de cetre couche

Ace A .
! — ﬁ PP w— —1; Y, &pﬂur la vitelle
duN __ AecVagh AV a2gh

d'ott 'on voit que, plus le point V clt éloigné du centre A, plus fe-
ront aufli perits tant (on déplacement que (a virefle, & cela en raifon
des diltances i peu prés, {ila diitance 'V eft fort grande.

22, On fe fera imaginé que les agitations répandues dans
I"air devroient diminuer en raifon des quarrés des diftances, & on fera
furpris de voir que les petits efpaces par lesquels les couches s'a-
vancent, diminuent feulement en raifon des diltances, lorsque les
diftances fonr fort grandes.  Mais il faur oblerver, que I'agitation de
chaque couche ne dépend pas uniquement de fon déplacement w,
mais aulli de {avirefle, pendant qu’elle eft ébranlée; & celle-ciérantaufli
réciproquement proportionclle i la diftance au centre, d'ot Pagitation
entiere doit érre cenfie bien plus petite.  Aw relte, fi la force du (on,
entant qu'il eft appergu, dépend ou du feul déplacement des parricules
d'air, ou feulement de leur vitefle, on pourra dire que la force d’un
fon diminue en raifon des diftances; mais, i elle dépend de tous les
deux conjointement, elle fuivra la railon réciproque quarrée des

diftances.

23. Pofons la diftance AB == a2, qui eft le rayon de la
{phere qui aura éré primitivement agitée, & cere agitation fera
tranfmife julqu'en V, ladiltance AV érant == V, aprés le tems ¢,
en forte que V — ¢V z2gh —= AB = a, dot lon rire

¥ o=t ou bien dans une fecomde l'agitation (era tranfmife

Vagh -

- Fouss
par
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par un elpace V—=oa- Vagh, quieflt de la quantié¢ a plus
grand, que celui que nous avions trouvé dans 'hypothefe d'une (eule

dimenfion, quoique cerre méme augmentation y air également licu.
Mais cela ne fuffic en aucune maniere pour obtenir la vitefle quion
connoit par les expériences, & partant il n'y a plus de doute, que la
force de Pagiration produife certe accélération, pendant que les fons
extremement foibles feroient d'accord avec notre formule, qui, com-
me j'ai d'abord remarqué, n'a licu que lorsque les agitations font qual
infiniment petites

24. Or lintégrale complette de notre £quation érant

A B ... B
o VY 38—V +V 38+ Y (V—1V 2gh— ¥/ (V—1V 2gh)
on en peur faire varier 4 Pinfini Pagitation primirive, non feulement
par rapport au déplacement de chaque couche [pherique, mais anfh
par rapport d la vitefle qui leur fera imprimde, puisqu'on a en général
pour la vitelle:

dw\ __ AVagh AVagh

= -—-—?v*"n"‘:vﬁ“ tV 2gh) V (V1) 2gh)
Bl 2k . BV agh
— _?.Viif(\ —tV 2ph) -——,‘:ri YV —1tV2gh)
d@’ott I'on a pour 'étar initial, en pofant ¢ = o:

__ A A B B,
H_ﬁﬁhv v*ﬁ.v—l—vi‘l’.v—?‘i’.v, El
du ._.‘a"Vzg"l:' v ﬂVJg h H H]/:gﬁ I\ EVZ:E‘E i
(F)=vvoV—"FEe V- vy ey
ol les caratteres @ & ¥ marquent des fonétions quelconques, tant
continues que difcontinues, ce qui nous met en état de donner une
folution générale de notre probleme, en fuppofant 'agitation primiti-
ve guelconque.
25,
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ag. On peut bien fuppofer B — A, puisque la variéré des
fonftions ® & ¥ renferme deji cerre différence: & pour qu'on
puifle faire 'application & une agiration primitive quelconque, pofons:

oV 4-¥. V=2V, &0V — ¥V =80Y,
de forte que
oV —i3V 4+ 10V, & ¥V = =V — 0.V,

& nous aurons pour ['éat inirial,

A oo Ao
ﬂV,.ga"i ; AVagh _,
(dr 0LV v e".V.

Maintenant, polons pour cec méme érat:

/
y= AP, & (‘J):AQJ—’: ;

de forte que P & Q_:‘."menl: des fonftions données de V' conformé-
ment 4 Dagiration primitive; & il sagi de trouver les fonétions
= & @ de ces égalités.

SV —V.I.V=VP, & 0LV — V.0LV = V:Q.

a6, Pofons pour cet efft 2V —p, & @V — 4
pour avoir

Vdp Vd
P._...?-f:‘e”P & g — ,f:‘&”(}, ou bien
pdV—Vdp _ gdV—Vdy __

Vv = PdV; & TATa— Qa4YV.

d'on l'on tire: — ? = JPdV, & — 7 — /QaV.
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Donc connoiffant les fonftions P & Q_ par l'agitation primitive,
nous en formerons nos fonftions en forte.

ZV = —V/PdV; OV —= — VS/Qd4dV, donc

.V — — ﬁd?fQJ?, & enfuite:

BV = = fPdV—VP, & OV ==—/QdV—VQ,
d'olt l'on tracera aifément des courbes, dont les appliquées re-
préfentent toutes les fonttions dont nous avons befoin dans
cette recherche.

27. Aprés avoir dérerminé la nature de ces fonctions par I'a-

gitation imprimée au commencement, on en délerminera pour un
tems quelconque # I'élargiffement » de roures les couches [phéri-

ques, dont le rayon eft fuppofé¢ — V.  On aura pour » l'expref-
fion fuivantc
—|- ——Erﬁ’—luﬂf’ ght= 5OV 4=2Vagh)

A A
+ eIV —tVagh— <OV —1tVagh)

H— 5

— A *
A A 5

_._i_v Efw___t]fggﬁj._l_ﬁ@-'(%_t]r";gﬁ}

d’oti 'on voit comme auparavant que, pendant uae {econde, le fon ne
fauroit érre ranfmis, que par un efpace —— V2 g4: mais pourtant
avec cette reftriction, que le fon loit exrremement foible: pour les
fons plus forts on n'en [auroit rien conclure,

28. Certe propagation par des couches concentriques nous
fournir une infinité de folurions particulieres des formules générales,
Méw, de I Aead. Tom. XV, Ll que
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que javois trouvées pour des agitations quelconques, dans lair,
voyez le § 43. du Mémoire précédent.

1 ;f:a’,r) _ d’a'.r) | ddy ) dds
zga& der ] — \dXsJ) v \dXdY (J‘h.d'f)
( ddx ddy s
-ga& )’) ( dXdY ( ) (J‘r’ dl,
1 (JJ") ( ddx ( ddy dd=
agh \de? dXdz) rf‘fd!) (IE’)
Car, pour avoir une folution particuliere quelconque, fuppofons le

centre précédent des agitations dans un point dérerminé par les coor-
données a, §, ¢, & nous aurons

V= (X — @) A= (¥ — B 4 @ — ),
& enfuire
X —-—a Y — b L — ¢

X = o T e ¥ Sy =

29. Prenant donc pour a4, &, ¢, trois conftantes quelcon-
ques, foit pour abréger

V(X — @)t A= (Y — B (2 — ) =,

& que les caralteres @ & ¥ marquent des fonctions quelconques
régulieres ou irrégulieres, d'oll par la différentiation on aura les
fonctions dérivées @ & ¥/, & qu'on prenne

A
y = % PV 4= tVagh) — v SV = tV2gh)

B B
s ¥V — tVagh) — T YV — 1V 2gi)

~ Alors
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Alors on aura pour la réfolution de nos trois formules les valeurs -
vantes des trois variables x, 9, 2, cherchées
X —a Y —} Z—c¢
xS S ——
& en changeant les cunftantes a, J, ¢, 4 volonté, on obtiendra une
infinité de {emblables valeurs pour x, ¥, %, qui érant joinres cnfem-
ble, donneront une {olution affez générale de notre probleme.

30. Cette [olution fert 4 nous faire comprendre, que <'il v a
plufieurs centres d’agirations, la propagation de chacune & fair de la
méme maniere que (i elle e trouvoir roure feule dans l'air.  Done, fi
plufieurs fons {onr excités en différens endroits de I'air, chacun f& re-
pand par des couches {pheriques & concentriques, de la méme manie-
re que s'il exiftoit rour feul dans l'air, & tous les autres n'en trouble-
ront pas la propagation: &s'il arrive que les mémes particules de lair
font ébranlées d la fois par plufieurs fons, leur mouvement fera coms-
pofé de tous les mouvemens que chaque fon y produiroir (Epare-
ment: ce qui eft la caule que la propagation de chacun n'eft pas
troublée par les aurres.  L'explication de ce phenomene, que nous
devons uniquement a la Théorie, elt (ans doure bien importante,

31. Avant que de finir certe matiere, j¢ propoferai sncore
une autre méthode de traiter les trois équations principales rapportées
dJans le §. 28. laquelle conlifte dans I'élimination du tems r.  Pour

cet efier, qu'on pole
x = pfin(at—-€); y=glin(at—+8&); s—rfin(ar4-85),

o p, ¢, r, foient des fontions des trois variables X, Y, & 7, fans
renfermer le tems 2. Alors, aprés avoir fait la fubltitution, on aura
les trois équations fuivantes, d'oll il faur déterminer les rrois incon-

nues p, 7, r.
Ll 2 &



260

1] \ ddy L ddy ddr
27k P (a’!ﬂi* ’ :-i..z"l’) (ﬁ}{d.{,
oo | Jﬁp ddg ddr
zg& g a’}{JY (d ) (awr ==

ddp ddg ddr~ __
=gr'ﬁ (d Z.) (ﬁ_ﬂa (u E‘i) s
) dp dig
32. Si nous polons ﬁ;) -t (;ﬁ' ( ) -

nous aurons:

. -gf'i ﬁ’u) __?_g:_i d":) __2;&
Fosee==" ) Fe TR Foms

d'ol il eft év:dcnr, que:

(.r{p af..;.r) d’p) ( dr
.H’) ( dZ, ) ('“ ﬁ')‘
ou que la formule puX —= gdY = rd7Z, eft intégrable, liné-
= I" i o
grale érant — — Zij s gﬁ ((F 'p)—l— 1,)4—(;{;))

Or de la nous concluons de plus
ddp ddp : (J;.’p .
Eg& a’}{’) (d':'* D

oo Idg .-fra’ag) ddg .
nga& * (:}P) (dY‘ +(nr£= =i

('frrl" . (:."Jr) | i'f:.-"?

:g.& a}{‘) YRS T dzﬂ) ="

de forre que routes les trois quanrités p, ¢, », fonr dérerminées par

&k méme équarion, dont U s’agit de trouver la réfolution générale.
AAutre

I
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Autre manicre de parvenir § la folution,

a3. L'explication de la propagation du fon, que je viens de
trouver, peut érre déduire immédiatement de nos formules principa-

les qui pofant C—i;) ( (—— — v {onts

a‘-h) gﬂ(%); Jg}) &gﬁl( ) (ﬂ,ﬁ)—--f’(rm

d'oti 'on tire cette équarion pour trouver v.

i () = (&) + (&) + ()

comme je I'ai fait voir dans mon Mémoire précédent. Or, fi 'on pofe
K— a4~ — 8 4+ (Z— ) =VV, ol i'on
peur prendre pour 4, b, ¢, des quantités conftanres quelconques,
cette ¢quation elt remplie par cerre formule:

__ A
=5 OV L tVagh),
comme on peut le voir en faifant Ja fubltitution.

)

Car, puisque V ne dépend poinr du tems #, on sura

] 2Agh
d r) g TR AT ,I,I{"..r =+ ;],/zmﬁ En.ﬁ]lt{:, & caufe de

de* Vv
;Li‘uf_ _.__x___—ﬂ'. AV Y——I" & (n”il" _—_ L=
aXJ— vV ? dY X TEA TR
on a
C)J _— — lI}LfV—!-ﬂ 200) + ——-‘-—”J QI VEeY 204),

Ll 3 &
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& différentiant encore

.-Hu)_ OV 2gh)- 220 vty 2ot D ity 2

3 ”‘G" 2 gy 1V 2gh) 4 s O/(Vikey 2gh),

d'oti 'on formera ailément les valeurs des formules (;;_‘;)] &

ddv
dz?
X—a? 4+~ (Y — )t 4= (Z — 0)* = V, feréduira

%#{V + tV2gk); & cette méme valeur elt aufli celle de

), & partant la fomme de ces trois formules, i caufe de

= ; j Cii: , d'ot I'on voit que la formule

g i OV £ tV agh),

fatisfair parfaitement a I'équarion rapporrée ci-deflus.,

. . "
35. Pour rrouver de ki les quantités x, y, =, donnons i la
. A
valeur trouvée pour ¢ cette forme v — v DUV =tV 2gh),

d'otl nous aurons;:

A(X—a)

d . AX—
(J—;I'; :_ (vj .IT} i"(“.]"_l_ r'l,-"':gﬁ} _I_ 1:1 .mﬂf(‘v'f'r};:gﬂ;:;

ce qui elt auffi la valeur da ﬁ ( -7 ) Prenons done les intégra-

les, en fuppofant le {eul tems ¢ \.arlable, & puisque

[HONN - tV 2gh) = = 7253 YV Vg
nous
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nous obtiendrons:

x ﬂ{'& ﬂ} A(X—a) :
Vig-"'l( )H {DIW']“IV 2gh)+ Vi AV 41V 20 4P

ot P elt une fnnﬂmn quelconque de X, Y, & Z, quon regarde ici
comme conftante; & en intégrant encore:

— ‘ﬂ‘{x o (V41V2gh) + -—"‘1" DIV 421/ 2h) $ P14.

ol P elt auﬂi une fonétion quc!.mnqu-: de X, Y, & Z

36. De la méme maniere on trouvera:

y=—2avivagh + K0 v agntao,

fZ r:l

O(V+£V2gh) + Re 49X,

on Q, R, & £, ], font aulli des Fani’cmns des rtrois variables
X, Y, Z, qui dépendent en forte des précédentes P & P, que

(.f @) + () + (@) =

4% .—.-’JQ) .
aX* (d‘r-’- e (“"T — 9

Mais pour notre deffein on peur négliger toutes ces fonctions P, Q, R,
& P, Q, N, ou les fuppofer égalesa o.

37. Donc fi Fon fuppofe dans I'air autane de points fixes
¢, o) ¢/, &e. qu'on voudra déterminées par les coordonnées

Aa—un, ab=—h be=¢, Ad'—d, 'V =, V=, &c.

& apris y avoir tiré d'un point quelconque 7, dérerminé par les coor-
données AX — X, XY =Y, & YZ = Z, les droites
Ze, Ze!y Le'y quion nomme ces diftances

e =W, L=V, L=\ e

T

A
e %3‘% V4tV aghy + 2EE

&

Fig, 3.
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& qu'on pofe pour abréger,
e %—tﬁ{? +Vagh)+ OV + £V 2gh) — -,:,—E{E’-; 1V 2gh)+ Z/(V=tV 205)—P
— %‘T{Eﬁ" PtV 2gh)+ Y (VI 32V 208)— %f ON—tV 2gh10' (Vi—17/ 2 e —Q.

= ARV A 2g ) VLY 3ghym oV mt ghE! (V1imtY 2 g1)=R

les dérangemens du point Z feront exprimés par les équations

{uivantes:
g X—aP & X—4d)Q , X — )R
- VA% ' V'v/ ! Vi3
_ @ —HP , (X —Q , (¥ — IR
Yy — vV ‘ VIV7 t Vi
- e (Z i EJF 1 (.I'Z = HJQ i (?:' =T I-*”};R
R Vv i v;r'v; | v”r v” -

38. Ces méme formules expriment I'érat initial, quand on
ofe # — o, & celui-ci érant donné, on en connoima la nature des
fonétions @, Z, ¥, ©, 2, = Suppolons ces fonétions telles, que
pofant # — o, les quanttés P, Q, R, foient roujours égales a
zéro, excepté les feuls cas, ot les diftances V, V/, V. fonr i peu
prés égales 4 ces quantités D, DY, DY, & alors le point Z fera en
“ repos 4 moins qu'il n’y ait
ol v—:]/zgﬁ“_—-[], au V’—ﬂ’igﬁ:l}’, ou V¥/— ﬂ.-""r:g,.ﬁ:ﬂ#‘
d'ol F'on voir que les agitations primitives excitées autour des points
¢, ¢, ¢/, font léparément tranfmifes an point Z, & chacune de la
méme maniere que fi les autres n'exiltoient point.  Er partant il eft
clair que routes ces agitations ne {e troublent pas entr'elles.
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