University of the Pacific
Scholarly Commons

Euler Archive - All Works Euler Archive

1766

Supplément aux recherches sur la propagation du
son

Leonhard Euler

Follow this and additional works at: https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works

b Part of the Mathematics Commons
Record Created:
2018-09-25

Recommended Citation

Euler, Leonhard, "Supplément aux recherches sur la propagation du son" (1766). Euler Archive - All Works. 306.
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/306

This Article is brought to you for free and open access by the Euler Archive at Scholarly Commons. It has been accepted for inclusion in Euler Archive -

All Works by an authorized administrator of Scholarly Commons. For more information, please contact mgibney@pacific.edu.


https://scholarlycommons.pacific.edu/?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F306&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F306&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F306&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F306&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/174?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F306&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/306?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F306&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
mailto:mgibney@pacific.edu

# 210 b

SUPPLEMENT
AUX
RECHERCHES

LA PROPAGATION DU S5 ON.
rar M EULER.

I.
Dnns le Mémoire précédent je n’ai fuppol€ & I'air par lequel le fon
elt tranfmis, qu'une feule dimenfion felon une ligne droite; en
(quoi jai fuivi les aurres Géometres qui onr rraité cetre méme matie-
re.  Puisqu'on a principalement en vue la virefle de la propagarion,
il femble qu'elle doit &tre la méme, foit que Pair ait une érendue fe-
lon toutes les trois dimenfions, ou felon une feule: quoiqu’il {oir cer-
tain, que les ébranlemens excités dans V'air diminuent beaucoup plus
conl:dérablement, lorque l'sir elt repandu de toures parts.  Mais la
principale raifon de cette reftriction eft fans doute, qu'on rencontre
des difficultés infurmontables, lorsqu'on veur fuppofer 4 I'air unc
érendae vers toures les trois dimenfions, ou feulement vers deux, en
ne cornfidérant qu'une couche d'air renfermée entre deux plans paral-
lels & extrémement proches.

2. Cependant il eft encore dovteux, fi la virefle du fon,
qu’on trouve dans | hypothefe d'une feule dimenfion, n'elt pas altérée
par Pérendue felon les autres dimenfions: & puisque la vitefle actuelle
du fon conclue par les expériences eft confidérablement plus grande
que celle que dunne la théorie Jondée fur 'hypothefe d'une feule di-
menfion, on a lieu de foupgunner que I'"étendue vers toutes les di.

men-
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menfions pourroit bien caufer cette accélération.  Du moins fera-t-il
tonjours fort imporrant de faire des effurts pour déveloper les aurres
hypothefes, ot I'on fuppofe i I'air ou deux ou toutes les trois d'men-
fions: pour 'une & I'autre hypothefe je richerai de ramener les ébranle-
mens de l'air & des formules analytiques, donr la réolurion fera un
trés digne fujer pour occuper l'adrefle des Géomerres.

3. Je commence par 'hypothefe de deux dimenfions, o1 air
foit érendu felon un plan, qui foir celui de Ja planche, on lui peut
donner une pertite épailleur, qui foit partour la méme — ¢: & d'a-
bord je confidere I'état d'équilibre, ou I'air a partout la méme denfité
& le méme reflort.  Que l'unité exprime cette denfir? naturclle de
l'air, & que fon élafticité foir en équilibre avec le poids d'une colonne
d'air dont la hauteur (it == 4, en fuppofanr aulli cer air de I'étar na-
turel, dont la denfité —= 1: on veit bien que cetre haureur 4 le dé-
termine par @lle 'du barometre, en multiphant celle-ci par le rap-
port, dont la denfité ou gravité {pécifique du vif argent {furpa(le celle
de 'sir.  Ainfi la hauteur du baromertre érant —= £, i nous fuppo-
fons la graviré fpecifique du vif argent 14 fois plus grande que celle
de I'eau, & celle-ci §oo fois plus grande que celle de I'air naturel,
nous aurons # — 14, 8ook —— 112004,

4. Dans P'érar d’équilibre conlidérons un poinr quelconque Y,
duquel on baille & une ligne fixe AL la perpendiculaire Y X, pour
avoir les deux coordonnées AX — X, & XY — Y, qui détermi-
nent le lieu du point Y, Maintenant, aprés une agiration qu.lconque
excitée dans notre air, & 4 un inltant donné, que le point Y (& trou-
ve en ¥, dont le lieu [oit déterminé par les coordonnées Axr —.r, &
xy = ¥, & il eft clair que x & y feront cerwines fonctions de X
& Y, ou le tems entre bien aufli, mais tant que nous confidérons I'é-
tat de I'air pour le méme inftant, le tems n'y entre pas encore en con-
{idération, ou fera regardé comme conflant.  Done puisque tant x
que y eft une fonction de deux variables X & Y, fuppofons:

dy — LdX 4= Md Y, & dy — PdX -+ QJY.
Ee 2 ¢. Pour

Fig.



¢ 212 &%

. Pour trouver tant la denfit¢ que 'élafticité en y dans I'é
tat troublé, confidérons un volume d'air infiniment perit, qui dans Ié-
tar naturel foit YPQ, & aprés Pagitation dans I'érar troublé foit ypg;
donr le rapport 4 celui- la fera connoirre tant la denfité que Pélatticicé
du volume ypg. Comme le point Y déterminé par les coordon-
nées X & Y elt tranfporté en y dérerminé par les coordonné:s x
& y; rout aurre point infiniment proche de Y & déterminé par les
coordoinées X —— dX, & Y —— 4Y [era rranfportd dans un
puint déterminé par les coordonnées:

x — LdX -+ MdJY, & y -+ PdX - QUY.
Que le wiangle YPQ foir pris en forte, comme il eft repréfenté
dans la figure, & pofons YP — XL — e, & YQ = &, &

le pointdont les coordonnées| &' au pointdont les coordonnées

Y| X & Y 3 ¥l x & & vy
P| X4a & Y | E # *+La & y—4 Pa
Q| X & Y+& [ 3| gpk+M &y Q5

6. Donc, ayant tiré de p & g les ordonnées p/ & gum,

nous aurons:

Ax = x; A x4+ La; Am — x -+ MS

xy =y; lp =y +Pay mg =y - Q5
d'olt il faur chercher Vaire du wiangle 3p 4, qui e détermine par celle
des trapezes vy phy, Xy gm, lpym, en forte
By pg = § wm(xy —— mg) = § ml (mg—=lp)— Fxl{xy == ),
or xam — MB; m!/ —La — ME; & v/ — La, donc

A pi—1EM(2y+6Q)+ 4 al—EM)(2y+al+5Q)—Jal(zy+aP),
Dunic, puisque dans étar naturel I'are du rriangle YPQ éroic a8,

la depfité du méme air rempliffant maintenant le triangle | . g
fere
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; o &
fera — LQ— YTk & Télafticicd — g — Tk

tirons certe conclufion

d'ol nous

1 pr— v h
denfité en y = LQ—Mp’ elafticité en y = LQ— P

7. Comme le lieu du point y dépend de celuide Y, leref

.
fort ou élafticité en y, que lon la pofe — II, de forte que

H = i Qi NP’ fera aufli une fonétionde X & Y, confidé-
rant encore toujours le rems comme conftant; & parrant nous aurons

dll — E..:.'F}E —1—~ Fa'Y, ol E & F font déterminées en forte des
letrres L,

() (12 () )

= (LQ — MPp)?
@+ (@@ )M Ew)
— {LLL—— MP)? '

Cleft 4 dire un point Y/ dans I'étar d'équilibre infiniment proche

de Y, déterminé par les coordonnées X —— 74X, & Y 4 AY,

érant rranfporté par Pagitation en 3/, Pélalticitd y fera exprimée par

la haureur 1 4= EuX —— F.-;’Y, pendant que i'¢lafticité en y ré.
d

pond i la hauteur I1 = 5 YT

8. Orlelicu du point 3 érant dérorminé par les coordon-
nfes *x 4 L/X +— MuY, & y —— PdX 4 Q4Y, nous
puurrons sffigner la variation du refrurt depuis le point ¥ dans P'érac
troublé julju’a un autre point 3’ infiniment proche: foient pour le

point §' les covrdonnées &« —— a, & y —— E, prenant a & E,
Ee 3 pour
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pour marquer des ¢lémens infiniment perits, & neus n'avons qu'i
chercher le liew Y/ du méme point dans 'érat naturel.  Pour cer ef-
fer polons:

LdX 4+ MdY — a, & PdX 4 QdY = §,

d'oll nous rirons

_aQ —EM . EL — aP
= LQ — MP’ & 4Y = LQ — MP

Donc, pour le point 3’ dans I'état troublé, déterminé par les coor-

données x 4— &, & y - &, nous aurons Iélafticité exprimée

par la hauteur I1 ~— SRR i-g_i i{EL — LMJ

9. Pour mieux déveloper cette valeur & celles de lettres E
& F, il faur remarquer, qu'ayant pofé

dx = LdX -~ MdY, & dy — PdX - QdY,

nous aurons %) = G—;J , & ':;—,I,P) == G—E—), & partant:
() —e®) — () (D)

(LQ — MP_}"‘
d
@ —2@ @) &)
F= CQ— M P)t
d'oll nous trons:
% ,FQG,EI.:)_@(%)_PP(*:M)..H a+-mpy(% ;)-LMQ_( ﬂ)+w(:‘5)
EQ-FP— (LQ— MF)*
b(m{cr) wnt(7)-a (R -{L{}_‘rMP}C:;')+MQ_(‘K)+LI=(JH))
[Lq: MP)®

En-
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Enfuite il faur aufli obferver, qu’il y a:
i dx ! i .:i\’_..'f y G .:f_y ' s ;{},
g — ﬁ): M JT)] ﬁ 3 & Q..— ﬁ)'

1c. Deld i nous conflidérons dans I'érat troublé un élément
dair yprg, dont la figure foit reftangle, les cotés érant yp — 4,
& yp — ¢, & pris paralleles & nos coordonnées, nous pourrons
pour les quatre points ¥, p, ¢, r, dérerminer I'élafticité. Car ayant
pour le point y Vélafticité — TI, pour le point p dont les coordon-
nées font ¥ =4— ¢ & y, donc o = & & & — o, Délafticié

J(EQ — FP) . :
fera — IT LQ — MP - Enfuite pour le point ¢, dont

les coordonnées font ¥ & y —— ¢, dont @ — o, & § — »,

I'élafticicé fera — II 'I{Féh: ;_1:;1) . Er pour le point r,

dont les coordonnées font x — 4, & y 4 ¢, dont @ — 4,
by i | -

& =, Télalticité fora—T— S EQ Lr(i}_‘ 2l

d'oil nous pourrons déterminer la preflion de air fur les quatre cdrés

du reftangle ypqr.

11. Lecdré yp — & ayant une épailfeur — ¢, & partant
I'aire — de, puisque les preflionscn y & p font inégales, fi nous
prenons un miliev, la preffion fur le coté yp fera égale au poids d'un
volume d'air
d(EQ — FP!
(i e —_—
preflion fur yp — ¢ (1n+’(LQ—' Npj)
De méme fur le coté opofé g7 nous aurons
d(EQ—FP) - 26 FL—EM)
2(LQ_— MP) )
En.

preflions fur gr—4 (:H—{—-

Fig. 3,



216

Enfuite fur le coté yg — €+, nous aurous la
e (FL — EM)
a(LQ — MP))

2d(EQ—FP)—¢(FL—EM)

sLQ —MP) )
Puisque la différence enrre les forces en y & g cft éoale 4 celle des
forcesen p & r, on voit bien que linégalité des forces ne rrouble
point leffer.

preflion fur yg = ee (:Tf ;

& de la méme maniere

preflion fur pr—es (z T

12. Puisque ces forces agiffent perpendiculement fur les co-

tés, 'élément ypgr fera poufié par les deux premieres forces {uivant

la direftion y.x par une force, tiui elt = de ;_, (FL ———hﬁ]hﬂi &

les deux dernieres produifent enfemble une force
__ Cee (EQ — FP)
— TLQ — MP
Ou bicn I'élément ypgv fera poullé par les deux forces fuivantes:
: T __ Jee (FP — EQ)
force fuivant la diretion Ax — LQ — Mp

: . __ dee(EM —TL)
force [mvant la direftion ry — LQ — YT

, felon x A,

Or le volume contenu dans ce rectangle ypgr dant = dee,
- " # !'
fi nous le multiplions par la denfité LQ — MP’ la mafle

forg — dee
=L —mPF
fg, Ayant rrouvé ces forees follicitantes, introduifons le

tems ¢, & dans I'élément du tems &'¢ nous pourrons afligner les ac-
céle-
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cflérations fuivant les mémes direftions.  Si nous exprimons te
tems ¢ en fecondes, & gque g marque la haureur d'olt un corps pefant
tombe dans une feconde, les principes de Mécanique nous fourniflent
les équarions {uivantes:

dee ddxy __ dee (FP — EQ)
LQ —mp \7#7) — * “Lq—mp ° %
dee  (ddy\ _ | dee(EM — FL)
LQ — mp' \Z:) — *& “TqQ—mp '
ou bien celles-ci:
: 4
il —2s(FP—EQ), & abal = 2(EM—FL),

dt? il

& maincenant il faur regarder * & y comme des fon&ions non feule-
ment des deux variables primitives X & Y, mais aufli du tems 1.

t4. Voili la folution générale de notre probleme; mais,
pour en faire application au cas que nous avons en vue, il faut re-
garder tous les changemens caufds par lagitarion comme exrréme-
ment petits, de méme qu'on le fuppole dans lhypothefe d'une feule
dimenfion. Les différences entre x & X, de méme qu'entre y & Y,
feront donc extrémement perites; pour tenir compte de cette cir-
conftance, pofons * — X = p, & y =Y 4 ¢; & lcs
quantités p & ¢ doivent &re confidérées comme évanouiffantes.
Deli nous aurons

dX 4 dp =LdX 4 MIY, & dY - dy =PJIX 4 QJY,
ou dp — (L—1)dX4-MdY, & dg—PJiX—+4+-(Q—1)dY,

& partant les quantités M & P, feront extrémement petites, & L
& Q_ ne différeront de l'unité qu'extrémement peu.

Mim., de [ Acad. Tom. XV, Fr 15. Done
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15. Donc, pour les agitations infimiment petites, nous aurons
dpenpres L= 1; M=o; PTo, & Q0 g, &
enfuice :

=i ()s w=(@): = (3): a=+ (7))

d'ott nous tirons

=) (D)= ()=
( ) (j;ﬂ);( ) (di?&' {”{) (h’) (.:ng

De li ayant LQ — MP — 1, nous aurons:
- ddp didg ))__ / (rf dp ddg
E““&(_(Jm) (d}{a"f — f.rx=)_""<axn')’
— ddp ddqg ddg ddp
F=i(-Gxr) - (D)= )~ (Fw)

& (ubftituane ces valeurs, nous chtiendrons les deux équarions faivan-
tes poui la dérerminarion du mouvement

fftf_l.l' L Jl‘;‘ﬂ i .:f.r'.i'.l:;r
T ) = 288 gz ) 280 (fx.n*
ddg~, ddp
FOW A JY‘) pad ( XY

16.  Aulieu des lettres p & g, éerivons les lettres » & o
pour marquer mieux leur rapport avec les coordonnées principales
X & Y, & nous aurons la folurion fuivante. Une particule dair,
qui dans Pétat d ‘équilibre éroit en Y, les coordonnées érant AX =X, &
XY — Y, fetrouvera aprés une igmanun infiniment perite quelmni
que, le-rems écoulé érant — ¢, au point y, dont les coordonnées
étant pofées Ax = X 4~ x, & xy = Y ~ y, les quant-

tés
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tés x & y f[eront quafi infiniment petites, & certaines fondtions des
trois variables X, Y & #, dont la nature doit érre déterminée par les

deux équations fuivantes:
ddx™ __ ::'a'.r JJ-}r

agh \de3/ — .:."H.’ dX d'.‘i
I ddy ddx
2gh n"ty) (JY') + (Fx7v

Tout revient donc i la réfolution de ces deux équations, qui eft fans
doute incomparablement plus difficile, que celle que nous avions trou-
vée pour le cas d'une feule dimtnﬁunj &qm (e déduir aiffment de ces

formules, en pofant Y — o, — o, d'ol I'on obtient
I d’zf.r) .n’d'r
2gh \dt? X2

17. D’abord j'obferve qu'on peur fartisfaire d ces deux équa-
tions en {uppofant:

x —=DB®: (aX 4+ EY 4 ¢, & y—=Co(aX 4+ EY +v),
le figne ® marquant une fonftion quelconque de la quantité adjointe;

& il ne s"agit que de décerminer les quantités conftantes a, 5,v,B& C.
Or de li nous tirons:

(f'{i’r — Byy®” @X < 8Y - y9),

de?
ddy
dt?
dde :
(:.rK*) — Baa®’ (@aX = EY 4 y1),

(f;, — Bald/(@X 4 Y - y1),
dd
55) = CEEQ/(aX ~+ EY ~+ y1),
(ZL) = Cabo"@X + EY ~+ yo),
Ff 2 ot

— Cyy@" (aX 4 €Y = v1),
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ol il faur f& (buvenir que, pofant v == @: w, je me fers des fignes
fuivans pour marquer la différenrtiarion:
du ~ dde

— — & — = @
JH_._E!.#, &d D w.

18. Subftiruant ces valeurs, & divifant par @/(aX 4 £Y 4 y¢),
nous obtiendrons les deux équations fuivantes:

Cy

277 — Bea - Caf, & 7 = CES —+ Bag

:gﬁ_

dont "ine diviZe par l'autre donne
B _ Baa - Cof _ @
C — CEE + Bak — g’

& enfuite ;% — aa - €6, ouy— Vagh(aa - EB).

done B—wy, &K LC=0

Maintenant on pourra joindre aurant de relles fonétions qu'on voudra,
& on aura:

r—a® eX4EY 41V 2eh{ant 58)) 4 ¥ (/X4 EY +11 20k a'a' +5°6)) &e.
y—C0 aX4+EY +rV 2ph{antEE))+E8 ¥’ X+EY $1V 2ph(a'u'+ € €))&e.
ot @, ¥ &c. marquent des fonétions quelconques; Mais le mé-
me charaltere fignifie dans l'une & lautre cxpreflion la méme
fonftion: or @, §, ', &, &c. font des quantités conftantes ar-
bitraires.

1o. Pour mettre cette folution plus clirement devant les

yeux, foit
P une fonftion quelconque de a X + €Y 4 #V2gh(aa + €68)
P/ une fonltion quelconque de a'X + €'Y 4 1V 2gh(a’a’ + £/6)
P/ une fon&ion quelcongue de &”X 4 'Y + 1V 2gh (a"a’' + E//64)

e,
ou
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ol l'on peut prendre pour &€, a/8’, a’ £/, &c, des nombres quel-
congues: & l'on aura pour la folution du probleme les formules

fuivantes: .
x — aP 4= o'P/ 4 o"PV - &P &e.

y = 6P = &P/ - E'PM - GVPH &e.
Si l'on {uppofe ici # —= o, on aura I'érar au premier inftant aprés I's-
giration, lequel érant donné, il en faur convenablement déterminer
les nombres a, o', 8, &, &c, cependant il sen fauc beaucoup que
cetre {olution foit générale, 4 moins qu'on naugmente & linfini le
nombre des formules P, P/, P¥, &c.

20. Failons un autre effort poiir réfoudre nos deux équa-
tions trouvées (§. 16), qui renferment la folurion de notre probleme.

d d
Pofons (a’d;:) —+ (—T — v, & nos deux équations deviendront:

x :fa'x) dv x) ( (d‘u
agh \ de? (d ﬂg!ﬁ dt’) ay )

d'oll nous rirons:

( ) (ﬂ'd’u) & ! (J’_y __ fddv
_g;; dt* dX X3/’ 2gh \de2dY) — T&*f-)'

Or la premiere fuppofition donne:
n’a’:) ( d3x : diy
dt? de? d}{) ' (a’r‘ axy)?
d'ott il s'enfuit
I d:fu) ddv ddv
- .E"'& di? d'xi) {Tf':') 3
Voild donc reduit notre probleme 4 Iinvention d'une feule fon&tion v,

des trois variables #, X, Y, ce qui paroit éure la route la plus aiffe
pour parvenir 4 la {hlu::un*
Ff 3 a1,
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31. Puisque nous venons de trouver

r ( I .rfJ_T
2gh ‘) :gﬁ d‘t*) ::"1

la différentiation ultérieure donne

d*x ddv N\ __ 1 dly
:gﬁ de*dY dxXdy) — agh \dt*dX)
d' .
Donc, [mﬁm o o p, & Jf == g, TNOUSaurons

Jﬁp)
de? dtz) >

d'ot rraitant X & Y, de conftantes, nous en tirons par intégration

dp __ dg
ﬂ’t—a‘t+M &p_g—i—Mr—FN

ot M & N, font des fonétions quelconques de X & Y, de forte
que nous ayons

() — (R) =+

laquelle érant jointe i l'une d-: nos deux équarions principales contien-
dra aulli la folution du probleme.

22. De cette derniere équation nous concluons
ddx ddy dM dN
axﬁ) (nv) pall (ﬁ e ?:{)‘
( ddy ddx (JN)

a}{a“l’) d‘f‘) ( )
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& ces formules érant fubftituées dans nos équam::-ns principales don-:
neront .

(=) + ) — G —-&)
() = )+ () + GO+ ()

oli il faur remarquer, que M & N f{onr des fonctions des deux va-
riables X & Y feulemcnt, & qu’elles ne renferment point le tems 7.
De li on peur encore tirer une [olarion particuliere, prenant pour M
& N, des fonétions quelconque des deux variables X & Y':

.r:utK-J;-{(#)—i—ﬂi—t—(%

dN

Car de 13 il s’enfuit

£ ()= () =
done )._.n, & ﬂ‘Y p—

23. Cette folurion particulicre peur &re jointe aux autres fo-
luuuni particulieres données ci- deflus: car fi les.valeurs x — P, &

y = Q, fourmflent une folution, & auflicelles-ci + = P/, &
y — Q/, on en pourra roujours former une [olution nouvelle plus

générale ¥ — al —— E"P’, & = aQ -+ €Q. Or d-
de(lus j"i indiqué une infinit¢ de fonltiops, dont chacune fournit une
folution du probleme: les prenant donc toutes enfemble, & y joignant
encore les valeurs de x & ¥, que je viens de trouver ici en dernier
lieu, & qui ne (emblent pas érre comprifes dans les précédentes, on
aura une folution infiniment plus générale.  Cependant il ne paroir

pas
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pas encore, comment on doit déjerminer toutes ces fonftions, pour
que pofant ¢ == o, on obtienne une agirarion initiale donnée. ~ Ce-
pendant chaque folution particulicre fe rapporte & un certain état ini-

tial, lequel érant fuppolé avoir lieu, on en pourra afligner pour tout
tems l'agitation qui aura lieu dans l'air.

24. Pour en donner un exemple, confidérons cette folution
particuligre: '
¥ = OX = tV2gh) 4= ¥(X — tV20h),
y = ZE(Y <+ tVagh) + O — tVagh),

ol les caraéteres @, ¥, =, ©, marquent des fontions quelconques
des quantités qui leur fonr atrachées; fans en excepter les fonétions
irrégulieres & difcontinues.  Cela pofé, ces formules donnent non
(eulement pour chaque tems propofé ¢ les déplacemens x & y, de
chaque particule d'air, dont le licu dans Iétar d’équilibre elt dérerminé
par les coordonnées X & Y, mais aulli le mouvement de cetre mé-
me particule, qu'on connoit par les vitefles fnivant la direftion des
coordonnées; & ces vitelles feront;

(%.t_; — (@ (X tV2gh) —_ (X — tVagh)Vzagh,
GD =(@(Y A= #Vagh)— &/ (Y —1V2g)Vagh

25. Maintenant, pour I'érat initial pofant # —= o, on aura:
y—:X4+¥X y=Z2Y-+0: Y, &

(;i.:)—_" (@ X—¥"X)V 224; (%) = Y—0"Y)V 2gh:

Done
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Done, fi au commencement on 4 eu
*»=I:X; y=046:Y; (ﬁ)—'ﬂ"}{.}’zgﬁ ( ) =Y. Vagh,

nos fonftions (eront dérerminées par celles- ci en forre:
O: X4+ ¥:X=I"'X; Z:Y4+06:Y
O: X —¥:X=nX; ZY—©:Y
& partant:
O:X = iT:X 4+ 2A:X; ¥X—=IiT:X — IA:X
=Y — A Y 4 12:Y; Y — (A Y — =

d'oll nos équations feront:

11

. e
=

3T X4V 2g)+ AKX 42V 2gh) 4 iT X~V 2g/i)— 3 A X—tV 2 gh),

y=EA(Y +1V2g)+ 1B Y +1V 2gh) + 1 8(Y =2V 200)—1 E Y—1V 2gh)

26. Suppoflons ces fonétions telles, que T:w; A:w; A:g
& =: w, foient toujours égales & zéro, excepté les feuls cas ol k—o,
auquel leurs valeurs foient a, Q, " d, infiniment petites, & l'on
voit que I'agitation initiale aura écé relle que pour X — o, &
Y —o,onax—a, &y=—y: ccltidircla ligne d‘a:rHC
a éré poullée en be, &laligne DE en de, toutle reite de V'air de-
meurant en repos au premier inftant: les autres fonctions expriment
les vitefles imprimées d ces lignes d'air au commencement.  Cela po-
{&, aprés un tems quelconque #, qu'on prenne AP — AP/ = #)/igh,
& AL — AL! — ¢tV z2g/h, & rtoute laligne QPR ﬁr,i déplacée

- e

en gr parliotervalle = iT:0 — $A:0 = ——3 ‘o de

Pautre coté la ligne Q'P'R’ fe trouvera en ¢'+/ par [linterval-

e = §To 4+ o = p T €+ Enfuire, la ligne MLM"

fera tranfportée en mom’ par lintervalle — ?I_J, & la ligne NL/N/

Blém, de [ Acad. Tom. XV, Gg en

Fig



B 226 &
_y+3 '

en nn’ par lintervalle — . Or rout le refte fera en repos.
=

Donc les ébranlemens originaires (elon les lignes BC & ED font
continués par des lignes paralleles, fans {e troubler mutuellement, avec
une vitefle de ¥ 2 g4 par feconde.

27. Pour le cas ou l'agirarion originaire naura (ubhifté que
dans un trés petit efpace autour du point A, il eft evidenr que les agita-
tions produites {e continueront par des cercles concentriques.  Dans
ce cas donc, les déplacemens x & y f{eront proportionnels aux coor-
données X & Y: pour cet effet pofons x — vX, & y = ¢Y,

& nous aurons:
G @=x) F)=xG
i x dd ddxy v ddv
(n"t"‘ ( r) EE)—“ : ") - a’.'!:*);

ddx d Ay
thY) (J‘ ) A dXdY
& de la méme maniere

@) =x@ @) =)+
;;r;?i’ (ﬂrﬂ) +Y rff..d; ‘r') 2

d'odl nos équations principal:s deviendronr:
X dd ddv ddv
:gﬁ Jru) (_an) “+- Y(T}E’? )
ddv dv
:ga& ﬁ‘t‘) ( ) =¥ (ﬂ"Y’) ER (-:J’K:f'f
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28. Mais il eft évident que v elt une fon&tion feulement
des deux variables £ & V(XX+YY), pofons donc V(XX +YY)=7,

: XdX YdY

& dv = Mdt ~NdZ; dow, puisque 42 = 22 T 2%
d d NX du NY

nous rirons ("— . Mi i — T, & JY —— ?;

&En['ulte( v) (‘;—T :
ddvy __X(dN\ , N mcx X(JN)__I__HYY
'3("'*')"5 iX) ' 1 -
ddv \ _ X (dN N}{Y
(ﬁﬁ =g J'f) Z3
ddvy _ Y(dN\ | N HYY Y(N)+HKX
diY’) —Z\dY) ' L

Pofons dN — Pdt - Q;ﬂ!z — Pdt 4 QXH’}{;}-QYJ?}

d
& puisque (d_r; — _i". . (N) =" . nous aurons

ddvy _ QXX N‘EY ddv _Q_}w NXY
( —Tz +Z (

dXdY )™ 17 73 ?
ddy QYY NXX
- (EJY’ _ T ZY
2g9. Ces valeors érant l"uhﬂ:uuées, nos equarions deviendront.

X dd v 31‘41‘[
;;i inJ) — —+ QX, &

ddv g'HY
ﬂg& d:*) o " Q‘Y
Gg 2 &
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& fe reduifent par conféquent & une feule

I ddv . 3N
dr:) = + {l

agh
. iy __ ANy _ rdd:
Or, puisque N — (E)’ .15& Q= ':,-) = (JZ‘)’

il s'agit de rrouver pour ¢ une relle fonétion des deux variables 2 & Z,
qui {atistafle 4 cette équation

1 ddvy 3 ddv
szi \78) =7 fu:)"‘( ;)

Alors un point quelconque 7, donr la diltance an point fixe A eft
dans I'quilibre AZ — 7, fera tranfporté aprés le tems — ¢ par
un efpace Lz == V' (v x -+ 3y) == vZ, dont il s'¢loignera du
peoint Aixe A. 51 nous nommons cet €loignement L3 — i —
de forte que v — %, nous aurons
I ddz = I dde
Tl (i et
agh \Nder) — ZZ Y Z -+ :i"'E’)

30. Si cetre équarion admettoir une telle folution, qu'il fiic
2 — P®: (Z 4+ tV=2g4h), onenconcluroit, quela propegation
des ¢branlemens (e fir avec la méme vitefle, que dang la premiere hy-
pothefle, qui feroit par conféquent moindre que felon 'eapérience,
Mais une telle forme fubltituée pour s ne fausfair point 4 notre équa-
tion, d'oit l'on peut conclure, que la propagation du fon pourroit
bien {e faire avec une aurre virefle dans certe hypothefe.  Cependant
on n'en {auroir rien conclure de pofitif, avant gu'on foit en érar de ré-
foudre généralement cette équation: mais, quoiqu’on en puifle aifé-
ment afiigner pluficurs valeurs particulieres, il ne paroit pas com-
ment on en pourroit déduire la valeur générale.  Par cette raifon on
ne fiuroit apporter trop de foins d perfectionner la partie de I'Analyfe
qui s'occupe @ réfoudre ces fortes d’équations,
: CETTE
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CETTE MEME RECHTEIRCHL
pour Uhypathsfe de trois dimenfions.

1. Dans I'éar d'équilibre confidérons un point quelcon- Fig .
que Z, donr la pofition foit déterminée par les trois coordonndes
AX =X, XY=Y, & YZ = Z Or, apris une agiration
excitée dans I'air pour un tems donné, ce méme point air éré tranfjor-
té en =, dont le lien foic dérerminé par de femblables trois coordon-
nées Ax —— x, xy — ¥, ¥% = s perpendiculaires entr'elles.
Ic 1l elt clair que chacune de ces coordonnées fera une certaine
fonétion des rrois principales X, Y, Z, qui répondent i I'état d’équi-
libre; pofons done

dx — LdX - MdJdY —— NJZ;

dy — PIX -+ Q_ﬁ'Y —— RAZ;
ds — SdX —++ TJdY 4 VdZ;

car, quoiqu’elles renferment auffi le tems #, je n'en tiens pas encore
compre, puisque je rapporte toures ces recherches au méme inftan:.

32. Confidérons maintenant dans I"érat d’équilibre une pyra-
mide d'air infiniment petite Z¢nfd, terminée par les quatres points
Z, ¢, m, ¥, auxquels répondent les coordonnées, comme il fusir:

du point les trois coordonnées
Z | X Xy Z
¢ | X+ Y, Z
n | X Y46 Z
6 X, Y, Z -,

cette pyramide fera la fixieme partie du parallelepipede formé par les
trois cotés &, 6, ¥, que je fuppole infiniment petits.  Donc la folidi-
té de cette pyramide fera = jasy, dont la denfité eft fuppo-
fée — 1, & I'¢lafticité exprimée par la hauteur %: en forte qu'une
colonne d’air ndturel de certe hauteur, tienne I'élafticité en équilibre.

Gg 3 33
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33, Qu'aprés l'agiration cette méme pyramide air été tranfpor-
tée en zApv, dontles quatre angles feront détermunés chacun par les
trois coordonnées {uivantes:

du point les trois coordonnées
& |Axr —ax; xy =¥; yz =
AN [AL—x—4La; L/ —y—Pa; I\ —z.-Jr-Sm,
p AM—x—-ME; Ma—y-+-Qf; mp—z—+TE,
v AH::—|—H?; No—y—+Ry; nv —a+4-Vy,
Or la folidité de cette pyramide eft égale a
yonspy —— ylnzhy 4 Imnipy — ylmahpy,
& partant, en prenant la (olidité de chaque part

+3}fﬂf}-a+a’h+w.] + %y/m (354 Sa+ Vy)
+fymn(yztmutav) | — + Fymn(324+TE+Vy)
+ '!mr:{.:'}n..-i—mp-[-w} — 4+ Ymn(3245a+TELVY)

+ iylm(yz+ /M + mp) + 4yim (32 4 Sa 4+ TE)
iaquelle expreflion f{e réduit 4 celle-ci.
— 1Sa. Aymn — LTE Ayln = 2Vy. QAylm.

+4. Or les aires de ces triangles fe trouvent en forre :
Aymn— §xM(Xy 4 Mm) 4 § MN(Mm 4 Nu)— 2N (ay + Nn)
Ayln — 32N (xy + Nr) + LN (LY 4+ Nuo)—{aL (xy + L)
Ayl — §aM(xy+ Mau) + LM (L7 + Mm)—f2L (xy + L/)
& partant les aires de ces triangles feront

Aymn—1xM(2y + QF) + IMN (24 QE+Ry) — §xN (274 Ry),
ou ﬂ-}"mﬂ—u(:"\g IN_'&HTI

Ayln—43xN(2y+Ry)+ 1 LN(2y +FI+R}'J— aL(2y 4 Pa),

’ nuiﬂ}':’n — §Ry. .:'L tPa. 2 el don

Aylm—3xM(2y + Q)+ iLM(2y+ P2 + ng— ixL(2y + Pa),
ou 5_}1#!:{%. xL — jPa xM,

Or
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Or L — La; M — ME, & N = Ny. Donc
Aymn — tNQEYy — IMREy = 36y (NQ — MR),

Ayln = 3LRay — }NPay — juy (LR — NP),

i |
Aylm — }LQaf — §MPaf = jaf(LQ — MP),
35. De la nous trouvons la folidité de notre pyramide
—1a8yS(NQ—MR)—}afy T(LR—NP)+ faly V(LQ—MP),

& parrant Ja denfité de Pair y fera:
1

LQV—MPV 4= MRS — NQS - NPT — LRT
& par conféquent, fi nous pofons Il pour la hauteur qui y mefure
I'élutticieé, nous aurens:

h
— LQV—MPV 4 MRS —MQS4- NPT —LRT
Cetre quantité fera donc aulli une fonétion des trois variables X, Y, Z,
& i nous polons

dll — EdX - FdY - GdZ, :
les quantités E, F, G, fe dérermineront aifément par la différentia-
tion de la valeur de I, puisque

E:(j—g); F:(j—E ; G:(%I .

36. Si nous concevons dans I'état d'équilibre un poine 27
infiniment proche de Z, & dérerminé par ces trois coordonnées
X +dX, Y +dY, Z 4 dZ, il & rouvera mainicoant
en s/, en forte que les coordonnées feront

x - LdX 4+ MJY - NJZ,
y + PdX - QdY — RJZ,
2 = SdX 4= TdY 4= VJL

Done
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Donc, fi la pofition du point 2! infiniment proche de = eft donnée
par les coordonnées x ——a&, y -~ €, = —— ¥, nousen
pourrons trouver le lieu dans I'érac d’équilibre.  Car, fi nous pofons
pour abréger
LQV—MPV—4-MRS— NQS 4~ NPT —LRT =K,
i

de forte que T — » Nous aurons
iX — 6(QV — RT) 4= 6(NT — MV) 4 y(MR—NQ)
_ K
7y — SRS — PV) 4 6(LV—NS)4-y(NP —LR)
_ K
i s a(PT—QS)4+-6(MS —LT) 4 y(LQ— MP)
S K

57. De Ii Pélafticité en = étant = -E = T, eclle fera
en o/ — 1 <4 EdX -~ FdY - GdZ: dong, {i nous pofons
pour abréger,

E(QV— RT) +F(RS — PV) 4 G(PT — Q8) = A

E(NT — MV) + F(LV—NS) 4 G(MS$ — LT) = B

E (MR — NQ) — F(NP— LR) 4~ G(LQ — MP) = C
I'#lafticité en z' fera

-

Ae -+ BE -~ Cy
7 :

Or la denfitd en & elt — 'f:;_'.

lepipede rectangle infiniment petit s4cdaEyd, dont les cérés foyent
paralleles & nos trois coordonnées, & que nous nommions 2/ — a,
ac — 6, ze = ¥, lafolidité de ce parallelepipede fera — a €y,

g
& la maffe d'air qui y eft contenue — ii{lr'

Donc, {i nous confidérons un paralle-

38
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28, Voyons maintenant les forces dont ce parallelepipede
fera follicité; pour cet effer, cherchons I'élafticicé & chacun de fes an-
gles, ce qui (e fera aifément par les trois coordonnées qui répon-

dent i chacun.

du point les coordonnées I'élafticicé
t | X W % IT
b | x—-a, % 7 ot ﬁi{_“
¢ | % y+6, | BT{?
d | x—ta y+6 = IT Aa —1‘;"" Bé
& | % % sy | T4 %ﬂ
& | ¥~ ety | M4 22 ":{‘ Gy
y | 38 sy |mo 2V
d | x~+a, y+6 sty |4 "!‘“‘_i"[:{g—l—c}“

39. Pour trouver la force, dont le paralielepipede eft pouffé
vers la direction AX, conflidérons les faces zcay & ba 64, &
nous voyons que toures les pretlions (ur la face 6454 furpaflent cel-

les qui agiffent fur 'autre zcay dela quanticé {g. Done laire de

chacune de ces deux faces frant — £y, il en réfulre une force felon
&

la dire€tion Ax — h;“ T. De la méme maniere les forces

Mim. de [ Acad, Tom. XV, Hh qui
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qui agiffent fur la face cd y4 furpaflent celles qui agiffent fur la face
abab de la quamité Re. ; donc, l'aire de ces face érant = ay, il

en réfulte une force felon la direftion xry — — E;fi. Enfin, les

forces qui agiffent fur la face a&yd forpaflent celles qui agiffent for
la face zbecd de la quantité E—T ; donc, l'aire de ces faces érant = at,

il en réfulee une force dans la direftion y3 — — GTET.
40. Aprés avoir trouvé ces forces felon les diretions de nos

trois coordonnées, le parallelepipede dont la maffe eft Efgii’ re-

cevra les accélérations fuivantes:

dd :
=)= 2gA, fuivant Awx,

dd :
(d,j) — = 2B, fuivant xy,
dds™y __
ar?
ou I'on n"a qui metrre pour A, B, C, les valeurs (Dppofées ci- del-
fus. Mm, ici confidérant les agitations comme extrémement petires,
pour en tenir compte pofons
r=X~+p y=Y+4+4q, &s=Z v
de forte que p, ¢, ¥, foient des quantités quali infiniment petites: &
partant on &ura :
dp — (L = 1) dX ~= MJY -}~ NdJZ,
- dg = PdX 4= ( 1) dY -+ RJZ,
dr — SdX -+ TdY 4 (V — 1) di

— 2g0C, fuivant ys,

41,
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41. De 1A nous aurons i peu pres
L=—1, M—o, N—o, P—o, Q—1, R—0, S—0, T—o, V—1,
donc K — 1, enmnnt que nous n'en confidérions les différentiels:
mais pour la différentiel de [, nous aurons:

B ﬁTIcI = ((j (ﬁrx) (dx.))ﬁ’
F=({m)=—(G)+GE+ @)
6 =(7z)=— (@ + @ + G+

Enfuitz nous trouvons:
A=E B=mF & C=G
& enfin, pour éliminer les autres lettres, remarquons que

= (4 @i+ (R) =i+

& outre les coordonnées pnnctpaies X, Y, Z, avec le tems # nous
n'aurons que les trois petites quantités p, g, r, qui marquent le dé-
placement de chague point

——
e

-
———

42. Subftituons donc ces valeurs, & le mouvement de lai
caul€ par une agication quelconque, mais extrémement petite, fera rlé-
terminé par les trois équations fuivantes:

ki ddp ddg ddr
:ag& d’tP) (ﬂ'}{*) i = (d’KﬂY) T (a'.‘{:riﬂ)

ddg Adp ddg ( ddr

:gﬁ Jt‘) dXdY :..'Y’) dYu'l

G =GR + G (::'i‘i)
Hh 2
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d
ou bien, fi nous polons (JD (4 ) —+ (IL — v, Nos

équations prendront les formes fuivantes,

.f:fp _g&( x) (ff';’)_:gﬁ(;;); d:f)_#:g&(

d‘uu nous concluons

i (@) = (%) + (@) + (@),

ol il n'y a qu'une feule variable inconnue .

43. Voila donc la folurion du probleme fur la propagarion
du fon, ayant égard 4 roures les dimenfions de Pair.  Un élément d'air,
dont le lieo dans ’étar d’équilibre ¢ft dérerminé par les trois coordon-
nées X, Y, Z, fe trouvera aprés le tems ¢ dans un lien dérerminé
par les coordonuées X 2, Y ==y, Z —4 5, o x, v, 3,
font telles fonétions des quarre varibles X, Y, Z, & ¢, dunr la pa-
ture eft expnm{e par les équations {uivantes:

ddx 1d x ddy dds
:g# ( ) ( ) —+ (JJ{JY) (J}iﬁf
1 ) ddx J:.fj.r) ( dds
2gh \de2 ( Xd4Y Ydz
1 :H") r.’.E_) 4 ( ddy ) ddz
agh \ dt? IXdL -deZ 1 )
ou bien, pofant ) —= (ﬂ Y y L
ddx dv dde,
- ) =2 ﬁ( ) (;ri __:gﬁ(d—) ( )_ gﬁ
T ldy ddy dde
:g& u.r") (u ) (FET’) —+ (ﬂ'l’.’)'

— :-r, on aura

44.
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44 1 n'elt pas difficile] de trouver une infinité de folutions
particulieres, on n'a qu’a pofer .
— A® (at = EX - yY = ¢82)
y = BO®(art 4= EX 4 Y —+ 47)
s = CO (st + EX 4+ vY - d§2),
& I'on obtiendra les égalités [uivantes:

:""-:_: — AEE — BEy — CE&4 — E(AE —+ By —+CJ)

% — A€y -+ Byy + Cyd — y(AE+ By 4 CJ)

fgui: — A&J — Byd + Cd = J/AE + By — C)
dotilsenfiit A — &, B—vw, C—=4¢ &
= V2gh(E8 —+ vy —+ dd).
Or on peut prendre & volonté les trois nombres €, ¥, d, & partant

on aura une infinité de pareilles fnnﬂ:nns qui érant ajourées enlemble
donneront des valeurs convenables pour les inconnues x, ¥ o

45. Tirons de li le cas, od les agirations partant d'un
pmn: A e repand-:ﬁm en tour fens également.  Alors on aura:
— X y = = Ys; o —Zs, & ¢ fera une fonétion des

d..-u:: quantités ¢ & V {}{}{ -+ YY - Z7). Pofons
V—=VIIXX 4+ YY 4 ZZ), de forte que V marque la
diftance du point Z au centre A dans I'étar d'équilibre: & puisque

““ 1 :
=i ( ) 4V (W ot bién
x;x YaY J; zdz s
d:__J:( D+ () + o () + 52 )
Hh j nous
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Aous aurons:

G_D: H(‘:v) (JY)_ +Y? )
J‘i)—*""v ::r
&m(:,—; S ﬂ’ +( )__;r+v W

Maintenant, ayant xX)—v ( ) (‘L' : ) —_ f’

dds dds du
Vik)—v a’vi) car, puisque en général sc. U( )
G ds dds \ __ E dds I
pofant & = w)’ NOUS aurons (dxarv =5 a‘_\”) ¥

premiere équation fera

X [dds 31'{ J.r X fds dds
ird m) W)+ v (W) + % ()

| dds\ __ 4 (ds dds
ou bien LF (d—ﬁ) =5 (ﬁ) (.:2’1"’)’ & 4 cette méme

&quation aufli les autres conduiront.

46. Le point Z s'éloignera dire&tement du centre par le pe-
tir intervalle sV (XX = YY —— Z7) = Vs: dong, fi nous po-

%

14
fons cet intervalle Vs — », i caufe de f — > fous aurons

J.:f.r) s .ra"sfnr) ( # 1 rdu
datr) — dt? av) — vy ' v \uVv),
2

.r.frf.r x [ dduy
) =% + v &”i.-" +v -:a"'-”)'
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'ofl 'intervalle du déplacement « fera exprimé par cette équarion.
1 fddiy 2 u a fdu ddu
Zi\in) =" Wty )+ )

C’eft donc de laréfolution de cetre équation, que dépend la propagation
du fon par l'air étendu ¢n tour fens.  Puisque cerre équarion eft diffé-
rente de celle que nous avons trouvée pour le cas de deux dimenfions,
la propagation du fon fera auffi différente.

47. Or pour trouver une folution générale de nos formules du
§. 43. qu'on prenne
O foné&tion quelconque de eX + EY + yZ + ¢V'2gh (aa + EE + vy)

O’ fonétion quelconque de a’X + E'Y 4 y/'Z + 1V agh (a'a’ + € + y'y)
O fontion quelconque de aX 4 87Y 497 + 1V 2gh(a’a!’ 4 §/EN 4o lyy™
&e.

en sugmentant le nombre de telles fonftions & Pinfini, puisque
a, 6, v, a, &, ¥, &c. font des nombres arbitraires. Enfuire (oient
L, M, N, P, Q, R, des fonttions quelconques des trois variables
X, Y, Z, Gans qu'elles renferment le tems ¢: & on aura les valeurs
fuivantes pour les variables cherchées x, y, 2.

_ dd (L— M]) dd(P—Q)
x—a0-4-a'0/—-a"0" &ef-t (-u_d'Y;.r 7 e Yz

=060 0 (1) (M8

T pdd(N—L dd(R—P
8 =yO—+y/ OOl e (o #Y_E' +( d{KTYJ)

d'ou
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du

. . dx d
d'ott 'on connoirra auffi les vitefles (B‘?)’ (ﬁ v Lz b de

chaque particule d'air, pour chague moment.

48. Pofant enfbite # — o, on aura 'étar od l'air & trou-
vé immédiatement aprés la premiere agitation, qui lui aura éé impri-
mée; les formules que nous venons de trouver, marqueront pour cet
inftant rant les trois déplacemens &, y, %, arrivés i chaque parricule
d'air, que les trois vitefles qui leur auront été imprimées: c'elt en
quoi confifte Pérat initial.  Or, cer érat érant donné, il s’agit de dérer-
miner convenablement toutes les fonftions O, O, O, &c. avec
leurs nombres refpectits «, 6, y; @', &, v o/, 6, v"; &e,
de méme que les fonétions L, M, N; P, Q, R, pour que I'érat
initial qui en réfuite, convienne précif@ment avec celui qui eft pro-
pofé. Mais c’elt ici qu'on rencontre la plus grande difficulté, & il eft
encore fort douteux, fi nos formules, quoiqu’on augmente leurs
membres i U'infini, s’érendent i tous les cas polhibles: du moins feroir-
il fort 4 fouhaiter, qu'on trouvit moyen de les repréfenter fous une
forme finig & plus commode.

CON-
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