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®%33 (0 ) Sedeo 51
ELEMENTA
CALCVLI VARIATIONVM.

Au&tore
L. EVLERDO.

N /Jox poft inuenta calculi differentialis principia eius-

modi problemata tradtari funt coepta , quae pla-
ne fingularem huius calculi applicationem  requirebant.
Cum enim munus calculi differentialis in hoc potiffi-
mum confiflat, vt propofita functione quacunque quan-
titatis variabilis x eius incrementum inueftigetur , dum
quantitzs x fuo differentiali dx crefcere affumitur :
traoslatione ad Geometriam fatta in promtu erat inde
linearum curuarum tangentes et ipfas curuaturas defi-
nire , quarum rerum inuveftigatio immediate ex natura
differentialium derivatur.  Aliter vero comparata cft
ratio eiusmodi problematum , quibus innumerabiles li-
neae curuac fub quapiam geuerali aequatione contentae
proponuntur’, a quibus arcus longitudine aequales , fiue
qui a graui defcendente eodem tempore percurrantur ,
abfcindi oporteat , €x quo pofteriori genere problema
curuarum  fynchronarum eft natum. In his enim
quacftionibus non tam id eft fpettandum , quantum
incrementum cuiusque curuae  applicata accipiat, dum
abfcifia fuo differentiali augetur ; quam, quantum f(ue
tempus defcenfus per eundem varietur, fi ipfe arcus in

alia curua capiatur. Talia problemata per differentia-
: 2 tionem
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tionem parametrorum refolui dicuntur , quandoquident

 variabilitas parametri omnes illas innumerabiles curua
propofitas compleditur. Quo autem- clarius perfpiciatur
principium , ex auo hujusmodi problematum folutio eft:

petenda , propofita fit dequatio quaccunque inter ab~
fciffam x et applicatam y, .quae infuper quantitatemy
conftantem & paramctrum vocandam contineat ; quae
quamdiu eundem valorem retinet , gequatio  praebebit’
voam quandam Jineam curuam , verum fi ipfi # fuc-
cefliue ali atque alii valores tribuantur, aliae continno

lineae curuae orientur. Quodfi iam quaeftio circa arcus

harum cuoruarum verfetur , quoniam cuiusque curuae ar-

cus per [V (dx"—dy’) exprimitur , in qua integratio- -

ne parameter ¢ pro conftanti affumitur ; totumr nego-

‘tium huc redit, vt formulae integralis f V' (da” -+ dy”)

incrementum definiatur, quod accipit, dum in ea loco
quantititis ¢ eadem fuo incremento dz auéta fubflitua=
tur.  Gencratim igitur fi loco arcus alia quaecunque
expreflio integralis /f Zdx tradtetur, quae integratio ex
data inter x¥ et y aequatione fit conficienda , parame-
tro ¢ pro conftanti habita; quaeritur quantam variatio.
nem eadem expreflio fZdx iam integrata fit paffura,
fi in aequatione inter x et y data parameter & ele-
mento da augeatur.  Eodem referendum eft celebre

- illud traie®oriarum orthogonalium problema , in quo

etiam infinitac lineae curuae fub data aequatione inter
abfciffam x, applicatam y, et parametrum variabilem 4,
contentae proponuntur , atque eiusmodi linea curua
quaeritur , quae illas omnes ad angulos rectos traiiciat.
Ad quod problema foluendum applicata y vt funétio

- ipfarum

. e et st it
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iparum x et « fpe@ari folet ; ex-cuius diffcrentiatione
talis forma dy —pdx -+ qda emergere concipitur, tum
vero peruenitur ad hanc aequationem differentialem :
dx(t—pp)-+pgda—o, fiue ad hauc: dx+pdy—o,
ex qua cum illa coniunéka parametrum ¢ eliminari
oportet , vt eliciatur aequatio inter x et y, naturam
caruse quaefitae exprimens.  Quando quidem curuae
fecandae per aequationem algebraicam inter x et y
dantur ; res nullam habet difficultatem ; cum inde va.
lor ipfius y abfolute per x et & definiri ; indeque per
differentiationem  valores litterarum p et 4 afflignari
queant , vnde aequatio differentialis inter duas tantum
variabiles X et @ obtinetur ; verum fi aequatio pro
curuis fecandis ipfa jam fit differentialis , parametrum 4
vt quantitatent conftantemt inuoluens ; quae idcirco erit
huius formae dy—pdx, feu y=fpdx ante omnig
inueftigari oportet , cuius modi aequatio differentialis
proditura efet , fi praeter x etiam parameter @ vt va~
riabilis flatuatur , vt inde quaatitas ¢ innotefcat ; quae
imueltigatio faepe maxime fic difficilis , atque adeo vi-
res Amlyfeos fuperare videtur.  Etiamft autem ratio
huius inueftigationis ex folis calculi differentialis princi-
piis fit petenda ; tamen in ipfa trattatione ingens fta-
tim cernitar difcrimen ; propterea quod , cum differen-
tiatio ordmarigz nulli difficultati foleat eflc obnoxia, hic
tota difficultas in inuemtione differentialium ex variabi-
litate parametri oriundorum refideat , haecque ipla in-
ventio fingulares regulas requirat. Quam ob rem non
praeter neceflitatern partes Amalyfeos infinitorum mul.

tiplicati videbuntur, fi inueftigationem huiusmodi diffe-
G 3 rentia-
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gentialium , quae ex variabilitate parametri nafcuntur ,
ad peculiarem calculum referamus, quem diftinctionis
caufa Calculum wariationum appellare liceat. Cuius ne-
ceflitas adhuc clarius perfpicietur , fi perpendamus, eius
vim multo latius patere, quam ad folam parametro-
rum variabilitatem , qua etfi lineae curuae jn infinitum
multiplicantur , omnes tamen femper fub certo quo-
dam genere , quod fcilicet in data aequatione continea~
tur , comprehenduntur.  Noftrum autem calculum va-
riationum non folum ad huiusmodi genera curuarum
determinata extendi conueniet, fed ctiam ad omnes
omnino curuas , quae quidem concipi queant, veluti
fi inter omnes plane curuas ea fit definienda, quae
- data quapiam maximi imibimive proprietate gaudeat.
Atque huc referendum erit celebratiffimum jllud pro-
blema ifoperimetricum latiffimo fenfu acceptum , prout
id quidem jo libro fingulari pertractaui; quem qui
attente legerit, non dubitabit, quin huius generis in-
veftigationes calculi fpeciem pror(us fingularem poftu-
lent , a confuetis Analyfeos regulis non parum diuer-
fam. Haec enim problemata ad talem quaeftionem
reducuntur , vt eiusmodi aequatio inter binas variabiles
x et y determinetur , ex qua expreflio quaepiam inte-
gralis fZdx, quomodocunque Z per x et y compo-
natur , maximum fiue minimum valorem confequatur.
Ad hoc autem efficiendum necefle eft, vt propofita
huiusmodi formula f Zd v quacunque , quac quidem ex
aflumta quauis relatione inter x et y determinatum va.
lorem accipiat , in genere definiatur , quantam muta~
tionem ea formula fit fubitura , fi ipfa relatio inter x

‘ ct

A\
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¢t y infinite parunr quomodocunque varietur ; haecque
quacltio iam infinities latius patet, quam fuperior, vbi
faotum mutatio ex variatione parametri oriunda affigna.
ri debebat. Poteft etiamy loco fimtplicis formulae inte-
gralis fZdx expreflio quaccunque, vtcunque ex x, y,
hirurhque  differentialibus  atque formulis  iotegralibue
compofita ; confiderari , quo longius haec tra@atio ex.
tendatur ; tum vero calculus wyariationum' regulas fuppes
ditabit, rhutationem huiusmodi expreffionum definiendi ,
quae ob relationem vatiabiliom x et y, vtcanque infi-
nite parum mutatamy, ipfis inducitur.  Methodus qui-
dem in folutione problcmatum ifoperimetricorum  adhi-
beri folitx iamy eximia huius calculi fpecimina fuggerit ,

quae autem cum fint ex alieno' quali foate , Geometria
cilicet, hauffa, non ad conftitutionemd principiorum
iftius ca\cuh defiderati referri poffunt.  Deinde vero
etiam haec fpecimina ad fcopum nimis particularem
funt adfiri®, quam vt amplitudinem noftri calculi
compledi poffint.  Quanmi ob rem conflitui cius ele-
meats €x primis Analyfeos principiis repetere , eaque
its euoluere , vt non folum problematibus ﬁipra» coms
memoratis facile et concinne foluendis inferuire poffine ,
fed etiam nouunr quafi camipunt aperiant, fefe ad plu.
rima alia talium quaeffionom genera extendentem , in
quo Geometrae non fine infigni finium Analyfeos proe
‘motione vires fuas exercere queant.

Elemen-
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Elementa Calculi Variationum.

Hypothefis 1.

I,

De,mr juter variabiles binas x et y aequatio quae-
cunque , qua earum relatio mutua exprimatur ,
ita vt jnde quicunque valor determinatus ipfi x tribua-
tur, yvalor quoque determinatus pro y definiatur.

Coroll. 1.

2. Propofita ergo aequatione inter binas waria-
biles x et y, fingulis wvaloribus ipfius x, quicunque
concipi poffunt, determinati valores ipfius y refponde-
bunt. |

Coroll, 2.

3. Vi ergo iflius aequationis propofitae erit y
certa quaedam functio ipfius x, et quemadmodum
ipi x refpondet y , ita illius valori fequerti x’=x4dr,
refpondebit y’'—y -4y, cuius differentia a praeceden=
te y, differentiale nempe Ay, per yulgares differentiandi
segulas affignari poterit.

Coroll, 3.
dy

4. Cum y fit fon&io ipfius », etism 52 erit
funétio ipfius x, per relatidonem inter x et y datam affi-
guabilis 5 ac fi ponatur 2=p, fimili modo 52 erit

certa
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certa ﬁm&io ipfis x: ac fi porro ponamus $2=—gq,
:,'—f.:r , 7= = § etc. etiam hae quantitates ¢, 7, s etc.

erunt certae fun&iones ipius x itidem per relationem
inter x et y datam affignabiles.

Corol], 4;.

s. Si deinde V fit exprefflio quomodocunque
ex x et y conflata, ea quoque ope relationis inter x
et y datac ita erit comparata , Vvt pro omnibus valori-
bus ipfius x valores determinatos adipifcatur, Ac fi V/
defignet valorem fcquentem , feu ipfi x—-dx conue-
pientem; erit V/ =V 44V, fine dV=V’'-V, fecun-
dum pnma calculi differentialis principia.

Hypothefis 2.

6. Quaecunque proponatur relatio inter x et y,
quia inde fimul relatio differentialium 4 x et dy inno-
tefcic, ponam in fequentibus perpetuo :

Z=p; d=¢; H=r; H=s e
eruntque p, 4, 7, § etc. perinde ac y, fun&iones 1pﬁus
x, per illam relationem datam aflignabiles.

Coroll. 1.

. Quemadmodum littera p relationem differen~
tialium 4x et dy continet , ita ¢ complectetur rela-
tionem differentialium fecundi gradus ; 7 vero differen-
tialium tertii gradus , s quarti gradus etc.

Tom.X. Nou. Comm. =~ H Coroll.




58 ELEMENTA

Coroll. 2

8. Viciim igitur etiam, i qua in expreffione V
differentilia, five primi, fiue fecundi, fiue altioris ordinis,
infint, ea introducendis his qnantitatibus p, ¢, r, 5, €tc.
ex calculo tolli poterunt.

Axioma.

9. Si inter variabiles x et y alia -refatio a pro~
pofita infinite parum difcrepans conftituatur , valores
iplius y, fingulis valoribus ipfins x refpondentes, ab iis,
quos propofita relatio pracbet , infinite parum _difcre-

pabunt.
Coroll. 1.

10. Cum huiusmodi relatio variata infinitis mo-
dis a relatione propofita difcrepare poffit, ita vt di-
fcrepantia fit infinite parua , euenire poteft, vt vnus
pluresue valores ipfius  , qui certis valoribus ipfius x
refpondent , nullam inde mutationem patiantur.

Coroll. o

rx. Iffa variatio relationis ita generalis concxpt
poteft, vt iade omnes valores ipfius » mutationes quas~
cunque patiantur, quo nullo modo a fe inuicem pende-
ant. Q_uo igitur haec traQatio latiffime pateat, huius-
modi variationem relationis generaliffime conceptam
intelligi conueniet.

Hypothefis 3.

12. Si relatio inter x et y propofita parum
mutetur , valorem ipfius ¥ , qui inde ipG x refpondet,

pex

A S ———————————————
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per 90y defignemus, ita vt Oy variationem deno-
tet, quam y ob variatam relationem patitur.

| Coroll. 1. |

13. Simili modo cum y”/ fit valor ipfi x4-d &

¥i relationis propofitae refpondens , eius valorem , qui

cidem x-}-4dx vi rclationis wariatae conucnit, per

¥’ -9y’ exprimamus, ita vt & y/ variationem ipfius g’
denotet , quac €x variatione relationis oritur.

Coroll. 2
14. Cum igitur Git 3’ =y + dy, erit Sy’ =3 y 44y}
—&y--0dy, et ddy=—=dy’—dy. Denotabit aue
tem 0 dy variationem ipfius dy, ex variatione intes
x et y propofitac orram.

Coroll 3.

15. Quemadmodum autem y’ ftatum fequentem
ipfius y denotat, Raw f[ilicet fequente ad ¥ dx re-
fato ; ita d 9/ flatum fequentem iplus J y denotat, ex
quo § /-8 y exprimet differentiale ipfins 6y, quod
et ddy. Cum ergo fit ddy=239y —3dy, cri
8dy—=4ddy.

Coroll.

16. Hiac ergo confequimur iftam infignem pro-
prietatem ¢ quod variatio differentialis ipfius y aequalis
fit differentiali variationis ipfius y. Eft enim 04y va-
riatio ipfins dy , hoc eft differentialis ipfius y , et ddy
eft differentiale iplins .y , hoc eft variationis ipfius y.

H 2 Definitio.



60 ELEMENTA

Definitio 1.

17. Si V fit expreflio vicunque ex x et y con~
flata , propofita quadam relatione inter x et y, eius
variastio , quum per o V indicabo , eft incrementum ,
quod quantitis V capit, fi relatio inter x et y pro~
pofita infinite parum varietur.

Coroll, 1.

18. Probe ergo diftingui oportet differentiale 4V,
et variatio o V; differentiale enim denotat incres
mentum ipfius V, dum x fuo elemento dx augetur ,
manente relatione inter x et y propofita ; variatio au-
tem denotat incrementum ipfius V, dum ipfa relatio
variatur manente X.

Coroll. 2.

rg9. Cum per variationem relationis, inter x et y

* propofitae , quaatitas y incrementum capiat & ¥, ma-

nente x eadem ; quomodocunque quantitas V ex x et y

fuerit conflata, eius variatio reperietur, fi loco y vbique

fcribatur y 43y, et a valore hinc pro V oriundo
ipfe valor V fubtrahatur.

Coroll. 3.
=0. Scilicet fi in V vbique pro y feribatur
Y -+ &7, prodibit valor variats ipfius V, qui eft
V 44V, ipfa autem variatio reperitur , fi 2 valore
variato V4 dV valor primitiuus V fubtrahatur.

DCﬁﬂiﬁOo
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Definitio o |

21. Calculus variationum eft methodus inueniendi
variationes quantitatum vtcunque- ex binis. variabilibus
X et y conflatarum ;, quas patiuntur, fi relatio inter
x et y propofita infinite parum quomodocunque immu-

tetur.
Coroll. 1.

22. Propofita ergo relatione inter x et y , i V
denotet quantitatem quomodocunque ab x et y penden-
tem, hic calculus docet inuenire variationem ipfius V,
feu valorem ipfius o V.

Coroll. .

23. Quia relationem inter x et ¥ datam vtcun-
que immutari affumimus, vt y pro fingulis valoribus
ipius x variationes quascunque , quae etiam a fe inui-
cem non pendeant, accipiat , hic calculus latiffime pa-
tet , atque ad quasuis conditiones variationum datas ac-
commodari poterit.

Scholion 1.

24. Quo vfus huius calculi clarius perfpici queat,
exemplum afferamus.  Propofita ergo fit haec relatio
inter x et y:

aayy-bbxx—aabb
quac {cribendo 6+ 44 loco b infinite parum immute-
tur. lam fi proponatur quantitas quaepiam ab x et y
pendens , veludi f YL4Z+92)  huigs variatio ex illa

immutatione relationis oriunda ope iftius calculi exhi-
H 3 o beri




62 ELEMENTA

beri poterit; cm enim fit y=2V (gaa-2%) erit
dy=2LV(aa-xx) quae eft variatio ipfius y. Quem-
admodum autem ex cogpita variatione ipfius ¢ quanti-
tatum vtcunque ab y et x pendentium, ideoque etiam
huius: [ 45 +47) variationes inde natse determinari
debeant , in hoc calculo eft oftendendum ; wnde patet,
omnia , quae de wariabilitate parametrorum pafim
funt tradita , hic contineri. Deinde vero etiam quae-
ftiones inuerti poffunt , veluti i propofita huivsmodi
formula JYH255592) e relatio inter x et y quaera
tur , vnde vanano iftivs formulae datae prodeat ma-
gmtudmxs vel etiam nulla, quo poﬁcnon cafu relatio
inuenta formulae propofitae maximum minimumue
valorem comparabit ; atque huc referenda erunt omnia
problemata , quae citca curuas maximj minimine pro-
prictate gaudentes adhuc funt tradtata,

Scholion 2

25. Praccepta huius calenli ad diverfitatem ra.
tionis, qua formula quaepiam propofita V a binis wvae
riabilibus x ety pendet; funt accommodanda, quae
diver(itas cum fit infinita , eam ad aliquot genera prae-
cipua reuocari conueniet. . Primum ergo genus eom-

pleGatur eas formulas, quae ex ipfis quantitatibus xety

. L4 d
carumque derinatis p— 52 ; g=92; r—="%9etc. vtcun-

que funt compofitae, ita tamen, vt nullas formulas integra-
les inuoluant. Ad fecundum genus refero eas formulas, quae

- integralia huiusmodi fZ 4x contineant, ita tamen, vt
ipfs
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jpfa formula Z ad primum genus pértineat.  Tertium
genus comprehendet ciusmodi formulas , o quibus non
folum integralia fZ d x infunt, fed vbi quantitas Z
ipfa infuper integralia inuoluit. Tandem fequetur quar-
tom geaus, in quo formula varianda V non abfolute,
fed dernum per aequationem differentialemn, vel primi,
vel adeo altioris gradus , definitur , quod genus vtique

latiime patet , ac praecedentia omnia in fe complecti-

tur. Quod autem ad aequationem , qua relatio inter
x et y exprimitur , attinet, etfi eam vt datam fpeco,
tamen non definio , ne praecepta tradenda vllo modo

limitentur. .
Theorema 1.

26. Variatio differentialis cuiusuis qudntitatis \'4
aequalis eft differentiali variationis eiusdem , feu eft
§dV =dd V. o

Demonftratio.

Cuth fit 4V—=V’-V denotante V/ valorem fe-

quentem ipfis V , qui ipfi x+dx conuenit, vti V
ipi x refpondet , erit §4V=0V/-dV ; verum déVv
exprimit differentiam inter 8V eiusque valorem fequen-
tem , qui et SV/, ita vt fit SV=0V’/-4V, Vndo
perfpicoum eft, effe ddV=dd V.

‘ Coroll. 1
24. Eodem modo, fi loco V fcribamus 4V, pa-
tet efe §4dV =d5dV ; fed §dV=d3V, vnde fit
d3dV—=dd3V , ficque aequales inter fo erunt hac tres

formae :

0ddV=dddV =ddd V.
Caroll,



N

64 ELEMENTA

Coroll. 2.
28. Porro vero fi et hic pro V kribamus 4V,
obtinebimus aequalitatem inter has quatuor formas:

0dddV =40ddV =dd3dV=ddddV
tum vero inter has quinque :

3dVN=ddd’'V=ad’dd’'V=4'0dV=4'3V.
Coroll. 3.

- 29. Si habeatur differentiale cuiuscunque ordinis
tpfius V, nempe 4V, cuius variatio fit inueftiganda ,
erit ; ,

A‘d’"V:d”'b‘d"”"V:d"Jv
aequatur fcilicet differentiali ordinis # ipfius variationis ¢ V.
Hinc ergo reducitur variatio differentialium ad differen-
tiationem variationis.

Problema 1.

30. Determinare variationes quantitatum p, ¢,
y , § etc. rationem differentialium iplarum x et y infe
continentium.

Solutio.

Quia variatio non ad x pertinere cenfetur , erit
~dx=o, et variatio ipfius y, nempe J y, tanquam co-

gnijta fpe&atur. Hmc cum fit p_:x’ erit 5p=247-82

TN T
d d

Deinde ob g—=32 erit & q::—d—,f:: 2P, fumto autem

dddy.

elemento dx conflante, eft 49 p.. “ » hincque o q_ df.y )

asd .

et dd q: Taz2. Porro autem cum fit ":‘—’E?c, ent

dsq L
or==1% “ —;;‘- , ideoque or— d“:’ , vnde variationes

quanti-

T
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quantitatim ex x et y deruatatum p, ¢, r, s, etc.

ita fe habebunt: - o ‘
3 ' o

Sp=52; 3q=232 . 5,=%22. Fs=%3; et

dx 9 — dx% ) r-—-‘dx‘ ’

§i quidem elementum Jx pro conftante affumatur.

Coroll.” 1.

81.” Haec differentialia - primi altiorumque gra-
duum variationis 9y determinantur per variationes va-
lorum ipfius y , qui conueniunt fequentibus valoribus
ipfius x, feilicet x—4-dx; x—-2dx; x4 3dx; etc.
Si enim fequentes valores ipfius y ita exhibeantur: y/ y
753" 59" etc. eorumque variationes ita: 8y’ ;
a9y 5 8y 8y ex patura differentialium nouimus
efle :

ddy =38y -3y, dddy=23y"-28y'+3dy;

d'8y=238y" -38y'+ 38y -3y etc.

Coroll. 2.

.32. Si ergo folus valor y variationem pateretur,
fequentes vero 37, y/, y/” nulli effent obnoxise, vt
eflet 3y'—o, 8y =0, dy/”—o0 etc. foret

d0y=—=-0y;ddd y=~-3y; d'dy=-3y, d'Sy=-+3y etc.
ideoque : |
dp=-32; Jq:—}—%’;; Sr=-32%; ds=+3% et.

Problema o, |

33. Si V fuerit quantitas quomodocunque ex
variabilibus x et y earumque differentialibus cuiuscunque
Tom. X, Nou. Comm. 1 ordinis



66 ELEMENTA4

ordinis conflata , feu G fuerit fun&io quaecunque quan<
titawm x, 5y, p, 4, 7, § etc. determinare cjus va-

riationem 4'V..
Solutio.
Differentietur more confueto haec fun&io V¥, pro-

deatque _

=Mdx + Ndy+Pdp+Qdg+Rdr-+Sds+ etc,
quod differentiale nil alind eft, nifi incrementum quod’
funQio V capit, fi loco quantitathm x, 7, p, 4,
r, s etc. fubftituantur iftte x~+-dx; y—+dy; p+dp;
g-+dq; r—+dr etc. Simili ergo modo fi pro x,y,
9,4, r,s e fubftitcuantur

x-+0; y+-37; p-+0p, g-+-0¢, r-1-9r, s4-3s ete.
incrementum, quod inde fun&io- V capit, erit eius va-
riatio ¢ .

SV=N&y+4PSp+ Q5 g+RSr+ S35+ etc.
Quare, fi pro dp, &q, dr etc. valores fupra inuenti

fcribantur , prodibit variatio quaefita :
RAIEy ., Sd*Sy

SV=N&y 52 S M S0 e,

Theorema 2.

34 Propofita formula integrali quacunque /Zdx
eius variatio aequalis eft integrali variationis differentia-
lis Zdx, feu erit 0/ Zdx—fJZdx.

Demonfitratio.
Cum fZdx exprimat fimmam omnium Zdx,

¢ivs variatio & fZdx comprehendet fummam omaium
varia-
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variationum ipfius Zdx , fen erit 8 fZdx—= /3 Zdx.
Quod etiam hoc modo diftintius oftendi poteft : fit
JZdx=V, ita vt definiri oporteat o V; cum igitur
fit iV=2Zdx, erit §dV—=0Zdx=dJV; vnde fum-
gis integralibus fiet SV =/3Zdx. '

Problema 3.

35. Propofita formula integrali /Zdx, in qun
Z quantitas quomodocunque ex ipfis x et y, earumque
differentialibos cuiuscunque ordinis conflata , inueftigare
cius variationem & fZdx.

Solutio.

Cum ergo Z fit fun&io iplarum x,7,p,4,7, 5 €.
€ins differentiale more confuero fumtum huiusmodi
formam habebit *

dZ—=Mdx+Ndy+4Pdp+Qdg+Rdr+Sds erwc.
wnde eiusdem quantitatis Z variatio erit : |
0Z=Noy-+14r 24ahy | ALY 4 3 E L ere.
Cum wunc fit § [Zdx—=fdZdx , erit:
5 JZdx=yN38ydx+{Pddy+ Y24 " 4 etc.
ne iam in wleriori redu@ione -expreflio dy turbet,

ponamus tantisper ¢ y = w, et redufiones ita fe ha-
bebunt + '

JPdw =Pu—fudP
Qddw ___ Qduw —‘f?]g_dw—o—"du “_’.d_Q'_‘_J!id_Q-

J dx — d=x — dx T dx dx
Rd’w __ Rddw dRdw wddR w d¥* R
dx? — da3 T dax3 dx2 —J da?
etc., '

Ie ~ Colli-~ .
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Colligantur omnes ifti valores, et pro & reftituatur 3y,
ficque obtinebitur : '

8/Zdx=fdydx(N-3% 4 443 & ?—,‘.ﬂs—ctc.)‘ -

' ' dQ. d ds .
+ 3y (P— g3+ 75 — v+ etc.)
dd d dds \
+ 737 (Q—7% - 7= —etc.)
+ TR R — 15 - etc.)

4 5228 —etc)
in qua expreflione differentiale dx famtum eft conftans.

Coroll. 1.

36. Conftat ergo variatio formulze integralis
/Zg‘x; ex parte integrali fd ydx (N -£+j—§§-_ ot
- gz — etc.) et partibus abfolutis, quac praeter ipfam
variationem dy etiam eius differentialia 49y , dddy ,
d'dy etc. complectuntur.

CordH. 2.

37. Partem autem integralem per reduiones
adhibitas ita ioftruximus, vt tantum ipfam variatio.
nem Jy complecteretur , ab eiusque differentialibus
immunis exhiberetur , quae forma in applicatione cal-
culi variationum maximam praeftat vtilitatem.

Problema 4.

38. Si in formula integrali / Zd x, quantitas Z non
folum litteras x et y cum relationibus differentialiom p,

g, 7, 5 etc. fed etiam formulam integralem = fJdx
o L vicun~
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vecunque comple@tatur , in qua autem Gt 3 funio
Iprum x, y, p, 4, r, 5 etc. definite variationem for-
. mulie illivs integralis fZdx.

Solutio.

Cum quantitas Z praeter quantitates x, y, p, 4,
7, s etc. etiam formulam integralem M=/Jdx .in-
Voluat, fpectari poterit tanquamr functio quantitatum
N, x, 9 p, 4, ¥y s etc. ¥nde fi more folito diﬁ'eren-
tietur , prodibit talis forma ¢

dZ=LdIT1+Mdx+Ndy +Pdp+QJq+Rdr+SJJ etc.
vade colligitur variatio ipfius Z :
Z—=LSN+NJSy+P3p+Q3g+R3r+Sds + etc.
Cum deinde fit 3 funio ipfarum &y 3, p, ¢.7, 5 etc.
ponatur :
dg—= iﬂ!dx+9?dj+9pdp+adq+§)tdr+6d:+en:.

atque ex praecedente problcmate erit 311, fen

JELE :/o“ydx(sn—d 5~ Tt 1w o)
ddR _ 3@

—-&-3.}'@— d:c -+ ::’6 dxs —+ €tc.)
. '-i-dff(a— A~ gz — cic.)

dddy

+ T d:’ (m'_dx -+-€tC)
—+ Ga? (@-‘CW)
Vel fumatur potius prior forma :
$ [Rdx= RS ydx 4/ Py 2H" + S B L2
' -l—fj'!;f-z —+- etc.

I3 eritque
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eritque ob 0 IT—=4J fRdx :
$Z= 2/9?57dx+2f93d51+2/°d“’+2/ o=
-+ 2./ dx' —+-etc-
4 N3y + 2527 4 M52 - MY - 5
Cum igitur fit § fZdx—/3 Zdx, habebimus :
8fZdx=fRdxJRS ydx +j£dxfspday+fgdx/9%52
+ JRdx f252 + etc.
N3 ydx-fPdS y 4 f 2522 +j“;’,§’ +etc,
Ponatur [fdx=W, feu de:dW et ob
SAx NI ydx=W SRS ydx— [ RWJ ydx
JRdr[Pdsy =WIPdoy—[PpWdsy
JRaxf B = W R R BN
obtinebimus :
3dex=Wj9}6‘_ydx+Wfq)d3_y+an‘”—a’
+ WAL et
~+ [(N=RW)d ydx~+-[(P— W) ch
+/Q-QW) 7J+I(R ~RW) T2 dx' + etc,
Hae formulac eodem modo vt fupra reductae dabunt:

0 fZdx= Wj&jdx(m 4 - ? 5 2L 2 etc,)
—+ W3y~ 72 4+ $2% _ e, )
-+ -w—f‘:%i (Q~ 5% —+ etc.)
- T552 (9t — etc. )
~+fSydx(N-RW)- 220y ddo-om)_ d'm"mw’—fetc)
3 (P ~pW)— diQ owa ad(nd—x’stwy — etc.)
‘;z;z (R-QW) - ““.;::”—‘-1”-’ + etc.)
w5’ ((R= R W)= etc. -) “ Coroll.
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Coroll, 1.

39. Quia reduétiones adhibitae quouis cafu facile
expediri poffnt , iis practermiffis variatio quaefita hoc
modo fuccin@ins exhibitur , pofito W—/fLdx:
Jjde:Wfdx(mé"}'—l—”::yﬂ—D:i?—f-%%’—i— etc.)

+ Jdx(N-RW)Sy+P-PW)E+Q-2 W) 7
~ 4 R—-RW)GF +etc)

Coroll. s.
46. Ac fi quantitas Z inuoluat infiper afiam
formulam integralem H/=/%dx, vt fit:
47 =L dTi— LdTl'-Mdzx+Ndy+Pdp+Qdq+etc.
tum vero: .
dy =’ dx - dy A-gydp+ Q/dq - Rdr +etc.
Si pomatur fLdx=W, fL'dx=W/, iafuperque ad
abbreuniandum :
. N-RW-5W’=(N); P-pW -y W/=(F)

Q—QW-Q’W’:(Q);R—s’tW-m’W’::(R-)etc.
erit variatio quaefita : |
5[ Zdx=W [P+ Pod A QY 4 R +-etc)

+W'fdx(sz'6y+s}»"?f+a"5‘£?+m’§—f.’~+ezc.)
Sy

+Jdx((N)Sy+ PV o2+ (Q)7e + (R)TF +ete)

Problema 5.

41. Si in formula JZdx quantitas Z practer

litteras %, 9, 9, 4, 7 ©€C. inuoluat formulam Mtcga-
m
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lem M—/3dx, in qua quantitss 3 praeter litterss
X, 7, by ¢, r etc. infuper compledtatur formulam in-

tegralem w—f3§dx, vbij autem fit fun&io folarum.

literarum x, y, p, 4, r €tC. inuenire wariationem for-
mulae fZdx.

Solutio.

Cum Z fit fun&io quaatitatum x, y, p, ¢, r <€tc.
et TT1=/3dx, eius differentiale more confileto fumtum
erit huius formae :
dZ=_LdY1 4+ Mdx+Ndy+Pdp+Qdq+Rdr+- etc.
ideoqne eius variatio
8Z=L3MN4N3&y+Pi2+ QL RELY 1 etc.
vode variatio quaefita erit & f Zdx=f0Zdx—=—
SLdx SN+ dx(NSy+ P2+ QU324 RYL tetc.)
At com fit 3 functio quantitatum x, y, p, ¢, r etc.
et w=/}dx , erit differentiando :
d3=Ldn—-Mdx + Ndy+Pdp+ qu+ RNdr- etc.
hincque variatio eius
33=L3 m+NIy+ P TEAQ L ARG + etc,

quare cum fit I1—=/3dx,erit s [1= 3[3dx._j53dx,
ac propterea :

SN=/%dxdm —:—fdx(swy—n—qs“’ +Q7—1’
-+ R dxfy"l"etc-)

vnde reperitur :

deu?I'I-—deijdxé‘w—l¢dea.fdx(9‘5y+€p”’
QY et )
Supereft

RS

|24

=
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Superet ergo vt definiamus 3 =, eft autem n=/[3dx,

€ quia } eft- fun&tio litterannm x, y, p, ¢, r etc.
fantum , fiat differeatiando: | .
di=Mdx—+Ndy-+pdp—+qdq—+ydr--etc.
€X quo -concluditur eius wvariatio : - |
=N+ p T2+ Q2R v et
tum vero, ob 3 1 =4 [§dx=[3 jdx, erit:

3 m=Jdx(N3y 4+ P47 -+ 1T 4-ec)
Quamobrem habebimus fLdx/fdxd w =
JLdxfRdxfix(n3y+p s + 955"+ 1 7= -etc.)
Vt jam hanc formulam- a fignis integralibus multiplica.
tis liberemus, ponamus JLdxr =W , eritque :

JLdxd3N=W3n-[Wdsn,

verum 45 YI=3 Jdx, vode [Ldxd [I=W3 1l -fW33dx
ideoque : .
JLdxon1=W fdxd n+W [dx(Ro j+§)3%7+ﬂg%\+ etc. )

—JeWdrdm [Wdx(R4 _y'-\-sp‘;%-y- QY% + etc.)
fic [Rdx=W, erit JLIxIT=Won—/ W3
hincque : | . |
J@AdxIn =33 fdx(dy+ p"-f;’+q‘2—",§?+ r‘?—i?+etc. )

—/Wdx(no y+p%+ q"’j’f,’+r"§# +etc.)

Porro ponatur /@Wdx—/WaIaW=W , vt fic:
JRWardn=Bdx M8 y+ P77+ s’ 00 +erc)
dddy dsdy

JBdx (N0 g+ PLZ+ 45+ 157+ etc)
Tom X.Nou. Comm. K Ex

IT.




Ex his omnibus colligetar variatio quefia & fZdx—
(WB-8)/dx( 13+ p°7E + ¢ 527 ety

- W/ Rdx( ndy+ v“f,’—i— q*%%‘y—i—etc )4 ol

ddﬁy

+ /B dr(nd 4+ p ax—i-q T A-etc.) “

—i-Wfdx(EMJH-‘D 240 = Y +etc. )
ddy dd&y

— W dx(azay—}-Sp“—r—Q 7 —-etc. )
+_,[dx(N6‘y+P +Qai:‘-y+ctc.);

Coroll. 1. . 1
42. Si quaeratur variatio formulae fZdx a va-
Pre x—=o0 vsque ad valorem determinatum x—a,,
finantar  integralia W —=fLdx, W=/8dx et
V= WdaB, ita vt emanefcant pofito r—o, tum" 1
vero fa®o x—a fiat W=A, W= e« W=,
guns valores in formula inuenta loco literarum W,

M et BV, vbi éxtra fignum integrale occusrunt, pos
nere licebit.

Coroll. 2.

43. Pomatur ergo ad abbreviandum
N4-(A-W)R 4+ (AN -D- AW+ BVIn=(N)
P4+ (A~W)IP+(AA-B- AW+ B p=(Py
Q+(A- W)Q+(A9£ %-AQB-I—% q'._(Q)
R4 (A-W)R+ (AY-D A?B}-i—%) t=(R}

ctc.,

et variatio quaefita formula [Zdx vsque ad valorem
determinatum x—a erit :

Jax((N)3y +(B)&F +(QF - (R) 2y et}
C_arolL
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Coroll. 3.
44. Quodfi iam hic reduiones fuperiores adhi.
beantur, reperictur eadem variatio ita expreffa :
$fZdx=[dxdy((N)-T0+ L3 -FF +erc.)
L (PR T e )
+ Q-+ etc. )
2 ((R)~etc. ) |

Coroll. 4.

45. Cum fic' B =/ WP, eric AW-NV
=J{A-W,®dr; quare fi ponatur integrale / A-W @dr=X,
ita famtum, vt euanefcat, pofito ¥—o , tum vero fado
x—a, fiat X=B, ita vt fit:

JRdx=W, et pofito x —q, fiat W=A,
f(A-W )Rdx=X, ct pofito x —gq, fist X =B
fuperiores valores Coroll. 2. exhibiti ita fe habebunt :

N+4{A-W)R+(B-X)n=(N)

P4+ (A-W)P—+ (B-X)p=(P)
Q-+ (A-W)HQ -+ (B-X)q=(Q)

R+ (A-W)R -+ (B-X)r=(R)

etc.

Problema A.

46. Si in formula integrali ® —fZdx, qumn.
titas Z practer litteras x, #, p, ¢, * €IC. etiam ipfam
formulam integralem @ inuoluat, determinare cius vas
ristionem 0®=7/Zdx. : -

‘ Ke Solutio,
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Solutio.

Cum Z Gt fim&io quantitatum x, ¥, 9,4, ¥ €tcC.
infuperque ipfam formulam integratem @ —jZda in-
voluat , differentietur more folito ac prodeat '

dZ—=LAD+Mdx-+Ndy—+-Pdp+-Qdg-+-Rdr-+ etc.
Hinc igitur erit variatio ipfius Z feilicet =
dZ—L3®+N3y+PEX + Q437 RED? - etc.

dx¥

ideoque ob @ =0 Zdx—/3 Zdx
30 =[LAxs O—i-f(NGy P - QL2 +-REZ +etc.]

dx‘

Pomamus & @—=2, cum fit id ipfum quod quaeritur, et

. breuitatis graria fdx(Ndx+ Pd 574 Q4 ddx{’ - etc.)=u;,

vt habeatur s = fLzdx+u, et: dufcrcnmndo :

dz=L zdx--du, eritque integrando:
g/t fe—Itdzgy

ftatuatur breuitatis gratia fLdr—=W., et Habebiur v~
riatio quaefita =

8[Zdx=c"feVdx(Ny+PE 4+ Q% 4 erc. )
fi defiderctur variatio vsque: ad. datum terminum x—a,,
fiatque tume W —=A ; ponatur ad: abbrevizndum: -

@ —VN=(N); e*="P=(P); e*~"Q=(Q) et
eritque. reductionibus vt fupra fi®is. vaciatio s

8fZdx=fdx3y((N)- ‘2’ + -V et )
—+-dy((P)- dg’—}—df‘f}-etc)}

""((Q)~~"+etc »
+ %2 2((R)-etc.)

Corol-
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Corollarium.

47. Si ergo qumtitas varianda @ definiatur per
hanc aequationemr differentialenr dO*—=Zdx, inqua Z
Inuoluat vtcunque ipfant quantitatem @ et infaper lit-
teras x, 7, p, > T etc.. ¢ius: variatio § @ per hoc prow
blema affignari: poterit. |

)

Problema +.

48, Si in formula integrali ©=jZdx quantit;s
yA praetér litteras x, ¥, , ¢, r etc. non folum ipm
quantitatem @', fed infper adhuc aliam: formulam: in-
tegralem IT— / 3 d x quomodocunque implicet , in
qua auter quantitas 3 tantum: per litteras x', v, p,

g,r etc. detur ;. imueftigare vaviationem: huius formulag
SO=J0[Zdx—=[dZdx.

Solutio.
Cumr Z fit fin&io quantitatunr x, I D 4,1 etc.

infuperque: formularum @'= fZdx; et n =J3dx, prae-
beat ea differentiando =

¢Z =K d© + Ld TT-4-Mdx+-Ndj—+Pdp-4-Qdg—+- etc.

wnde: eius variatio® erit = o
$Z=KSO4-LEM-N&y-4-P2 4 Qo2 4 etc.
Porro autem cum J-fit fun&io livterarum' x, ¥, P, 4,
f etc. tantum ponatur : -

d3=Mdx+Ndy + Pdp+ Ddg-+Rdr + etc.
eritqie ob 0 IT=/3 Jdx

En-fdx(é)?&y-} B+ Q42 4+ R 4 ete.)
K3 Ponatur-
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Ponatur vt ante @ =z et LATI -+ N3y 4+ P42
-j—Qd:f, 4 etc..=u ; ob §O=/0Zdx=2z erit
3Z=22 ideoque T2=Kz—+u; wnde oritur
- z—el K4 /e"f"""udx—é‘tb
fit fKdx="V , eritque
Ry dy—eVRdx[dx (NI y+ 6]}“’ "—ff.’+etc. )
+eVdx(NSy+PL2 4+ Q482 4 erc.)
Qatuatar porro fe—VYLdx—=W, eritque mtcgrando va-
giatio quaefita 3
SO="W/fdx(NSy+PLL2+ L7 ¢ ete. )
— [ Wdx (N + P2 + QLY et )
eV fe-Vdr(Ny+ P12 +Q L% 4+ et.)
Si variatio vsque ad datum termmum x=—a defidere~
o, ac pofito x=q,fiat V—A e¢t W=B, tum fta-
tuatue breuitatis gratia :
A~ YN~-eA(B-W)R=(N)
A=y P+f‘(B-W)5,D:(P)
&~ 7Q+eA(B-W)Q=(Q)
e —VYR—+e*(B- W)E)I_(R)
etc.

qo fadto erit variatio formulae ® =fZdx vsque ad
terminum *—a& exten(a :

3O =fdxdy((N)-4D 4 d4Q)_ T - etc,
+5J((P) TR e,
a5 (Q=TF2 4~ etc. )

ddy

dag: ((R) C‘IC.)

Corole
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Corollarium,

49. Sic ergo variatio definitur quanntans ® per
sequationem differentislem d® —=Zdx datae, inqua Z
non folam practer litteras x, », p, ¢, r ete. ipfam @,
fed infuper formulam integralem fQdx—T} vtcunque
imoluit , dummodo 3 per folas litteras x, 7, P, 4, r etc.

determinetus. :
Problema 8.

so. Si it formula integrali O =fZdx quanti-
tas Z practer litteras x, y, p, 4 # etc. formulam in-
tegralem F1:=f3dx involuat , hic autem quantitas 3
praeter litteras x, 7, py 5 r ete. ipfim formulam o~

tegralem M —/ gdx contineat , definite variationems
formulae propofiue ® =/ Zdx.
| Solutio

Cam Z fit fun&io quantinum 2,9, p, ¢, 7 etc.
et ipfius IF=/Fdx , eius diffcrentiale erit huiusmods

JZ=LdM+Mdv Ndy-+Pdp+ Qég+Rar+ exc.
hinc cits variatio erit
82—-L8H+N81+P”’+Qdf,§’+R%5¥+etc.
ex quo ob d ®—/3Zdx habebitur:
SO =fLdxSTT+[dx(Nay+PiE2 4+ QL824 etc. y

At quia 3 eft finctio ipfiram x, %, p, ¢, 7 cic. ex
“'f de fit eivs differentiake :

43" gdﬂi—i— Mdx+ Ndy +5]Sdp +ﬂdq+ etc..
eritque

Ig=4-gan 4 92&;—&2(&”’—1—9.;5’ - etc.
Ponatus
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Ponatur [@dxr—S83, eritque :
S =eBfr— Bix( RNy + PL2 + 02 4~ etc.)
Fiat [¢BLdx =W et obtiaebitur: -
SO=W/[e=Bdx(N3y +*ﬂ3%6§+gd—d‘%’+etc.)
= feBWan( Ny + P2+ QY2 -etc.)
+fdf(Nd]+P%'+ ( %%-y—i—ctc.) ‘

Si hanc wariationem ad terminum ¥ —4 vsque extendi
* oporteat , ac pofito ¥=¢ fiat W=A, vocctur bre-
vitatis. gratia

Nea-e—BA-W)RN=(N)

Pt-e—B(A-W)P —=(P)

Q4+~ F(A-W)Q=(Q) -

€tc. :

eritque. reductiones fipra expafitas introducendo wariatio

formulae integralis D —=fZ4x ad terminum x -2 ex-
tenfa '

- &fZdx=fdxdy( (»N)-’dd(:) U D o ete. )
+37((P)~TH+ L0 _ etc. )
Q)R et )
55 ((R) - etc. ) |
Scholion.

§t. Vfus huius problematis cernitur in = defcen(y
corporum fuper lineis curuis in medio quocunque refi-
ftente , dum' corpora a viribus quibuscunque follicitan.
tur , fi variationem temporis defcenfus definire velimus,
dum curuia quomodocunque variatur.  Denotet hoc

| - cafu
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cfu Q@ fempus defcenfus per arcum, qui abfiffae a re-
fpondeat, fitque applicata =y, et I altitudo celeritati

: , : dxy(s
acquifitae debita; ac tempus defcenfus erit O =/ x"(,,',',ﬂ”,

pofito dy—pdx, vt dxV(1—pp) elementum arcus
.defignet. Verum ex follicitationibus erit :

dN=Xdx+Ydy-VV(dx'+dy’)

vbi X et Y fignificant fun@iones ipfarum x et y, et V
funionem ipfius I1, cui refiftentia et proportionalis.
Erit ergo ob dy—pdx

N=f(X+Yp-VV(1+pp))dx

ideoque 3=X-+Yp-VV(14pp), exiftente
Z::"—(L,’f;m°

Corollarium.

52. Si ad fimilitudinem valorum (N), (P), (Q)
ponatur :

MA-—BA-WIM=(M)

erit (M)dx—-(N)dy +(P)dp+(Q)dg+(R)dr+ et
differentiale veram huius formulae :
, Z+-eB(A-W)G.

Conclufio.

53. Quecunque ergo formula integralis ®=/Zdr
proponatur , _cuius variationem inueftigari oporteat , eius

Tom.X. Nou. Comm. L variatio,
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variatio, vsque ad terminum x=e¢ exten(a, femper ex~
primetur hoc modo : ’ o
M:/dxc?_y((N)-“éZ’+‘Z;?’-";:i’+“;§:)_ etc. )
Sy (PSR -GS etc. )

+P2((Q) - + T et

+ S22 (R)-G5 - etc.)

+432((S)-etc.)
fimto elemento dx conftante. Quemadmodum autem
litterae (N), (P), (Q), (R), (S) etc. fe habeant, id
quouis cafu patebit. - o

Cafus I
' s4. Si dZ=Mdx4+Ndy+Pdp+Qdg+Rdr+Sds etc.
erit ' ' .
(N)=N; (P)=P; (Q)=Q; (R)=R; {S) =Setc.

Cafus IL |
55. Si dZ<LdT14+Mdx+Ndy+Pdp+Qdg+Rdr+-etc.
exiftente IT=/3dx, et

i3 =Mdx+Ndy+Pdp -+ dg+Rdr—4- etc.

fit [Ldx=W , ac pofito x—@, fiat W=A, quo
fato erit: :

(N)=N+(A-W)R; (P)=P+(A-W)P

(Q=Q +(A-W)Q; (R)=R+(A-W)X
(S)=S +(A-W)S; etc.

Cafus
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Cafus IIL
56. Si fuerit
dZ=LdN+-L’dTV+4-Mdx+4-Ndy-+-Pdp-+ Qdyg
~+ Rdr 4+ etc.

exiftente I1—/3dx et IV —=/3’dx, tum vero :

d3 =M dx+Ndy+P dp+ D dq+ R dr+ etc.
| A3 =M dx4+N'dy+-PWdp+-O’dg+R'dr+ etc.
\ ponatur fLdx =W, et JL'dx=W, ac fato x=q,
fiat

W=A et W =A’
quo fa&o erir:
(N)=N+4(A-W )N+ (A/-W/ )R’
" (P)=P-(A-W)HP (A=W QY
Q=Q+(A-W)Q 4 (A’-W")
(R)I=R+(A-W) )R+ (A'-W') R
etc.

Cafus 1IV.

57. Si Z contineat formulam integralem I=/Qdx,
vt fit:

dZ=LdNN+Mdx-~Ndy—+Pdp + Qdg+4 Rdr+etc,
quantitas 3 vero formulam integralem 7=/ §dx, vt fit:
d3=Ldw+ Mdx+Ndy+ Pdp+ Qdq+Rdr+ etc.
at § oullum porro integrale inuoluat , ita vt fic :
dy=—mdx +Ndy+-pdp—+ qdq—+ vdr— etc.

! Ponatur '/ Ldx=W , et pofito x==a, fiat W=A",
. L2 - tum
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tum vero ponatur [(A—W)Rdx=83, cafuque x=e
fiat W=, quo fao erit :
(N)=N+(A-W)R +(A-W)n
(P)= P+ (A-W)P 4+ (A-W)p
(Q=Q+(A-W)Q+(Y-W)q
(R)=R +(A-W)R-+(Y-W)r
ctc.
Cafus V.

58. Si Z contineat iplam formulam @ —=/Z4dx,
vt fit: _
dZ—=Kd® +Mdx+Ndy+Pdp+Qdgq+Rdr+ ete.
ponatur [Kdx—V, et fa®o x=a, Gt V=C, erit:
(N)=e~YN; (P)=¢“"P; (Q)=¢*VQ; (R)=eS~'Retc.

Cafus VI

59. Si Z praeter formulam @=/Zdx contineat
aliam formulam integralem II—/34x, fitque :
dZ:Kd(l>+Liil'1+de+Ndy+PJp+qu

, —-Rdr—+- etc.
tum vero 3 nullam formulanr integralemr inuoluat ;
d3=Mdx+ RNdy+ Pdp+ D dg-+Rdr+ etc.
fit JKdx=V, et pofito x—gq, fiat V—=C. Deinde
it {£Ldx=W, et pofito x—aq, fiaxt W=A,
eritque :

(NY=e“~YN4-(A-W)HQR

(PY=e“—VP 4 (A-W)J8

(Q=e“VQ +(A-W)Q

(R)=e—VR+(A-W)R

etc. - Cafus
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Cafus VIIL

60. Si Z contineat formulam TI—=/Fdx, vt fit:
dZ=LdT1 4+~ Mdx+Ndy+Pdp+Qdq+Rdr+etc.
wm vere 3 denuo eandem formuhm I1=f3dx in-
voluat, vt fit: ‘
d3=Ldn1+ Ndx+ Ndy+Pdp+-dg+Rdr 3 exc.
Ponatur [€dx—, et pofito x=a, fat W=9 ;
deinde ponatur e~ +BLdx=W, et pofito x—a, fiat
W =A, eritque
' (N)=N + % B (A-W )¢

(P)=P 4B (A-W))

(Q=Q-+"% (A-W)Q)

(R)=R -+ %8B (A-W)R
ctc.

6x. Simii modo hanc inueffigationem ad alias
formulas complicatas extendere licet , verum cum tales
vix vnquam occurrere foleant, labor fuperfluus foret.
Cumr igitur formularum integralium tam fimpliciorum,
quany magis compofiraruny, variationes definire docuerim,
calculus: variatiooum fere penitus abfolutus: videtur ; quo~
modocunque enim quantitas varianda fuerit, tam ex for-
mulis abfolutis, quamy integralibus, conflata, ope differen-
tiadonis ordimariae eius variatio reperiri poterit. Veluti
fi quantitas varianda U contineat formulas integrales
quascmque <

Q=fZdx; Y =fZ'dv; §”=fZ" dx ex.
differentietur ea more folito, prodeatque :

¢ U—KdDP4-K'dD’ +K"”d D/ ctc,

L 3 tum
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tum enidens eft, fore eius variationem:

SU=KJ® +K’3 ¥+ K3 ®” etc.
at variationes 0@, @/, 3P’/ etc. per praecepts
modo expofita affignabuntur. Simul vero patet, varia-
tionem ¢ U femper huinsmodi forma expreffum iri ,
vt fit;

av——j(A)dxay+(B)a‘y+(C)”—’1+(D)df3?+ etc.
vbi (A), (B), (C), etc. funt fin&iones ex regulis fu-
pra traditis inueniendae, Iftius autem calculi varjatio-
num vium in folutione celeberrimi problematis ifoperi-
metrici , latiffima fignificatione accepti, breuiter indicari
conyenict,

Applicatio Calculi variationum ad fo-
lutionem  problematis ifoperimetrici
latiffima fignificatione accepti.

62. Problema primarium huc fpe@ans ita enun-
ciari poteft, vt inter omnes curuas fuper eadem data
bali x—g extruendas, ea definiatnr , pro qua formula
quacpiam U maximum minimumue valorem obtineat.
Eifi enim enunciatio problematis curuss tantum eiusdem
longitudinis complcé’atur tamen hazec conditio com-
mode’, vt eius ambitus latius pateat, omittitur , neque
etiam commemoratione vnicae formulae U, cuius valor
maximus minimuosue euadere debet, eius vis reftringi
eft cenfenda; poftquam in genere demonftraui: fi inter
omnes curuas fuper eadem .bafi x—4 extruendas, pro
quibus formula V eundem nancifcatur valorem , defi-

nirj

3
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niri debeat ea, in qua valor formulae U maximus eua-

dat minimusue ; quaeftionem huc reduci, vt inter

omnes plane curuas 4 fuper bafi x=—a extruendas , ea
definiatur , pro qua haec formula compofita aV—4-3U
confequatur maximum minimuom ve valorem. Interim
tamen et huius reducionis ratio ex ipfis calculi varia-
tionum principiis dilucide explicari poteft,

63. Quacftio autem haec a confideratione linea-
rum coruarum remota hoc lpOdO proponi poteft :

Propofita formula quacunque U definire eam  relatio-
nem inter binas wariabiles X et 'y, per quam fi
valor ipfius U determinetur, atque a valbre x—o
vsque ad valorem x =2 extendatur, is proditurus
Jfit fiue maximus® fiue minimus.

Spectemus ergo relatiodem inter x et y tanquam
iam inveutam , ita vt inde oriatur valor ipfius U maxi-
mus vel miuimus; atque manifctum eft, (i relatio
inter x et y infinite parum immutetor , nullam inde
mutationem in valore ipfius U nafci debere ; feu quod
eodem redit variationem ipfius U feu ¢ U nihilo ae-
qualem effe oportere; ficque aequatio d U—o relatio~
pem quaefitam inter x et y complectetur.

64. Variationem autem 3 U inde definire docui-
mus, quod pro quouis valore ipfius x valorern ipGus y,
qui ipfi vi relationis quaefitae competeret , particula
quapiam d y augeri afflumfimus. Cum igitur relatio
quacfita inter omnes plane poffibiles hac pracrogatiua
gaudere debeat , variatio U femper effe debet nihilo

aequalis , quomodocunque ﬁnguli valores ipﬁqs y tali- .

P
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bus particulis & y augeantur ; et quomodocunque haec
augmenta fuerint comparata, quoniam prorfus {unt ar-
bitraria, neque vllo modo a fe inuicem -pendentia.
Neque etiam opus eft , vt omnibus valoribus ipfius y
huissmodi variationes tribuantur , fed fiue vnicus quis<
piam , fiue duvo, fiue quotcunque pro lubitu varientur,
femper aeque necefle eft, vt variatio, quae inde in.
totum valorem ipfius U, quatenus is a termico x=—=o
vsque ad termjoum x—g extenditur, redundat, in
nihilum abeat,

. Fx iis autem, quae fupra funt tradita, ma-
mféﬂum eﬂ variationem ipfius U femper hoc modo

exprimi, vt fit;
S U=/(A)dx3y+(B)d y +(C)“’+(D)‘”.’ etc,
cuius formae fingulas partes feorfim confiderari conue-
nit. . At praeter pr:mum membrum jntegrale re liquae
partes (B)d y, (C)532 32 etc. tantum a variatione wlcimi
valoris y, qui valori x=q conuenit, pendent, neque ratio-
pem Yyarjationis praecedentium implicant ; vt enim tota
variatio ipfius U obtineatur, in expreflione inuenta vbi-
que ftatni debet x —a, quod in fingulis partibus prae-
ter primam a&u fieri poteft , ficque in iis & y denota-
bit variationem , quae foli vltimo valori ipfius y tri-
buitur , et quac omnino eft arbitraria , neque a prae-
cedentibus pendet.  Vonde perfpicuum eft, nifi mem-
- brum integrale adeffet , ex reliquis partibus nihil plane
pro relatione inter x et y concludi pofie. .

66. Verum membrum integrale /(A)dxdy etiam

Yanatlones quac omnibus praccedentibus valoribus ipfius y
tribuun~
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tribugntur  sonoluit, dum costinet - fimmam empium
elementorum (A)dxd y ex variatione fingulorum vale-
um y ariundorum. Ma fi voicus eius wvalor iph a
quafi determinatum walorem haberet, fpc&ato sefpon-
dens varietor , feu particula §y augeatur, nwembrum
illud - integrale tantym eflet = {A)dxd y, nihilque im-
- anandum hsberetur ; fin aptem infpper fequens vaior y
ipi x--dx refpondens, particula 4/ augestur , pofi-
toque x~dx,loco x fundtio (A) sbeat in (A) mem-
hrum integrsle capflabit his duabus partibus ;.
(Aydxdy - (A)dxpy
Simili modo fi tres pluresue valores Tuece(lii 9, ¥,
9y ", JY etc. particulis 8y, &y, 837, § 911 ete.
augeamtur , membrum integrale aequinalebit ‘huic ex~
pﬁ(ﬁ@ﬂl‘ .
(A)dxd y4(A)dxdy'+ (A)”a’a.é“j"'-r(A)”’dxé‘j”’+etc. |
‘qmae f{cres tam reworfum vsque ad terminum- x =0,
quam aatror{um wsque -ad terminem rea, contintata
concipi pooeﬂ :

. Etfi igitur variastio U ad:tetminum - deter-
minatum x—a adﬁrmgltur , tamen ob membrum jo-
tegrale omnes variationes intermedias complc&itur; vn-
de fi pro reliquis partibus abfolutis , quae tantum ad
termiinum  Vltdmum x>—gq re&funtur breuitaeis - gratia
feribamus 0, wariatio U ita erit CXpre(ﬁ vt fit:
8’U _(A)dxaj—{— (A)dxdy +(AY/dxSy" +(AY "dxdy’

- ctc. ~+ 1
que, vt pro’olemati fatisfiat , nihilo aequari debet.
‘Cum -autem wariationes dy, 8y’, 9y// etc. non a #

Tom. X. Nou.Comm. M ioui-
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invicem pendeant , fed fingulae mere fat arbitrariae,
illa annihilatio. locum habere nequit , nifi (ingulae pas.
tes figillatim euanefcant ; ex quo necefle eft, vt fit:
(A)=o, (A)’=o0, (A)Y/—o0, (A"’ =o, etc.

guae acquatiunculaec omnes in hac vna indefinita. (A)=o
continentur, feu quicunque valor ipfi x tribuatur , per-
petuo- efle oportet (A)—o, hacque aequatione relatio
quaefita inter x° et y continetur.

68. En igitur folutionem facileny problematis

‘propofiti , quo ea relatio inter x et y requiritur , ©X.

qua pro formula praefcripta U,. pofiquam eius valor a
termino ¥—o vsque ad x=g¢ fierit extenfus, maxi--

‘mus- minimusue valor refultet.  Quaeratur fcilicet va~

riatio formulae. U pariter a termino- x=o vsque ad.
x—a extenn, quae per praecepta fupra tradita -hu-
jusmodi formam. habere debet: '

SU=/(A)dx3y +(B)3y +(C) ¥+ (D) ‘752 +-ete.
“hincque ex folo. membro. integrali. f(A)dxdy relatios

inter x et y quaefita ita definietur, vt fit (A)—=o, re-
liquae autem partes:, quia vitimum tantum valorem:
ipfius y afficiunt , nihil conferunt ad relationem indefi-
nitam inter x et y, quae defideratur.

69. Iftac tamen- partes pofteriores relationi in-
ventae magis determinandae inferuire: poffunt ; eatenus:
enim taotum huiusmodi partés ‘accedunt, quatenus- in:
membro integrali- £(A) dxdy funlio (A) differentialium

dy . . . . qe
rationem zZ—p, vel etiam ratlonesf differentialium fa.

d .
Perxorum, nempe ¢ = ;; £ ; T=—1a Z etc. inuoluit.  Quan--

du autem hoc vfu venit ,, acquatio (A)=o erit diffes
. fentias -
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zentialis wel primi vel -etiam altioris gradus ; ficque
relatio quaefita inter x et y poft vnam pluresue de-
mum integrationes reperitur. Cum autem quaelibet
integratio quantitatemn conflantem arbitra<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>