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REMARQVES GENERALES

3UR LE

MOUVEMENT DIURNE DES PLANETES
paAR M. EULER.

Apr&s la découverte de la véritable préceflion des éqtinoxes, & de

la nutation de I'axe de la terre, on réprefente en {orte le mouve-
ment diurne de la terre, que pendant qu’elle rourne uniformement au-
tour de fon axe, cet axe méme ait un certain mouvement, par lequel
il réponde fuccellivement & differens points du Ciel: & l'on 4 dreflé
des rables & I'aide desquelles on calcule pour chaque tems propofé,
tant la longirude des poles de la terre que leur diltance aux poles de
I'écliprique.

Cette maniere d'envifager le mouvement diurne de la terre pa-
roit d'abord la plus naturclle & la plus convenable pour la pratique:
& on aura de la peine & s'imaginer qu’elle foit alujetcie’ 4 de forr
grandes difficultés, non pas d I'égard des perites irrégularités de ce
mouvement, lesquelles peut-étre ne {ont pas encore toures connues,
mais @ 'czard de la maniere méme de concevoir ce mouvement.

Car d'abord je demande, gu'eft-ce gne I'axe de la rerre?. On me
répondra bien, que c’eft une certaine ligne droire qui pafle par le cenrre,
ou plutdt le centre de gravité de larerre, autour de laquelle la terre ache-
ve fesrévolutions. Quelque claire que paroifle certe délinirion, jy trou-
ve de fort grandes difficultés: car comment eft-ce que nous connoifions
certe ligne qu'on nomme l'axe de la terre? On recourra au Ciel,
o, I'on dira, qu’on découvre roujours deux points dismérralement
oppolés, quifemblentdumoins pour quelque rems étre en repos, & au-
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tour desquels le Ciel avecles éroiles nous paroit achever fes révolutions,
On nomme ces points les poles de la terre, & la droite tirée de I'un &
I'autre, entant qu'elle pafle par le centre dc i terre, (onaxe. Je ne marréte-
rai pas ici 4 I'objedtion qu'on pourroit tirer de la diftance des éroiles,
que l'on peur bien regarder comme infinie, méme par rapport au dia-
metrede | orbitedelaterre. Je conviens plutde, que quel que foir le mou-
vement de la rerre, il y a toujours au Ciel deux points en repos, qui
femblenr immobiles pour un inftant au moins.  Or, puisque ces
points font vanahles, on fuppofe graruitement, que la ligne droite ti-
rée de I'un 4 l'autre pafie roujours par les mémes points de la rerre:
& fi cela n'arrivoit pas, les poles terrefties ne feroient pas des points
fixes fur la furface de la terre, comme on le fourient. Maisil ya
plus; ces points fixes du Ciel ne repondent pas i I'axe prérendu de la
terre.  Car, puisque ceraxe eft uppofé mobile, les points au Ciel, vers
lesquels il et dirigé, le feront aulli; & partant on ne (auroit dire
qu’ils font ces points fixes du Ciel, autour desquels le Ciel rourne au
moins pendant un inftant. 11 eft vrai que le mouvement de l'axe de
la terre elt fi lent, qu'on peut le regarder pendant longtems comme
immobile: &c'eft aufli la raifon, pourquoi l'incongruité dont je parle
ici, n'eft d'aucune conféquence.  Mais, pour mettre cetre matiere
dans tour {on jour, concevons une autre Planete, quirourne comme
la terre autour dun certain axe; mais qug,cet axe lui méme ait un
mouvement beaucoup plus rapide, de forte que les Points du Ciel
vers lesquels cet axe elt dirigé, changent tous les inftans aflés fenfi-
blement de place: & il eft évident qu'on ne fauroir foutenir, que le
Cliel tourne aurour de ces points pendant un {eul inftant.

Voudra-t-on infifter fur le mot d'inftane, & dire que, quelque
rapide que {oir le mouvement desdirts points dans le Cicl, on les peus
pourtant regarder comme fixes pendant un inftanr, & y rapporeer le
mouvement anguhire du Ciel, attendu que pendant un inftant ces
points ne changent pas de place.  Mais on pourroit dire la méme
chofe de rous les aurres points du Ciel avec aurant de fondement; &
en réduiroit par ce moyen le Ciel rour entier au repos, quelque ra-
g Bb 2 pide
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pide que fiit fon mouvement. D’ailleurs la raifon alléguée, qu'on puille re-
garder un point en repos pendant un inftant, quoiqu’ il foiten mouvement,
eltrourd fair faufle: caril nc e agir pasici du changement de place, qui
évanouit roujours dans un inftanr, quelque rapide que {oir le mouve-
ment, mais du véritable repos, du moins pendant un inftant; puis-
qu’on fair que la virefle ne dépend pas du rems.  Donc, quand on
dit que les points autour desquels le Ciel tourne, font fixes pen-
dant un inftanc; on ne veut pas dire qu’ils ne changent pas de place,
mais que leur vitefle eft effectivement nulle.  Or un tel repos ne con-
vient pas ablolument aux pointsdu Ciel, vers lesquels eft dirigé I'axe
mobile de quelque planete: & partant, i nous jugeons du mouve-
ment diurne d'une planere par le mouvement apparent du Cicl, qui fe
fair roujours autour d'un axe fixe pendant un inttanr, il eft cerrain que
cet axe du Ciel ne convient pas avec I'axe mobile de la plancre, au-
tour duquel on congoit qu'elle tourne, & que cette maniere de repré-
fenter le mouvement diurne des Plancres n'eft pas daccord avec les
Obfervations du Ciel , d'oti I'on dérermine la pofition & le mouve-
ment de leurs axes.

Or P'idée méme d’un corps qui tourne autour d'un axe, pen-
dant que cer axe fe meur d’un mouvement quelconque, eft aflujertie &
de grandes difficultés, qu'on rencontre méme en ne confidérant les
chofes qu’in abftracto. , Car, foit QRST un corps (phérique qui
tourne autou® d'un axe, qui pafle par fon centre & le point P, pen-
dant que ce point P, qu'on nommera {on pole, elt emporté par un
mouvement quelcongue, le centre demeurant roujours en re-
pos. Que cepole foit maintenanten P, autour duquel concevogs un
cercle ABCD, ou plutdt quatre pointis A, B, C,D; & en quelque
endroit Oque le pole P [oir rransporté, il sagit de dérerminer les lieux
oll ces quatre points (e trouveront alors, tanr & caufe du mouvement
de roration autour de ce pole, qu’a caufe du mouvement propre du
pole. Car il et clair, que la connoiffince de ce mouvement compo-
f€ exige la pofition de ces quatre poinrs pour gous les endroits O, ou
Je pole P parvient fuccellivement, S

3
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Or, quelque aifée que paroiffe cette queftion, en fUppofant
eonnu, fant le mggvement du pole P, que la viteffe angulaire du
corps autour de ce pole pour chaque tems propof€; pour peu quon
y réfldchiffe, on y renconmrera des obftacles infurmontables.  Nous
n'avons qu'd en confidérer le cas le plus fimple, ol le mouvement de
rotation eft (appofé nul: & il n'y a poinr de doute que, quand le po-
le P feroit transporté en Q, aprds avoir parcouru le quart de cercle
PQ, les quatre points A, B, C, D ne fe trouvent aux points 4,4, ¢, d,
marqués dans la figure. Mais, par la méme raifon, fi le pole P éroic
transporté en R par I'arc de cercle PR, les points A, B, C, D, de-
vroient {¢ trouver en a, 5, ¥, 8: & file pole pafivit deR en Q, les

oints &, 5, y, 4, parviendroient en 4, ¢, 4, 2 , dont la pofition eft tout
i fait différente de celle que ces points auroient, fi le pole P éroit
transporté en Q par I'arc PQQ; quoique dans I'un & Pautre cas le mou-
vement de rotation foir {fuppolt nul.  D'ailleurs la queftion ne four-
nit aucune raifon, pourquoi la pofition des points A, B, C. D, de-
vroit étre différente, felon que le pole feroir parvenu par différens
chemins de P en Q. Il ne fera donc pas poffible d'afligner la pofition
de ces quarre points, quand le pole P fera parvenu d un lien quelcon-
que O: & i plus forte raifon, la queftion Pnvelopera des incongrui-
tés, quand on {uppole au corps un mouvement de roration.

On peur méme regarder cette queltion comme indéterminée; &
il y faudroit ajourer encore une condition, qui dérermineroit le mou-
vement du corps au casméme, oli le mouvement de roration eft fuppof@
évapouiffant. La moins choguante feroir 4 mon avis de dire que, dans
ce cas, les points A, B, C, D), confervaflent conftammenr la méme fi-
ruarion d I'égard de la direttion, fuivant laquelle le pole fe meur i cha-
que inftant. Cerre condition conviendroit encore le mieux avec les
idées que nous nous formons fur I'ablence d'un mouvement de rotation,
& expliqueroir la diverfe pofition desdirs points, le pole érant parvenu
en Q, ou par larc PQ, ou par le chemin PRQ. Mais il faut
avouer que cetre condirion eft rout 4 fair étrangere aux principes de la
‘Mécanique. Cependant, en l'admettant, on et en érat de déterminer

Bb 3 le
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le vrai mouvement du corps, dés que celui du pole & celui de rota-
tion feroient donnés pour clque inftant.

Mais, quoigu'on vouldr fe fervic de ce:temmiem pour repré-
fenter le mouvement d'une Planete fur fon centre, il n'y auroit rien
qui nous obligeroit de regarder un point de laPlanete comme fon pole,
plutde que rour autre.  Ainfl, lorsqu'il s'agic de la terve, on pourrait
prendre un point quﬂlcnnqut de fa furface pour {on pole, & le vra
mouvement de ce point feroit le mouvement du pole. Enfuirte, on
pourroit concevoir pour chaque lieu de ce pole un cerriin mouvement
de rotation, lequel joint au mouvement du pele produiroic le vrai
mouvement de la terre. Il elt vrai que certe reprélentation devien-
droit pour la plipart fort compliquée, quelque fimple qu'on fuppolit
le mouvement en lui-méme; mais il faur avouer que cette idée ne
conricnt rien, qui nous indique les points préférables 4 tous les autres,
ptt I'on devroit placer les poles.  On dira bien qu’il eft raifonnable de
choifir ceux qui (ont aﬂ'ujems au plus pct:r mouvement ; mais cerre
regle n'eft pas effentielle au fujer, & quoiqu'il y ait de-tels points for
Ja terre, on alieu de dourer encore, {i les autres plancres font douées
de rels points.  Peur-ére que, quand méme il y auroir de tels points
pour un gerrgin tems, o#s mémes points acquerroient dans la fhire un
mouvement plus rapide que d'autres.

Or ces inconvéniens n'ont pas lieu dans l'autre manicre de repré-
fenter le mouvemenr diurne des plinetes, en déterminant pour cha-
que tems les points du Ciel autour desquels la Planete tourne, du
moins pendanr un inftant, comme antour de points fixes; & en afli-
gnant pour chaque inftanr la viteffe de certe rotation. Pour mieux
comprendre cette maniere, & pour en voir la diverfité d'avec la pré-
cédenre, concevons encore un corps {phérique, (car la figure ne
change rien dans notre recherche,) qui foir entouré d'une furface

{phérique immobile pour pouvoir y rapporter le mouvement du corps.

Qu'il tourne au commencement aptour du point A; & aprds un
rems — ¢ autour du point P de la furface immobile, de forte qu'on
puifle pour chaque moment alligner le point de la furface immobile,

' dufour
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autour duquel le cowps rourne alors avec la viteffe de roration. Ce
n'eft donc pas le point du corps A, qui parvient aprés le tems 7 en P,
mais P eft plutor un pu1nr imaginaire dans la furface rmnmbﬂe, qui re-
préfente le pole de rotation pour un inftant.  Or, quoiqu’un moment
aprés la rotarion fe faffe aurour du point p, il ne faur pas s'imaginer
que le point I git été tran(porté en p, Pun & l'autre demcurant fixe:
ce qui diftingue eflenticllement cette maniere de la précédente.

Pour déterminer plus aifément cc mouvement, concevons dans la
furface immobile un point fixe Z, auquel on tire les arcs de grands
cercles AZ, PZ & pZ. Et puisqu'au commencement A eft le pole
de rotation, foit AZ—a. Enfluite, apréds le tems = ¢, le pole de
rotarion érant en P, foit 'angle AZP —= ¢, & l'arc ZP — p, pofant
le rayon de la (phere — 1, de forte que p & 7 foient des fonétions du
tems #; d'oll pour le tems ¢# —— d¢ on aura l'angle PLp —dg, &
larc Zp —p—=dp. Pour la vitefle angulaire, fuppofons qu'au com-
mencement le pole étant en A, le corps tourne dans le rems infiniment
petit ¢ par Pangle — n d¢; & gprés le tems ¢, le pole éanc en P,
par Mangle — v dt.  Cela pofé, voyons quel fera le mouvement d'un
point quelconque du corps, qui au commencement aura été en M.

Pofons done 'are AM — f, & l'angle ZAM —¢; or, apris
le tems ¢, ce point foit parvenu en V, & nommons l'arc PV — a,
& l'angle ZPV —y, qul (ont les deux quanticés qu'il faur déterminer
pour connoirre le vrai mouvement du’point M.  Donc, pmsque le
corps tourne autour du pole fixe P, pendant le tems .a’t le point V
fera transporté en v, de forte que V'arc Pv —= PV — .r, & l'an
VPv —vdt, par cﬂn[’équem Fangle ZPv —=y—wvdt. Orvfera
le licu de notre point aprés le tems £ —— dt depuis le commencement,
le pole érant maintenant en p; & partant nous aurons pv—s ——d.x,

&langle Z po — y —~dy.

Tirons de P fur Z p, & de p fur Py, les perpendiculaires Pg
& pr; & d caule de l'angle PZp—=dg & ZP — p, nous aurons
b £ |
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Pq— JF&L Pf::‘ff ﬁnp. Dnncl PF: V‘JF:_‘_ij ﬁ?‘F'J‘
— ds pour abréger: & de Ir fin pPg — 4

E:
‘fiﬁif, Or l'angle ZPg¢ étant droir, nous aurons fin LPp —

& col pPg —

ds
d —d : .
{?;-:'F & col ZPp — d_.rp Maintenant, langle ZPv étant — y

— v d¢, ouen négligeant la particule infiniment petite vd?, feule-

| i
ment—y, onen tire {inplr —lin (y—ZPp)— pliny—dg fing col’y

ds
¥
& :ﬂrP‘Pr = cof (y — ZPp) = —dp Cﬁr_‘_b':ll;-ﬁf finp ﬁn‘?‘

Donc pr——dp liny—dglinp coly &Pr——dpcoly4dyfinpfiny,
d'olt nous concluons pv = Pv — Prour v~da—x—-dp
cof y —dg linp finy, de forte que nous ayons

dxr — dp cofy — dg finp finy.
De li nous connoitrons auffi 'angle Pvp, puisque pr — Pup fin Py
— dp finy—dg finp coly

fin x

ce qui donne Pvp —

Mauis ces déterminarions ne font pas fuffifantes pour définir I'an-
gle Zpv — y—dy, & en tirer la valeur différentielle 43; car,'puis-
qu'il s'agit d'une différence infiniment petite, il ne fera plus permis de
négliger dans les angles Ppg & Ppr ces particules infiniment perites:
mais, fi nous en voulions teniccompte, nous tomberions dans des formu-
les trés embarraffantes.  Or le plus fur moyen nous eft fourni par ce
beau théoreme {ur l'aire des triangles {périques, qui eft toujours égale
4 l'excds des trois angles fur denx droirs, pofant le rayon de la {phere
— 1. Donc l'nire du-quadrilirere BPoup eft égale 4 'excids de fes
quatce angles {ur 4 draits, don: la mefure elt — 2, prenant j=

pour
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pour la mefire d'nn angle droit.  Or les quatre angles de cette
fgure (ont 1° PZp —= dg; 2°. ZPv —y — vdt; 3° Pups
—dp finy—dglinpcoly
fin x
tant I'excds de leur fomme fur 4 droirs ou, 2 =, elt

&40 Lpv—2m—y—dy; &par-

dp finy—dg finp coly
fin x %
qui exprime l'aire de la figure. Mais on {air que I'aire du triangle PZp
—(dp finy+dqfinpcofy)
fin x i
(1—cof x); dont la fomme étant égaléc & I'expreflion trouvée pro-
duait cerre équarion:

dg — vdt

eft — dg¢ (1 —colp), Scdutriangle Prp —

_"Jr_'“fj’:'—-ffcufp : ﬂ‘p ﬁnT:t:I:iﬁnFCﬂfj

d'oll noos trons
dy =—vdt 4-dgqcolp

Cette équation jointe i la premiere, qui eft
dx — dp coly — dg finp finy;
contient la (olution du probleme; o p, ¢ & v, font regardés comme
des fonctions du rems 7.
Voild donc deux équartions différenticlles, d'ol il faur déermi-
ner les deux inconnues x & 3. La chofe reviendroit au méme, fian

lieu de ces deux inconnues on vouloir chercher ]’nngh: A7V avee
I'arc ZV; & alors on arrivera au but par la fvnthele fbivanre, gui eft

fort fimple.
Puisque ZP —p, AZP —4, & VPv —vdt, pofons 'angle
AZV —=w, &larc ZV =2, pour hvoir l'angle PZV —w — 4,
 Méw, de [ Acad. Tom, X1V, Ce Tirons

dp finy —dg fin p coly
ang x '

Fig. 2.
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Tirons fur ZV les perpendiculsires PR & vr, de méme que
Varc Vv, qui fera perpendiculaire fur les arcs égaux PV & Pr, &
nous aurons Ve —vdt in PV, & PR —“tinZP.in PZV
fin PV. in PVZ, de forte que fin PV. lin PVZ — finp
fin ( — ¢). Orla Trigonométrie {phérique donne
finp fin (v — )

cofp fina — finp col (¢ — 4)
Mais, puisque Vs — — dz, & Vs = Vv coflsVe — Vo
fin PVZ, nous aurons d’abord

— ds —vdtfin PV PYZ — vdtfinp fin (vx — 4)
Enfuite, 4 caufede VZr — du, onauravs — dufins, QOroes —
Vscoat PVZ, ou — 4% = dw fin 2 tang PVZ doli nous tirons
certe (econde équation:

definpfinefin (¢ — )
colpfins — linpcolz col (u— g) =wdt finpfin (v—y)

tang PVZ —

_—ds

de forte que nous ayons ces deux éguarions
L o= ds — vdtimpin (w — 4)
I. dufina — vdt (colpinz — finp cof s cof (¥ — ¢))

Or ayant trouvé & & », on en tire

cof PV — cofx — cofp colz -}~ finpfinscol (v — 4} &
_ _ fins fin(n — 4)

BRELEY g = finp colz-— colp fins col (# — 4)

Puisque le rapport de ces dernieres coordonnées u & s aux préce-
dentes x & y eft connu, ces dernieres formules {c réduifent aux pre-
micres.  Cependant il ne paroit pas, comment on puifle réfoudre en
général ces équarions, & pour des cas particuliers on (e fervira plus
commodément, tantdt des ines, & rantdr des sutres.  Comme s'il
n'y avoir aucun mouvement de rotation, ou quil fut ¢ — o, les

: dernie-
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dernieres formules montrent d'abord d= — o, & du — o; d'od
I'on voit que dans ce cas tous les points du corps me changent pas de
place.

Confidérons le cas ol le pole P demeure en repos, quel que foit
fe mouvement de rotation #d¢; ce qui arrive lorsque p & g font des
quantités conitantes: alors les premieres donnent d'abord dx — o,
& partang x — cont. Soit donc x — f, & lautre dy — — vd\t,
& partanty — g — fvdt. Or les dernieres formules méneroient

pour ce cas i un calcul fort ennuyeux.

Suppofons, comme il arrive & peu prés fur la rerre, quele po-
le P fe meur uniformement dans un petit cercle AP autour du point
fixe Z, qui repréfente le pole de I'écliprique, & que le mouvement

de roretion demeure toujours le méme.  On aura donc p — a3
dg — mdt & v — n; d'ot les premieres formules donnent:
dt fin acof’
e S By == 5 J
dy — — mdtfinafiny & dy — —ndt ——mdt cola e
& partant 'une divifée par 'autre
dy _ mn— mcofa | I
dx ™~ mimnafiny ' rangxuangy
Multiplions par 4« finx finy pour avoir
dy finx finy — dx colx coly — el ik dx finx

m {in a

dont l'intégrale cft,
— finx cofly — C

(n — mcola) coL x A
m fin a fin x fin x

Done  cofy =

—m col ks
Pofons pour abréger y "n;;:;_.-:.:*, de forte que cofy =-l'_c-:£i.1;:x A

Cec 2 &
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mdt fina (k cole — &)

& dy = — kmdtfina — s , ou bica
dy — T Mt ﬁnl;'nf,‘_- 4 -::t.‘-i'.r)' Or la valeur de col'y donne
dy finy — L% i;f mrﬂ; & certe valeur [ubftiruée mene 3

eette équarion: — mdt finafiny = dx. Mais, & caule de
—+ V({finx? — Lkecofv? —— 2kl colx — A#)
finx 2
nous aurons: mdtfing— -_'rhj LL, ;
V(1 — hh——2hicoler — (1 ——kk)colr? )

dont l'intégrale {e trouve

finy —

. I (1 = k8 colx — 4k
mrfmn%—C_V{I_i_”{_” Afin VG &&—I-*LET'

& partant

hk V(y — hh - bk
T ; ( o 1 fin (CH—mtlinaV (1 4-#8))

Enfuire, ayant trouvé x pour le rems écoulé #, on aura
kcolx — A n — mcola

fin » 3 Aywat polb b == milina

colr—

cel y —

Pour déterminer, les conftantes 4 & C, fupofons qu'il y efit au com-
mencement ¥ — AM — f, & Fangle y — ZAM — g: donc

cof g — ﬁ m;’:‘f_ ’
d'ott 'on obrient .
¥ (1 — &k 3 kB == V(fing* == (kfinf ~= coffcolg)*)

; & partant & = kcoff — fin f cof g;
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Enfhire pour la conltante C on aura:

(1 + &) colf—kkcoff + Minfeoly C— colf 4 &finfeolp
Vfing* 4+ (finf + coffcolg)?* ) " _-V(ﬁng’+{£ﬁnf+cuﬁngrj‘i
. finflingV (1 =+ bk
Dons ol C = 37 ting™ -~ (Flinf I~ colf al) ) &

col f - kflin feol g
g C= mrmor

Par confiquent nous aurons:

__kkcoff—finfeofe 4 (coff+ Hinfeolz) cf® 4 finfTing fin®.1/( 1 + k#)
eoly— . -y

pofint mtfina. V(1 —— £4) — ©, & enfuite
kcol x — kcol f == finf cofl g
fin x

A' l'aide de ces deux formules on pourra déterminer le mouvement
de chagque point du corps, qui fera d'auranc plus variable, plus les
coefliciens de fin © & cof © feront grands, qui dépendent du lieu
du point M, dont on cherche le mouvement. Or on pourroit pren-
dre untel poinr, que ces chefficiens évanonifient tous les deux; & alors,
tant % que ¥, feront des quantités conltantes; & ce point confervera
toujours la méme fituation par rapport au pole, surour duquel la pla-
nete tourne & chague inftant. Le mouvement de ce point fera done
aufli lent que le changement du pole, & paroirmra délivré de toute ro-
tation. Ce fera donc le poinr, qu'on pourra regarder dans la premiere
maniere comme le pole de la planere, ou la droite qui en eft trée

rle cenrre, comme 'axe de la planete, quoique ce point foit tou-
jours différent du point du Ciel autour duquel fe fair la rotation

ehaque inftant.
Pour trouver donc ce point, ou I'sxe de la Planete, on n'a qu'a
rmnduf&gmihnequemgﬁnfﬁngqu::uff-kiﬁnfcﬁ
3

coly =
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gvanouiffe.  Pofons donc g, oulangle ZAM == 180°, - pour avoir
1

I3
= fin " _. doi nous connoiflons I'are AM — fi & alors ce point
n—m ol a :

M confervera roujours ls méme diftance au pole P, & (& trouvers
dans I'arc ZP prolongé, lorsque fa une valeur pofitive.

ing, —=o, & :ﬁfg:—l; & nous mrouverons tang f—

Pour la terre cete diftance f évanouir presque tout 4 fait. Car,
puisque dans l'intervalle d’un jour la terre fair unc révolurion entiere,

& le pole n’avance dans un {ens contraire que par un angle — Z¥

: K 36§

fecondes, nous aurons m: m—— 360°: —s51¥ gg X

cCon 3 " e 3 = BEF ¥ 1 S —
P : . 36 n .

8% 61:;1369 3°3 on = 9281647. Donc, puisque

—0,3984 T

— 23° /. nous aurons tang f == —

422138 44 NGB OGS 9=H154?'&f““ i1z

feconde, Puisque cetee différence elt imperceprible, on peur fans
aucune erreur regarder ce point comme le vrai pole de la terre.

Comme I'exiftence d'un tel axe qui accompagne toujours égale-
ment le vrai pole, a lieu dans I"hypothefe, que le pole avance uni-
formement dans un perit cercle, & que la plancte conferve toujours
la méme viteffe de rotation, il fera important d'exdminer, en quelles
autres hypothefes un tel axe puifle aufli exilter. Pour cet effer nous
n'avons qu'd (appoferconftamment x—f, &y =g, afin que le point
M nous montre cet axe. Alors nos premiercs équarions nous

fourniflent B
J}:nf;g—d’f finp fing—o0 &vdt—dgcolp— i ﬁng;éﬁﬁmp colg

% _ Jok
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dp colg,
dp colg colp dp
fin g fin p tang f fin g

d
Ou bicn il faut 1°. que —F-‘fn{;ﬁ—‘-p foit nne quantité conftante, & 2%,

d'od nous tirons d¢ —

gdt —

dq col p vdt

dp dp
cof g 1

& la feconde 4 . Quand un

fing’ tang f fin g &
tel rapport entre le mouvement du pole & cehui de rotation n'a pas
liew, il cft doureux fi le mouvement de la planete peurt étre réduir 4
un cerrain axe, comme dans ce eas. Car, s'il arrivoit, par exemple,
que pendant que le pole marche uniformement dans un perit cercle,
le mouvement de retation devint fubitement plus rapide, il eft clair
qu'aprés cetre accélération P'axe de rotation feroit différent de cclui
qui auroit eu lieu auparavant, & que la planete n'auroit pas un axe
fixe, dans le fens auquel on elt accoutumé de fe 'imaginer.

Par ce que je viens d'expofer, on comprend que c'eft un pro-
bleme extrémement difficite, que de déterminer le mouvement de ro-
rarion d'upe planere, guoiqu’on connoifle pour chagque rems le poing
du Ciel, autour duquel elle rourne avec Ia vitefle de roration. La
folution dépend de l'intégration de deux équations différentielles, qui
paroit extrémement difficile.  Confidérons plus foigneufement les

deux premieres, & pofant pour abréger,

ffcﬂf,v dp __ finp _
— - — M dr. ‘,t =N
de forre queL,M,&N, foient des fontions du tems ¢, & nos deux

équations pour déterminer les inconnues PV —x & ZP V—y feront.
dx

foir aufli une quoanrité conftenre, favoir la

IQUE

premiere égale 4 —

— ¥
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dyr— M',fr ﬂﬂrf"“NJf Eﬂj’; Jj":Lﬁt—l Mdt ﬁl.'-'l'?‘_Hﬂ’f Cu&

tang &
ou dyfinxy —Ld# fin ¥ — Md# col x fin y — N d# col x cofy
d'od nous tirons les deux combinaifons fuivantes,

dx colxfiny——dyfinx coly—Ldtfinx c[y—Ndt colx —d . finx ny
dx colix coly—dyfinx finy = Mdt colx — Ldt finx fay—4d. finx cfy,

Pour dégager ces formules des finus & cofinus, pofons fina fin y—r
& fin x col y == 5, d'ol nous tirons fin x* —rr——ss5 & col x =
V' (1— rr— 55), & nous obtiendrons les deux équarions I"uwanl:f:s

dr — Lsdt — Ndt V (1 —rr—ss)
s ——Lrdt 4= Mdt V(1 —rr—zss)

Voili donc deux équarions différenticlles ordinaires, donr il faur cher-
cher la réfolution; ce qui et un objer de la pure anaiyfe.  Puisque la
réfolution générale’cft aflujetrie 4 de forr grandes difficuleés, il fera im-
portant de remarquer un cas aflés général, ot I'on peut achever I'in.
régration. Car, en combinant ces dernieres équations, on aura

Mdr = Nds’~= LNrdt — LMsdt — o.
Soit pour abréger Ldt == 4 f; & le casque j ui en viie aura liev, lors.

que M— N tang §, ou /Ldt — A tang. . F‘ﬂfnns doncM—=T

finf, & N — T cof'f, de forte que T —— 1-"' (MM —4-NN), & la
derniere équarion prendra cette forme:

dr in b ——ds col b~ rd§ colll — sd) inl— o
dont lincégrale eft évidemment
rfinf - 5 cof§ = Conlt. = finy.

finy —r {inf _
Donc s = 0y - n{'; : i laquele valeur éunt fubftituée dans Ja

premicre donae.

drcof
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drcol8 4 rabfind—df finy 4 Tdt col §1/ (i —finy? 4 2¢finylif—r ) =o.
Pofons » — « cof § - finy fin§ pour avoir
du cof§2—-Tdt cof§ 1/ (c(§2—finy*~~finy* (h §*—uncol§?) —o

& en divifant par cof9?

d u
HNeoly3—uy)— ’ — .
du—=TdtV (coly*—ww) —o ou Vicolr—un) | Tdt—o

u
Donc A fin m —+ fTdt —

Soit fTdt — @, & ayant #« — — coly fin @, on aurs
¢ — {iny finf—coly cold in®, & s—finy coli——coly inffinQ®.
Donc finay —=7(finy*—— coly* fin @*) & colx —=cofy 2o(®. Enlia

tang ¥ tang § — fin @
= tang ¥ —— tang § fin ol

d'ot l'on tire evidemment

— pp— i

y=4 A tang — r" ok
Donc, prenant @ = C -+- Sdt V(MM -~ NN), roures les fois
que /Ldt — Awang =5, les deux inconnues x & y fe dérer-

e N?

minent en lorte:

cofl x —colycol @ & y= Atﬂngﬂ——-i’i ng ﬁn-—@-.
tang 'y
Ce cas intégrable nous mene encore & quelques autres.  Car pofons
V(1 — rr — s58) — u, pour avoir ces deux équarions

I. dr — Lsdt = Nudt — o
II. ds — Mudt 4 Lrdt — o

& puisque — rdr — sds == wdw, nous cn tirons certe troifie-
me {emblable aux précédentes:

M. du — Nrdt 4 Msdt — o. '
Bim, de [ Acad. Tom, XIV, Dd Donc,
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]"r-rm':;‘krﬂ Donc, puisque les deux premicres ont éré intégrées dans le cas
duiegrabie,

M
JLdt — A ng T forte que pofant

JLdt = 8§ & itV (MM - NN) = @
pous en avons obrenu
r — finy fin § — cofy cof'l in® _
s — finycold —— coly fin § (in® b 4 = coly cofl @

Srﬂ:tfh:i in-La feconde avec la mroifieme admetera auili Iintégration dans le cas
IE"-E ]

SMdt — Anwng 1;, car pofant
JMdt — n & fdtV (NN - LL) = H

nouas aurons
s — fin€ finy — cof € colyinH
¥ — fin & coln —— colE finyfin H

Troifieme cas De la méme maniere la troifieme avec la premiere fournira une f{olu-
itiségrable.

& r — cofl 8 cof H

tion lorsque /Ndt — A tang % Alors pofant
SNdt = ¢ & fdrV (LL 4 MM) — =

nOUS AUrons
#« — fina fin ¢ — cofa cof¢ fin =

r — lina cofl ¢ =~ cofa fing fin = e

ol il faur remarquer que col v — » & tang y — :_t; & ourre

gela:
dgcol p dp dgfinp
— ] : —_— —_—
L= e it ’ M= dt &N = de
Le cas du milieu renferme celui ol le pole fe mouvoir dans un peric

eercle uniformément, pendant que la rotaton €roit aulli uniforme;
mais
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muais il eft infiniment plus général, d'ci il mérire une attention parti-
culiere.  Or d’abord nous avons yMur = ¢ —~ p, d'ol Is

condition de ce cas TE- — tang S Md¢ donne

dg fin p
dycolp — vdt
dg colp tang (¢ =~ p) dgfinp __  dgfine

tng (¢ —= p) — fin(c 4+ p)
dgfing
fin(e—p)

& V(NN 4= LL) = i FfFN s Par conféquent notre fo-

— mng (¢ 4= p), & partant

yat =

d'ou nous concluons H—

a caule de L—=WNcor (¢ —4-p),

lution fera; pofant 4 — p —— «,
cofx == fin 6 coln = cof & fin# fin H,
B col § cof H _
fin€ finn — col & cofw fin H

Nous avons rapporté jusqu'ici le mouvement du pole & un point’ fixe
Z, qui dépend de norre volonté, ne changeanr rien dans le mouve-
ment méme.  Donc, ayant réufli a intégrer nos équatiuns pour un
cerrain point fixe 4, fi 'on veur rapporter le mouvement i un autre
point fixe qu::‘tmm;uc, Pintégrarion doit ¢également réullir, puisqu’elle
découle de la précédente.

Délivrons nos Hchcrchﬁ de la confidération du point arbitraire
Z; & puisque l'are PV == x n'en dépend poinr, polons l'ingle
VPp—s=, & nous aurons l'angle ZPV — y = 90% —— 2 ——pPv.
d f col’ Y dp

_...L;Q}‘_'M

Dd 2 &

Or, pofant comme ci- deflus =— v —=~ ——
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dgfinp _ ., : — M
& ot = N, onaura fin pPr — VMM -~ NN)’ &

M “
cof pPv — VMM - NNy & rang pPr — = & de ld

2 i B H::I"M-———!"b‘.[rfl!h B e Miing —— ]"'-Jm_i"-.-;
J=ET MM - NN Y= TR 4= Ny
— Nfins — Mcolz

V(M* + N3)

Cela pofé, puisque nos équations font

& coly —

dr—dt(Mcoly—Nfiny) &dy—=Ldr — Emi;-;(Mﬁnj —— Ncoly)

par ces fubititutions elles feront changées en
dy — — dtcols )V (MM 4= NN) &

(MIN —NaM)dtfnx
—— - 1 i
dafr—dtcofx s}/ (MM—-NN)-Ldefr -~ — =

Pofons pour abréger:

VMM ~+ NN) = I & L — MJN — NJM

MM NNyd —

pour avoir
dr ——1dtcolea—o & dalny —ldtcoflxfnes —Kdtlhhyr —e
Pofons comme auparavant . '
fnxfne —r; mxcols =— ¢ & coflx = w,
& la combinaifon fournira ces équations:
dr — Ksdt — o & ds 4+ Krdt -+ ludt — o

ol, puisque rr —}= 55 —— ww — 1, certe rroifieme y peur érre
ajoutée: du = Ilsdt —— o; domc Idr — Kdu — o.

Ici
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Ici on peut remarquer aufli trois cas intégrables:
1° Si I — o, ce qui ne fauroit avoir lieu, 4 moins qu'il ne
fatM —o & N=—o. Alorsonavran—c; &s=V(1—ec—rr),

dr

donc Kdt — Ldt — T s & partant

¥ iy
A ~ T — /Ldt — 0, pofamt L4t — 6. Enfui-
ter — V(1 — ce)mb; s = V(1 — co)cofd; &uw — ¢:
ce qui elb le cas du pole repofant,

2°. Le fecond cas feroit KX —= o, mais puisque le rroifieme ke
renferme, j'y paffe dabord.

3°. Soit K — mlI, & I'équation dr — mdu — o don-
ne: r — mu —+ n; & s = V(1 — ww — (mu - m)?),
d'oil la rroifieme donne: /1d¢V/( :+u;uszam’fv{{’l":1”: ""?:3':
& de ian:]:_":;ﬂ : V"‘I*‘j::""}fnﬂdrw:-i-m)
e -;_—_?_-;I—ﬁ - m}/(: "__:m’::_-”}fnﬂa'ﬂf{: —— mm)
& s = V{;,?:f:;}”:’ cof. S1d¢ V (1~ mm).

Ce rmroifitme cas a denc lien fous certe condition:

NdM — MJN
Ldt— MM = NN I~ mdt V(MM —-NN),

ou /Lds = Atang 3 — m/dt Y (MM —+ NN);
Dd 3 dou
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d'ott, fim — o, réfulte le premier des cas précédens; mais fi m
eft une quantité confiante quelconque, ces cas intégrables feront dif-
férens des précédens.

On pourra trouver encore d'autres cas intégrables en pofant
y =%~ T, prenant pour T une fontion quelconque du tems #;
alors, failant cette {ubftitution, on aura

da—=dtcolz(Mcof T—N finT)—d¢ finas(MfinT + N colT)
defnar—(Ldt-d T )nx-decCelna(MclT-NOT)-drclpea{MMT + NecT)

& de la polant finx fins = »; finx cols —=r & col x —u, de forre

que r# —= §§ — @ = 1, on tirera ces trois équations:

L dr—s (Ldt—dT) 4 wdt MfinT 4 N cofl T) —o
. ds—wudt(Mcof T—N finT) 4» (Ldt —dT)— o
L dw — rdt(MlinT =N col T)——sd? (Mcof TN {inT)—o

qui étant femblables aux trois fupérieurcs, cn pofant L — ?;i
MfnT—+Ncof T &Mcofl T—N fin T, au licu de L, N & M,

les trois cas intégrables {eront:

M
1°. Si /Ldt— A tang N comme ci- deflus.

25, Si fdt (M cof T=N finT)= Atang = (P;{ T;I—:f;nm

Ld¢t —dT
(McolT—N{inT)

3% Si fdt (MfinT—=N cof T) = A tang -

Or outre cela, fi mng T — EEIE:, on pourra trouver 1'in-

tégrale comme ci-deffus, fi

[Ldt = Kung 5 -y /deV (MM A-NN)
Tant
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Tant de cas intégrables devroient bien enfin mener 4 lintégration
générale.

Or on peut encore trouver plufieurs autres cas, comme on
verra par le probleme fuivant:

PROBLEME

Les lettres L, M & N marguant des fonctions quelconques de la varia-
ble #, & x, y, = ¢rant des quanrirés inconniies, en forre que
xrx —— yy -+ 33 — 1, trouver les conditigns des fonétions L,
M & N, qui rendent intégrables ces trois équations:

I. dx — Lydt -}~ Nszdt — o
II. dy = Msdt -~ Laxdt — o
Il. ds — Nuadt 4= Mydt — o
dont deux renferment déji la troifiemc.
S0OLUTION
Nous avons déji vu trois cas ol l'intégrartion a lieu, qui {ont

3 L= "'.er"rg - Uy ffTh‘Inff‘_"i“i.tangl:, 3.1 !‘j‘”ﬁd:—htnnaii

Done, quand nous pourrons trouver des fubititutions, qui changent
les trois ¢quarions propofées en d'autres d’'une forme femblable, cel-
les- ci nous fourniront de nouvelles conditions d'inrégrabilicé,

Pofons ¥ — x/coflP — y'aP &y = x"f’nP-—I—fcan
afin que xx —— yy = x'a’ - y'y/, &les deux premieres équa-
tions (eront chnngées en celles-ci.

dx'cofP — dy'aP — x'dPMP — y'dPcolP -~ Nadr — o
— Lx'di (nP — L}lfg’fr_'[}[?

da/fnP == dy' cof P ~— 2’/ PcolP — »'dPlmP — Mzdt —o
- Lir'dtcolP — Ly/dt faP

dont
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dont la combinaifon fourni¢ celles- ci:

dx! =— %' (dP == Ldt) 4= 3dt (NcoflP — M P) — o
dy — sdt (NP -+ McofP) 4 a/ (dP 4 Ld¢) — o
de — x'dt(NcofP — M[P) 4yt (NP — McolP) —o
dont les trois cas intégrables feront :

. NfinP —4— McofP __ M
JLdt == P = Aung e ——yrms = Atng o+ P

N cof P — p
Jdt (N finP =~ Mcof P) = A tang “ET: = ::, fink &

- Ldt 4 4P
fdt (N cof P — M {inP) = A tang NTmbP McolP) 7¢

dont le premier’ efts deja; compris dans les précédens,
Si nous changeonsf{emblablement les variables y &2, nous trou-

VEerons ccs €as:
L cofQ — N fin
rﬁf(L fin Q_'-J;-‘ lem Q‘_] S ﬂ,tﬂng M% + ,;"(l' Q"tfl."

. . Mdt 4~ dQ_
fdt (LeofQ — NiinQ_ ) — A tang TTnQ — NeolQ) 72

QOurre cela un pareil changement dans les deux variables 2 & x four-

nira ces conditions:
Mcecof R — L{inR
Jdt (MfinR —= LcofR) = A rtang N7t 4R dt

Nd¢ dR
Sdt (McolR — LY R) — A tang {Mfin R -:_L cofR) d¢

Si
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Si nous repardons les trois équations dérivées comme les principales,
de forre qu'au lieu des leteres L, M & N, nous ayons a préfent

= ij.; McofP 4 NfinP & NcofP — MfinP,

nous en tircrons encore les quarre conditions {uivantes

;f u
Jp Ll d—fcﬁz:ﬁc (PmQiMMPMO)
Sar(LmQt Efn(&ﬂcﬁ’cﬂlﬁlﬁil’c@:ﬁuang

MclPHN P4 L
ot
ip McfP’[anFJrg
Jde(LelQ FQN:I‘ PhQiMMPMQ)—A tang ~5

LnQt = QiNelPefMmPeQ_
i

Mec(PelR + NinPe(R - Lf‘nR+§§ﬁ1R

dP
Jdt (Mc[PiR + NmPmRiLe(Rt ;;t—ch):Atﬂng

Hcﬂ’-hlfn?fj%

R
3, ¥oioicl
p WNell ﬁ'[l."np’rﬂrr

Sdt(MclPelR  NinPc(R-LnR- 77y mR)=—A rang =P
McPMRINPMHR Lcmfﬁcm

De ces quarre conditions on peut encore former deux fois quarre nou-
velles, en mettant pour les trois letrres L, M, N, les mémes dans cet
ordre M, N, L, ou dans celui-ci N, L, M. LEnfuire, pour ces mémes
lettres dans ces dernieres formules, on peur écrire

L - jr?g; McofS 4= NlinS; NcofS — M fin§,

Mim. de [ Acad, Tom. X1V, Ee ou
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oun bien M —- j ; Ncof§ 4= LfinS; LcofS — NfinS;

on encore N -—{— j—-f; L cofS —|— I\’Iﬁﬂ_ﬁ; McolS — LﬁnS;

& cela encore en changeant Vordre de ces quantités, de forte que le
n.mbre de relles formules peur e mulnpii¢ & lintini, en mettant
rovjours dans les formules dernicrement trouvées pour ks lertres
L, M, N, ces nouvdlles valenrs.  Par ce moyen on parvicndra 4 des
ordres plus complicués, qui contiendront vn angle arbirraire de plus
comme (ont Py Q, K, $; lesquels pouvant &we pris & volonté, la
multitude des cas qui admettent Uintéoration, elt rosr & fair inconce-
vable; ce qui eft d’aurant plus remerquable, que généralement, fans
ﬁ_;ppnﬁzr une cerraing relarmn entre les quantités L M &N, il ne pa-
Foit pumr de mérthode qui puiffe conduire & Ij-m,nr, wion, Crelt un
fujer qui femble rour 4 fair nouveau dins 1 "Ln.al} e, & qui Puu;;;
donner occafion 4 guantité de bcﬂcs découverres.

DE
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