University of the Pacific
Scholarly Commons

Euler Archive - All Works Euler Archive

1765

Du mouvement de rotation des corps solides
autour d'un axe variable

Leonhard Euler

Follow this and additional works at: https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works

b Part of the Mathematics Commons
Record Created:
2018-09-25

Recommended Citation

Euler, Leonhard, "Du mouvement de rotation des corps solides autour d'un axe variable" (1765). Euler Archive - All Works. 292.
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/292

This Article is brought to you for free and open access by the Euler Archive at Scholarly Commons. It has been accepted for inclusion in Euler Archive -

All Works by an authorized administrator of Scholarly Commons. For more information, please contact mgibney@pacific.edu.


https://scholarlycommons.pacific.edu/?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F292&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F292&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F292&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F292&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/174?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F292&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/292?utm_source=scholarlycommons.pacific.edu%2Feuler-works%2F292&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
mailto:mgibney@pacific.edu

Table L

& 154 &

P S = s T T T s e $
DU MOUVEMENT

ROTATION DES CORPS SOLIDES
" AUTOUR D'UN ALE VARIADLE.
; rar M. EULER.

L.

Le fujer que je me propofe de tmiter ici, eft de la derniere impor-
rance dans la Mécanique; & jai déji fuic pluficurs efforts pour le
mettre dans tout fon jour. Mais, gquoique le calcul air affés bien
réuili, & que jaye découvert des formules analvtiques qui dérermi-
nent t- us les changemens dont le mouvement d'un corps aurour d'un
axe variable elt {usceprible, leur application éroir pourtant aflujertie 3
des difficultés qui m'ont paru prefgue rout 4 fair infurmontables. Or,
depuis que i developé les principes de la connoiffince mécanique des
corps, la belle propriété des trois axes principaux dont chaque corps
ett doué, m’a enfin mis en érar de vaincre toutes ces difficultés, &
d’érablir les regles fur lesquelles cft fondé le mouvement de rotation
autour d'un axe variable, en forte qu'on en peur fai. ¢ aifément 'appli-
carion i rous les cas propolés.

II. Or, d'abord il favt fe rappeller, que quel que (oit le mouve-
ment d’un corps (Llide, on le peut toujours décompofer en deux, dont
'un eft le mouvement progreilif, ou celui de fon centre d'inertie, &
T'autre eft le mouvement de rorarion qui refteroir au corps, fi on lui
broit le mouvement progrellif, en fuppofant que I'efpace fur trans-
porté i chaque inftant d'un mouvement égal & contraire. 1l eft dé-

montré dans la Mécanique, que chacun de ces deux mouvemens fuit
des
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des regles parriculierss, & qu’on peut déterminer chacun 4 part, fins
avoir égard 4 laurre.  Ainli, pour-dérerminer le mouvement pro-
greflif, on congoit Ja maile enticre du corps comme réunie dans fon
centre d'inertic, & on cherche Pefler des furces qui y agiflent, con-
forindment aux premiers principes de la Mécanique, fans (& merre en
peine {i le corps a outrg cela un mouvement de rotation, ou non? Et
quand il s’agit du mouvement de rotarion, il eft permis de faire ab-
{traztion du mouvement progredlif.  Clefl la grande propriéé du cen-
tre d'inernie, qui nous procure cette commodité dans les recherches
mdécanigua2s,

IMl. Je marrérerai ici uniquement au mouvement de rotation, &
parrant je confidérerai le centre d'inertie du corps comme fixe. Alors
il elt aifé de voir, que, quel que foir le mouvement du corps, il s’y
rouvera @ chaque inftant vne ligne droite, qui paffe par le, centre
d'inertie, 01 le mouvement évanouit, & autour de laquelle le corps
tourne 4 cet inftant; c'eit certe ligne qui elt nommée 'axe de roration.
Donc, pour avoir une connoiflance parfaite d’un tel mouvement, il
faur qu'on puifle afligner pour chaque inftant, tant I'axe de rorarion
autour dogoel le corps rourne alors, que la virefle avec laquelle il
tourne. Par conféquent un rel mouvement ¢ft fufceptible d'un double
changement, P'un dans la vitefle de rorarion, & l'autre duns la pofition
de I'axe méme de roration. Cleft donc aufli & ce double changement
que (& réduir V'effer de toures les forces, qui agilfent fur le corps. Lors-
que l'axe de roration demeure invariable , de forte que les forces exer-
cent leur effer feulement fur la vitefle de rawation, les regles fonr déja
alfez connues pour dérerminer ce mouvement.  Mazis il n'en clt pas
de méme i I'égard de la variabilité de I'axe de rotation.

IV. Tout revient donc & découvrir des regles, moyennant lesquelles
on 'pl.li"TE ﬂ.i'iuner Ces d'E:L'I}[ ﬂhﬂllhﬂm&l’lﬂ FGI,]I' un [<ms infiniment PL[I[.
le corps ayant un mouvement de rotation autour d'un axe quelconque,
& érant follicité par des forces quelcongues. La recherche & l'expli-
cation de ces régles fera donc le fjet de ce Mémoire. Or le plus fur

Uz moy¢n
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moyen de trouver ces régles eft de rezarder Pun & Pavtre de ces deux
changemens comme connu, & de chercher les forces requifes pour les
produire.  Car, ayant réfalu certe queltion en général, il fira 2if€ de
renverfer la conclufion, & dallioner les chiangemens que des foreey
données doivent produire. Voild dene le plan de la méthode que je
fuivrai pour arriver au but propofé; ol ii eft clair, que tous les rai-
fonnemens {eront tirés des premiers principes de la Mécanique, qui
dérerminent les accélérations élémenraires que des forces quclconques
doivent produire dans les élémens de la matiere, dont le corps elt
compolg.

V. Soit donc propofg un carps quelconque, dont la maffe — M,
& fon centre d'inertie en I, que je confidere comme fixe. Que ce
corps tourne d l'inftant préfent autour d'un axe de roration quelcon-
que 10, paffant par fon cenrre d'inertic I; & que la virefle angulaire
foit — @, de forre que # marque Pangle décrir par cetre vitefle dans le
rems d'une feconde, le finus rotal érant exprimé par 'onicé.  De ld on
connoirra aifément ka vraye viteffe de chaque élément du corps.  Car,
pofanr (a diftance 4 I'axe de rotation == r, I'expreflion 8 » donnera Pes-
pace déciir par cetre viteffe dans une feconde, puisque & marque vn
nombre ablolu.  Mais, pour remener ce mouvement aux principes de
Mdicanique, il faue le rapporter 3 dus divections fixes indépendantes du
corps; qui (oient les droites 1A, 1B, 1C, perpendiculaires enir'elles
au centre d'inertie I, & gue le mouvement de rotation (e fafle dans le
fens ABC. Pour rapporter I'axe de roration 10 i ces directions fixes,
pofons les angles dont il y elt incling,

AlD — & BIO=# ClIO=Y
& puisque les angles AIB, AIC, BIC font droits, on aura:
cofa? —— colB? ~— coly? — 1.

VL Suppofons de plus que ce mouvement ne {oit pas uniforme,

& que l'axe de rotation 1O ne demeure pas le méme, mawt qu'apris
Je tems infiniment petit 47, la vitefle angulaire & acquierre un accroiffe-
ment
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ment — 4&; & que la firnation de I'axe de rotation IO change en
forte que les angles &, 3, ¥, foient augmentés de leurs différentiels
dw, d3, ¢y, qui auronr pourtant ua rel rapport entr’eux quiil devienne
da fina cola - df finf3 cof B —— dy finy coly —o. 1l faur
remarquer que d¢ fignific I'élément du tems ¢ écoulé jusqu’d prefent;
& jarrangerai le caleul en (orre que le rems ¢ foir exprimé en fecondes,
& partant par un nombre ablolu.  Voila done non feulement I'érat du
mouvement, ol je fuppofe que le corps fe trouve actuellement, qui
eit renfermé dans les quantités a, £, ¥, & #; mais je tiendrai auffi
compte de la variabilité¢ de ces guanrités pendant le tems infiniment

_ , . de _ da dB dy :
petit ¢, puisque les fractions = & 75?72 7, contiennent tant le

changement de la vitelle angulaire, que le changement qui & faic
dans la pofition de I'axe de rotation.

VIL. Ayant établi ces changemens élémentaires, tant 4 I'égard de
la vitefle angulaire que de I'axe de rotadon, cherchons les forces qui
font requifes pour produire précif@ment ces mémes changemens.
Pour cer efier il faur confidérer un ¢lément quelconque du corps, &
chercher la diveétion & lavizefie dont il fe meur d préfent: enfuite, te-
nant compre de la variabilitd de I virefle & de 'axe de rotation, il
fera ailé d'en conclurre le changement élémentaire que doit fubir le
mouvement de I'2liment propofé, rant par rapport 4 fa viteffe qu'i [y
direftion.. De li on connoitra les forces requifes pour produire ce
changement, & Pafiemblage de roures ces forces élémentaires fournira
les forces finies que nous cherchons.  Or, pour faciliter cetre recher-
che, il fera bon de décompofer le mouvement de chaque élément du
corps felon les trois direttions fixes, 1A, IB, & IC, puisqu'il cft
démontré qae chacun de ces mouvemens partiaux fuit, par rapport i
Paccélération, les mémes loix, que s'il exiftoir tour feul, & qu'il ne fiic
pas accompagné des autres., Clelt conformément d ce plan que je dé-
terminerai les forces dont il eft queftion.

U j VIIL
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Or, puisque dans la fig. 1. la perpendiculaire ZP eft —=+ fin Z10,
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VIIL Soit donc en Z un élément quelcorque du corps, dont la
anffe ot pofte = «M. Tirons du point Z'au plan AIB la perpen-
dicplaire ZY, & de Y dla directrice 1A la perpendiculaire YX, pour
avoir les ois coordunnées paralleles aux wois directrices fixes 14,
IB, IC, que nous nommerons

IX—x», XY—3y & YZ—o=

Maintenant, pour connoitre le mouvement de cet élément, il faue
tirer de Z i I'axe de rotation 1O la perpendiculaire ZP, & alors la
vitelle du point Z fera — 9. ZP. Or, pour conncirtre la direction
de ce mouyement, gu'on congaive ua plan perpendiculaire & l'axe de
roration au point P, & la perpendiculaire rirée dans ce plan 4 la droire
Z.P au point Z, qui tende dans le fens ABC, donnera la dire¢tion du
mouvement. Enfuite, ce mouvemenr doit étre décompof¥ felon les
directions Za, Z4, Ze, que je fuppole paralleles aux diretions fixes
1A, 1B, IC

IX. Certe décompofition du mouvement du point Z demanderoit
bien des lignes & rirer, qui embrouillervient beaucoup la figure & fa-
riguercient l'imaginarion.  Pour prévenir ¢t inconvénient, je rédui-
rai cetce recherche 4 la Trizonoméirie (phiérique.  Seient done dans
une furface (phérique, décrire surour du cenrre d'inertie I, les points
A, B, C, les poles des directions fixes 1A, 1B, IC, de forte que les
arcs de grands cercles AB, BC, CA, fcient des quarts.de cercles
perpendiculaires entr'eux.  Soir de plus O le poirr, ot 'axe de roration
10 pafle par la furface (phérique; & ondurales ares AQO —a, DO
— 3, CO — y. Soit ourre cela Z le point ol la droite 17 de la
fig. 1. pafle par la furface (phérique, & pofant cerre diltance I1Z — ¥
(42 —4— y? == 2*) —— s, on aura pour les arcs de grands cercles,

col AL = -';-, cof BZ — ~f—; cof CZL —

& que
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& que l'arz O7 Az. 2. eft la mefure de l'angle 2210, on aura la vi-
relle du point 2 — & s fin OZ.

+ X, Tirons P'avc ZR perpendiculaire 4 Parc O7., & prenons-le
éoal & un cvart de corcle, en forre quiil tende dans le kens ABC; &
fa tanmente ¢n 2 donnera la direction du mouvement du point Z, &
laguelle le ravun IR lera parallele, quoique le centre I ne foit pas ex-
primé dans la figure. Mainrenant, pour décompofer le mouvement
felon les directions Za, L, Ze, fig. 1. on n'a qu'a décompofer un
mouvement qui (& eroir dans la direéhion IR avec la virefle — &5 fin
OZ, felon les trois directions 1A, 1B, 1C, puisque ces direttions
font paralicles & celles-li.  Pour cer effer, rirons les arcs de grands
cercles AR, BR, CR, & par les regles de la compofiion do mou-
vement, nous aurons pour le poinr Z,

la vire(Te fuivant la diretion 1A, ou Za — ¥s fin OZ. colAR,

la vitefTe fuivant la direltion 1B, ou Z/ — #+s {in OZ. cof BR,

la vitefle fuivant la direfMon IC, ou Zc —#rs in O Z. cof CR.
XI. Pour excrimer analyriquement ces formules, 1l faut obftrver
que, puisgue R eft e pole du cercie OZ, Varc RO fera un quart de

cercle, & Yangle ROWZ droir.  Donc, le triangle 4 OR fournir
cerre déterminacion:

cof AR — in AO. cof AOR — — fin AQ. fin AOQZ,
parce que cfAOR —«( 360°- AOR) —cf(ROZ+AO7.)—-fm AOZ.

De 1 on aura fin OZ. cof AR — — fin AO. finOZ fin AOZ
Mais, du triangle AOQZ ontire inO7Z. in ADZ = inAZ inOAZ,
de forre que fin OZ, cof AR —=— fm AQ. finAZ. inOAZ

Or, ayant OAZ = BAO — BAZ, les triangles BAO, BAZ, &
CAO, CAZ, od AB, AC font des quarts de cercles, & BAC
un angle droir; donnent

wiB
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colBO__ cof 3 cCO__coly
AD— — ——— —: inBAO— A
PO = A0 mAD’ A= A0 — 10
_colBZ__ y - _efCL__ s
Eﬂmﬁz_iaﬁ_mﬁr inBAZ— mfﬂiz_ﬁlﬁ__l—ﬁ-]-_
| . ycofy — = colf3
Elﬁcp'arr.mr fin OAZ — T AO TnAZ doac
fin OZ cof AR = L0F =7 O
XIL. Par une (emblable réduétion on rrouvers
xcoly—scola yeole —x cf 3

& OZ.colCR—

& L)

& partant les trois vitefles du point Z (tlon les directions Za, Z.4, Ze,
feront exprimées de la forre,

{inOZ.colBR —

La vitelle fuivant la direétion Za — & (s colf — 3 col[y) —
La virefle fuivant la direction Z2 == & (v coly — 2 cofa) —»
La viteffe fuivanrt la diretion Zc — ¥ (y cola — x cofl 5) — w
que jindiquerai pour gbréger par les lettres , v, w.  Pour cn trou-
ver les accroiffemens qu'elles prendront dans I'élément du tems ¢, il
faut remarquer que, non feulement les quanticds 8, a, £, ¥, croiffent
de leurs différentiels, mais qu'il faur aulli avoir égard  la variabilicé
des coordonnées &, ¥, 2, dont les différenticls feront les efpaces par-
courus dans le tems d¢ par les vitefles », v, @, qui conviennent aux
mémes directions, Er partant on aura
dxy — u dt — 8 dt (s col B — y coly)
dy — v dt — g 4t (¥ col ¥y — 2 cofa)
de —wdt — wdt (ycola — x cof B)
XII. Ce-
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XIII. Cela remarqué, nous aurons les différentiels fuivans de nos
mois virelles &, v, w;
du—1ad wcolf3 -~ yd 8coly — 8 dt (wcol3—vcoly)

& en fubftituant pour w & v leurs valeurs, nous trouverons tant i,
que ov & dw exprimés en forte

du —ud. ycol3-yd. gcoly + undt (y colacl +zcoflacly-xlina®)
dy —xd. gcoly-ad geole 4 wu dt (2 colBely +xcofBela-3fin 32)
dw—yd.gcol@-xd ycol 3 + s8dt (xcolycla + ycolyclfB-sfiny?)

puisque fina® — cof[32 4 cfy*; fin 3% = cofa? 4 c{y?; finy*—cola® } col[3*.

Maintenant il faut chercher les forces qui doivent agir fur I'élément du
corps en Z, fuivant les direttions Za, Z4, Z¢, pour quelles y pro-
duifent précifément ces accélérations que nous venons de trouver,
pour en conclurre enfuite, par la voye d'intégration, les forces totales
dont le corps doit ére (Ollicité, afin que les changemens fuppofés y
foient produits.

XIV. Or, fi un corps dont la maffe = m fe meut (ur une ligne
droite avec la virefle v, éranc follicité fuivant la inéme direftion par
une force — p, on fait que lincrément de la vitefle 4o produir dans

de .
I'élément du tems ¢ eft proportionnel 4 la fermule f,,_{ . Mais,

pour réduire le calcul 3 des mefures abfolies, fi I'on exprime la maffe
m par le poids que le corps auroir (ur la terre, la force p par un poids
qui lui foit égal, le tems # en fecordes, X la vitefle v par I'epace par-
couru dans une {econde; il faur introduire la hauteur ¢, par laquelle
un corps grave rombe dans une {econde & l'endroir ol I'on aura eiti-
sppdt
o
juftes mefures. Donc, fachant l'accroiffement de la vitefle dv en-
gendré dans le tems 47, avec la mafle du corps w, la force requife
Mbw, & [ Acad, Tom. XIV, X pour

mé le poids du corps.  Alors la formule dv = conduira aux
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pour produire cette accéiération fera: p—

m Ao
2@ 27dt
direétion du mouvement.  Cetre maniere dajulter le calcul & des me-

fures abfolues différe de celle donr je me fuis lervi aurrcfuis; mais elle
eft beaucoup plus commade.

ariffanr felon la

XV. Done, pour imprimer d I'élément du corps en 7., dont la
malle — &M, les trois accélérarions rouvées felon les direclions 7. 4,
Llb, Le, il faur qu'il foir follicitd felon les mémes directions par ces
torces €lémentaires.

d M
2pdt’

d M
2adt’

Suivant Z¢ par [a force — i . dw
g gdt

Il sagit & prefent d'affembler roures ces forces <lémenraires par toute

Pétendue du corps; ot il elt clair qu'il faur ulmjhtn et avoir égard &
!n vartabilité du point Z avee 'ékiment de mariere &M gui s'y rmm g
puisque nous cherchons les forces qui doivent agiv dans linttanc pré-
feat, fans avoir ¢gord 4 leur variabilité dans la furite. Nous n'aurons
donc d'aurres variables que les trois coordonnées x, v, 2, & les letires
a, 2, ¥, & avec leurs différentiels feront traitées comme conftantes.

Suivant Za par la force d u

1l

Suivant Z# par la force — dv

XVL Puisque nous ne regardons ici qu’d linftant préfent, rien
n’empéche d’établiv en forre les rrois direclions fixes, 1A, 1B, 1C,
de figon qu'elles conviennent avec les axes principaux du corps; &
celt cetre con'idérarion qui nous mer en érar de furmonter ies diffi-
culeés que javois rencontrées en fuivant d’autres méthodes. On pour-
roit objecter, que les variations des angles &, 3, ¥, érant rapportées
aux directions fixes, ne {auroient émre tirées de leur rélarion aux axes
principaux, qui s'écartent des direflions fixes dés le premier inftant.
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Mais, puisque les axes principaux rournent svec le corps aurour de
I'axe de roration 10, ils en conlirvent les mémes diftances que les
diretions fives, de forre qua, i I'we d: rotarion demeurvic fixe, les
anules a, &, 7, [Croient conftans a P'un & ["uire éxard.  Er fi Paxe de
rotarion 1O varic, il vaviera précifément autanr 4 'ézard des axes
principaux du corps que des direffions fixes. Par cerre raifon il fera
permis de fuppofer que les axes principaux du corps conviennent i
Pinftant préfent avee les trois direltions fixes 1A, IB, IC,

VII. Certe fuppofirion nous procure ce grand avantage, que
nous pourrons intégrer fore aifément les formules différenriclles done
nous avons befoin.  Car, d'abord la nature du centre d'inertie I nous

fournir ces intégrales
fxdM — o, [fydM=—o, & fedM — o.
Enfuite la propriéeé des axes principaux donne:
SxydiM =o0; JfrasdM —o; & fyzsdM — o.
Qutre cela, {i nous introduifons les momens d'inertie principaux du
corps, & que nous pofions

le moment d'inertie par rapport 4 Paxe IA — Maa
le moment d'inertie par rapport 4 'axe 1B — M s
le moment d'inertie par rapport a I'axe IC —= Moo,

nous Aurons encore ces ingerales,
Srad M— 3 M (¥ feo—aa); [y M= M (aa 4} co—tb); fand M—IM (aa tb-ce)

XVIII. Maintenant il eft évidenr, puisque les formules trouvées
pour les différentiels d#, dv, dw, ne contiennent que les premieres
dimenfions des coordonnées &, ¥, 2, qui fone les feules variables que
nous ayons i confidérer, que les intégrales des forces élémentaires
évanouirent; de forte que

dudM __ 5 dv dM r

——— = 0} —— =0

agde ? 2gde : 2gdt
X 2 . Cela

dwdM
— LN




B 164 e

Cela s'entend acfh de la condition, que le centre d'inerrie I demeure
en repos; car, s’ y avoit des forces hinies qui agifloient fur le corps,
elles lul imprimeroient un mouvement progrelhf, dont je fais ici ab-
ftraftion. . Mais, puisqu’il s'agit ici uniquement du mouvement de
rotation, il faur aveir égard, non tant aux forces follicitantes elles-mé-
mes, qui évanouifltnt, comme nous venons de le voir, qu'i leurs
momens.  Par certe raifon, nous obtiendrons les forces requilis pour
produire les changemens fuppolés dans le mouvemenr du corps,
quand nous intégrerons les momens des forces élémentaires par rap-

port aux trois axes principaux du corps.

XIX. Or les forces ¢lémentaires trouvées au §. XV. donnent par
rapport aux axes principaux les momens (uivans;
Le moment de forces par rapport & l'axe 1A,
d
-._,r% (ydw — s dv) dans le fens BC,
]

Le moment de forces par rapport i l'axe 1D,

d M
2r 7 (adu — xdw) dans le fens CAL
ke moment de forces par rapporr & laxe IC,
de
:ﬂil (xdv — ydu) dgs le fens AB,.

I faur 3 préfent fubflitver an liew des différentiels dw, dr, dw, leurs
vaieurs trouvées dans le §. XIL & enfuite chercher les intégrales de ces
formules. pour avoir les momens entiers des forces par rapport aux
trois axes principaux du corps.

XX. Faifons ces opérations pour le premier moment élémentsire,
par rapport a l'axe principal 1A, puisquil fera aifé d’en conclurre les
deux autres par la fule analogie.  Or l'expreflion ydw — zdv fe
shangera par la fubfticution en-celle ici: |

(o
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(yy - %2)d vcola — yad. gcofl B —xsd scoly
4487t (xycola coly—xycola cof B + (yy—22) cofB cly +y= (fin 32— y?))

laquelle étant muldiplide par :h: , & intégrée par la feule variabi-

licé des rrois coordonnées x, 3, %, donnera, i caufe de SxydM = o,
SxsdM —=o, [yzdM — o, lexpreflion fuivante,

d wcola R ., sucolf3 coly .
aser Ly M g JOr—sndM

Donc, en y introduifant les momens principaux d'inertie, i caufe de
Sy —=22) dM — Maa & f(yy—23) dM—M (cc— bb),
¢c moment de forces fera

Maad gcofa | M™(ce—1bb) sycoff coly
I 2 g
XXI. Donc, pour produire dans le mouvement du corps les

changemens élémentaires I"uppul'" ¢s, tant i I'égard de la virefle angu-
laire, que de la pofition de V'axe de roration, “fi nous polons les mo-

ml;.ns de forces

par rapport a l'axe pnncipa] IA — P dans le fens BC,
par rapport @ Vaxe principal IB == Q dans le fens CA,
par rapport & l'axe principal 1 C — R dans le fens AB,

nous aurons:

agdt

-

P Mas Eo0 S M (e py), MUK ooy
2gdt 2 g

. d. gcol 3 By coly colm
Q_..... MJ’J’. TE?;- -+"l M (ﬂ'ﬂl—ﬂ‘), :.g

_ d. ucoly 84 cola cof B
R = Mce. 25 ¢ = M (b = aa). oE

X 3 Et
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Er partant réciproquement ces trois momens de forces produiront
précifément les changemens fuppofés,

~ XXIL T faur donc des forces pour produire ces changemens, 3
moins que les trois valeurs trouvées pour P, Q, & R, n'évanouiffent;
ce qui pourra bien arriver, quoique, ni la viteffe angulsire ¥, ni les
ﬂnglcs o, ,ﬂ, Y, ne demeurent les méimes. Mais ﬁ:ppﬂrunﬁ, que, tant
Ja vitelle angulaire & que la pnﬁ!iun de I'axe de rorarion doive demeu-
rer la méme; & pour cer effer il faur que le corps foir follicicé par ces
trois momens de forces:

sy col3 col HY ¢
P—M (cc—bb). "E’ ?; Q=M (aa—cc)

& R—= M (bb—aa)

ofy colla
2 g

s8 cola col B
8

lesquels n'évanouiflent pas tous i la fois, 4 moins que des trois cofinus
col'e, cof B, coly, deux n'évancuiffenr. Cela arrive fi Pun des
angles a, 3, ¥, ¢vanouit, ou bien, {i axe de rowrion convient avee
un des trois axes principaux.  Or j'ai déji fait voir, qu'un corcs ne
fauroit tourner librement aurour d'un axe, 4 moins que ce ne ibit un
axe principal du corps: & cette méime propriéeé m'a conduit d la con-
noiflance des axes principaux.

XXII. Maintenant nous fommes en ¢rat de rélondrele probleme
direét, auquel cette recherche abouric principalement, & oui eft

Cungu €n ces [Crmes:

Un corps étant [ollicité par des forces guelconques, pendant gu'il
tourne autour d'un axe de votation domné avec une vite[fé anguluire
dosnce , détcrminer Ivs changenens élémentaives, qui foront produits
pane dans la viteflr angulaive gue dans la pofition de 'axe de votation,

Il ne s’agit ici que d’un inftant d¢ tems, auquel je reparde la pofition
axes principaux comme gorigue, qui foient IA, 1B, 1C, par rap-
POLL
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port auxguels 125 momens dlineriic du corps fvient Moz, ML M e;
ouMmargue b made du corps. Que le corpstourne done d préfent au-
tour de 'axe 103, dens le ftos ABC, avec la vitefle angulaire = &,
& que la pofition de cer axe foit dérerminde par ces angles que Paxe
de rotanon fat avee lesaxes principaux, AlO —a, BIO =7, ClO—y.

XXIV. Pour les forces follicitantes, qu'on cherche leurs momens
par Fapport aux axes principaux du corps, qu {oient
pour laxe ]|A —= P dans le fens BC,
pour I'axe 1B — Q_dans le fens CA,
pour l'axe 1C —— R dans le fens AB.

Alors, pendant I'élément Jdu rems ¢, la vitefle angulire & prendra
un accroilfement —— ¢8, & l'aXe de roration changera de firuarion par
rapport aux axes principaux do corpe, en forte que les angles a, 3, ¥,
feront augmentés de leurs difiérenticls da, 43, dy.  Er ces chan-
gemens ¢lémentaires  {eront  dérerminés par les wois équations
fuivanres :

. ce—1bb __ 2gPdr
d. 8 cole ——. && dt colff coly — e
= B = 2t
d ycol 8 77 . dudt colacoly — N7 b
J’ﬁ'—,,q;;l' a l‘5"!:z..|'f.|"
1 . 24
d 8 coly - —. gy dt cola cofl § — e

Ceft donc la folurion du probleme propofe.

XXV. De ces formules on peur d'abord réfoudre eetre queftion,
qui feroir diailleurs forr difhcile:

Si le corps étant en vepos ef? follicité par des forees quelcongues, trow-
ver U'axe 10, autour duguel le corps commencera @ tourner | € la
vitcfle anguluire infiniment petite, gqu'sl recevra dams Pélement du
tems dt '

Ici
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ici les momens de forces P, Q, R, fonr donnés; & 'on a 8 —
d'oti il faur chercher les nn-:r!cs a, ﬂ, y, avec le différendel <'a. ﬂn
aura donc 4 réloudre ces équarions:

Pdt
2802E dy cofp = aeld

“Mos e
b

Mece

dy cofa — dd coly =

d’ott nous tirons d'abord cofl f — Qo cofa & coly — Lus cof&

Pib Pece
& de 1 4 laide de I'équation cofa?® —— col3* —|- coly® — 1,
a* RRa* RR
— cofa? {I+CI§.E?E+ +PP . }&cufu— ( Q“Q }

& I-:5 deux autres angles (3, ¥, feront déterminés ainfi:

cﬂfﬂ—“ V(PP+ J,ﬂf-mfr— 1*"( Q‘Q‘ R“tlr

& la vitefle élementaire dg — =th V { QQ ).

"*

XXVI. Les trois équations générales que nous venons de rrou-
ver, peuvent ére transformées en plufieurs formes. Ainfi, fi nous
multiplions la premiere par ¢of @, la feconde par cof 3, la troificme
par col'y, leur fomme donnera:

dut (cc- bb ’ n; ;r-i-ﬂ-ﬂ}w dr cofwctB ¢ W__zgci’l [Pr.:nf' o gcnﬂ[? 'E'.R ::{';.r]
cc—bb | an—cc .h'er—rm (r:r—Hv) (aa=rcc) (bb—an)
% wa b§_+ = aa #b ce

d'ott 'on voir que, fi deux des momens principaux font égaux entr’eux,
te (econd terme s’en va toujours; & alors, s'il o'y 2 point de forces
follis
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follicieantes, la viteffe angulaire ne change point.  On voit aulli, que,
fi le corps tourne autour d'vn axe principai 1A, de forte que @ = o,
= _,.{}‘7' ¥ — 90°, & que les forces fullicitantes ne donnent qu'un
moment i’ par r.rrpurr au méme axe, de ferre que Q— o, & ]1._:}

= P :“'
onauradg — “&-—: &ourrecelade —o, df—o, 4y —o:
Maa
ou bien, I'axe de rotation ne fera point changé; & l'effet de la force P
fera employ¢ a accélérer le mouvement de rotation.  Or c'eit précif@-
ment la formule connue depuis longtems.

XXVII. Mais, [ 'on veur déterminer le mouvement de rotation
tour entier d'un corps follicit¢ par des forces queléonques, il faur
avoir égard aux changemens continuels des axes principaux du corps,
& y rapporter i chaque inftant I'axe de rotation, & les momens des
forces foliicitantes,  Done, la puii:iun des axes principaux érant va-
riable, il les faur rapporter & des diredtions fixes du Monde. Pour
cer efier je conlidere une (phiere fixe, décrire autour du centre d'inertie
du corps, qui foit repréfentée dans la fig. 3. ol PQSR elt un cercle
fixe, & P un point fixe.  Qu'aprds L. tems — ¢ fec. les axes princi-
paux du corps répondent aux points A, B, C, d'oft ayant tiré au point
P les arcs de grands cercles AP, DP, ﬁ.‘. CP, foient ccs arcs AP —/,
BP—m, CP —n, &les angles Q_F'ﬂ —=A QPB—y, Q_FC
—v. De li on a d'abord

col'colm

col I*—— colm?—4—coln? = 1. enfuire col (p—7) ————

fin/ finm®

col ] col'nm c:u['nu r:ﬂl"ﬂ
col(v—2) — — e & col (u—v) —

finmw {ina

XXVIIL Que le corps tourne i préfent autour de I'axe 10, avec
la virefle angulaire — ¥, dans le fens ABC; & pourla puhuun du
paint O {oicnt les arcs de grands cercles M}:m BO—f(, CO—wy,
& comme les trois cunr&nnnecﬁ de ci-deflus n’entrent plus en confidé-

Meém, de [ Acad. Tom, X1V, Y ration,

Fig. 3.
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ration, pofons pour abréger nos formules: 8 colu ==, 8 cofl 2=y,
& ¥ col'y — =3 & nous surons ¥8 — xx — 9y -} sz, Lnfuire,
cherchions les momens des forces follicirantes par rapport aux axes
princinaux, 1A, I}, 1C, du corps, qui {uient P, Q, R, dans les
fens BC, CA, & AB. Cela pofe, nos équations pour dérerminer
les variables x, v, s, feront:

, ce—bp ., 2gPdt
dx aa ynde = Maa
ag — cc __ 2gQde
dy = T redt — N
kb — aa 2g Rd?
I e [
L ce Y e Mee

& ayanr trouvé ces quantités ¥, 7, o, on aurz les angles &, 2, ¥,

par les formules cole — %3 colf — %; coly — %.

XXX Mais il faur auffi confidérer qu’d canfe du mouvement
de rotation les points A, B, C, & partant les arcs /, m, #, & les an-
gles 2., &, v, font varigbles. Le point A tournera autour du point O
avec lavitefle — & fin OA — & fin &, dans le fens BC; & parrant,
dans ie rems /¢, le point A décrira le perit arc Aa — 8 d¢ fina, per-
pendiculaire & 'arc OA.  Dong, tirant # & perpendiculaire i l'arc PA,
nous aurons d/ — — Ae, & dN —— i%i mais, 4 caule de
Pangle OAa droit, on mouve Ae — & ¢ fna. fin OAP, &
aa—#8dt fine col OAP. Orle wriangle BAP fournir:

col m

& le triangle CAP donne cof CAP —
- fin
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col col'n

— fin BAP — 7 o in BAP — gt De la méme ma-
niere les triangles BAO & CAO donnent:
colf BAO — ?—m‘-; cof CAO == inBAO — EE'F_T
fin o fin @

D'oll, puisque l'angle OAP — BAP <= BAO, il s'enfuir
col y cofm — cofl|3 coln
fina fin/

of'm 4 coflycofe

{3 ¢
: col OAP — 2
& cofl OAP ¥ fnae fin/{

fin DAP =

XXX. Subfticuons ces wvaleurs, & nous aurons

— udt (coly colm—col coln) __ —udt (cofl B clm 4 cofly cfw)
& dh—
fin / fin /2

ol, fi nous metrons au lieu de & cof 3, & cof'y, les valeurs y & s,
nous obtiendrons les fix équations qu'il faur encore joindre aux rrois
que nous avons déja trouviées ci deffus §. 2§.

dlfinl — dt (y coln—= colm); dn fini? =—dt (y<colm+2coln)
dm {inm— dt (zcoll—x coln); dulinm* ——d¢t (zcolitxcoll)
dn finn—dt (x colm—y cof/); dvfina®—— dt (x coll4y cofm)

" g

Voili donc neuf équations, dans lesquelles eft renfermée la f(olurion
de rous les problemes, oil il s'agit du mouvement de rotarion de quel-
que corps folide. Or il faur remarquer, qu'd caule de la rélation cn-
tre les quantités /, m, », & &, 1, v, il [ufhe de prendre trois des
fix dernieres, favoir deux du premier rang, & une de l'aurre.

XXXIL Il eft bon de remarquer encore quelques belles rélations
entre les arcs & angles /, m, », & A, g, v. Jai déja exprimé les
cofinus de la différence entre deux de ces angles; A mais op, en peut
auin ailément donner leurs finus. Car, du wiangle APB on tire

[ X s fin
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fin (u—N\): 1= 1finBAP: finm or fin BAP — __?fﬂ‘__ﬁ’; & partant
n
—cof n

G 2 o m_':f-"__ oy : -

n(g-A)— P e Voila donc les rélations fuivantes

ol # coll/ '

G __i_ — col'm

n (uh) = fin/ fin 3 fin(r- F}_ﬁnm finn’ 3 fin (A—v) = fin/finn

—cofllc ['m —colmeln —colleln

ccrr(p.; M= fin/ finm’ ; col (k)= fin m fi?l_u": V)= fin/ {in n
De li nous pouvons déduire celles-ci:

. —finA col/ clm—clN cln_ __ —colpclicCmyMndcln
finp = fin/ finm 5 cof = fin / fin m
gy — {in ht:9rf-:ﬁ?+ colN clm mﬁ_—cnﬁg cllcln—Intclm
i fin { fin n ? = lin { fin

XXXII. En comparant cette méthode de dérerminer le mouve-
ment de rotation avec les effais que j'ai propofés aurrefois, on y re-
marquera d'abord des avantages trés réels, furtour a V'égard de Pappli-
cation & rous les cas qu'on veut examiner. Er quand on rencontrera
encore des difficultés, @ caufe de la mulricude des variables, ce n'eft

lus dans la Mécanique qu’il faut chercher les moyens de les furmonter,
uisqu’il femble que la nature d'un rel mouvement n'eft pas fusceptible
d'un calcul plus fimple. T'our dépendra & préfent de V'adrefle du
ealculareur, qui doir puifer dans 'Analyfe les fecours néceflaires pour
réfoudre les équarions qui renferment la détermination du mouve-
ment: mais il n'elt pas douteux, qu'il n'y air une infinité de cas qui
foient abfolument irréfolubles @ caufe des bornes de 'Analyfe. Pour
donner un exemple de I'application de cette méthode, foit propof€ le

probleme f{uivant.
Us
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Un cerps folide :_u’:‘fﬂnr Sollicité par awcune force, 5'il a requ un mou-
pement de retation gquelcongue autouy d’un axe Jifférent de fos axes.
principaux , diterminer la continuation de fon monvesient.

XXX Ayant done P— o0, Q—0, & R — o, nous aurons
i réfoudre les équations fuivantes:

I. dx + #H sdt — o
11 d'_}l % ﬂﬂ’;fd‘ s ——
118 a':a—I-*H_M xydt —o

IV, dlfinl—dt(ycoln—zclm); VII. d)fini*=—dt(yclm+2cli)
V. dmfm—dt(zcoll—xcln); VIIL dpthm®—=—dt (s clntxcll)
V$dnfan—dt(xclm—ycll); IX. dvfinn*=—dt(xcl/4ycim)
Des trois premieres nous tirons dabord:
m _ bbydy __ cezds
bb—¢ce = ccm—aa ~ aa—ibb

Done, pofant xysdt — du, & pour abréger,

— :J:Jt

bb—ce . cc—an __ ., #a—bb
aa = bb =5 e =5

nous trouverons en intégrant,

Cxx—2Ax—+9YU; yy—2Bu—4B; ss—2Cu-6¢,
du

&dR &= rkid-% GBe+B) @Cr-C)

Y 3 XXXIV-
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XXXIV. Par rapport aux letrres A, B, C, il faut remarquer que
Aga —+— Bl 4= Cre — 0o, & Aut Bl +—Ce* —o.
De li il eft évident que aaxx —— blyy —+ cess fera égal & une
quandré conftante Yua - WBéb - Tre. Or cere expretlion (e
réduic 4 celle-ci #¥ (aa cola? —~ b& cof 32 —— cc coly?), ot la
formule aa col@? —— I cof 32 ——ec cof'y? frant multipliée par h
mafle du corps M, exprime le moment d'inertic du corps par rapport
i 'axe de rotation 10, autour duquel le corps rourne a préfent. Done,
pofint ce moment d'inertie = Mrr, la quantité Mrr vy, qui ex-
prime ce qu'on nomme la force vive du corps, demeure invariable,
ou bien le corps confervera toujours la méme force vive, Puisque
dans le mouvement progreflif, s'il n'y a poinc de forces (ollicitantes,
le corps conferve toujours la méme vitefle, il s'enfuir, quelque mou-
vement qu'on imprime 4 un corps, qu'il conlervera toujours la mé-
me force vive.

XXXV. La derniere équation différentielle rrouvée §. XXXIIL
{ert 4 dérerminer pour tout rems # la variable #, er de 14 on définira
les quantirés

=V (2Au—+A); y=V (2Be—4-B); s =V (2Cu—4-€)
Dot la virelle angulaice done le corps tourne & préfent, fera
3=V (2(A~+4B+C) a4+A+B4-€)
Or pour la pofition d¢ Faxe de rotation IO i 'égard des axes princi-
paux du corps, laquelle eft déterminée par les angles a, £, ¥, on aura
o

— Z. — 2. —
cof o — Hicnff:_ =3 coly — =

Mais nous’ ne favons pas encore la pofition des axes principaux du
corps pour !'inftant préfent, qu'il faur chercher par la réfolution des
{ix autres équations, les trois premieres érant deja parfairement réfolues.

- XXXVL Pouraciliter cetre récherche, il eft bon d’obferver que
les trois premicres équations y peuvent beaucoup contribuer. Car,

{i nous
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fi nous multiplions la premiere par #a cof /; la feconde par 22 cof'm,
et la rroifieme par ¢ ¢ col'n, nous obriendrons certe {oinme:

o—aadvcolltbtdycolintecdicolntecyzdicoli- bbysdt collt aaxadt colim
-ccxzdt clmtbbxydt clu- anxyde cofn

lnquelle, par les équations IV, V. & VL fe change en cette forme:
o =audxcoll+bldycolint cedrcoln—anx dlin/—{ bydmfinam—cexdufina
gui érant intégiable donne

aax cof | == by cofm =3 cofln — Conltk. — D
& nous avions déji cof /? —— cofm ? —— cofu?®* — 1. Done,
fi nous avions encore une feule équation intégrale entre les arcs /, m
et #, nous pourrions dérerminer chacen d parr. Or les équarionsIV. V.
VL. fourniffent cetre équarion differenticlle aflts fimple

rxdllinl 4+ ydmbnm —4— sdulnn — o

XAXVIL Au lien des arcs/, a, 2 introduifons une nouvelle varia-
ble z, en pofint a cof/ —— ycolm —— scoln == v. & i caule
de la proprideé remarquée nous aurons:

dv — dacol! -4~ dy col m ~— dz coln ou
dv A cof / B cof m C col u
— | ) L
.ﬂrH - 2 ] j + o
& maintenant tour revient a dérerminer v par v, Pour cet cffer il
faut chercher les valeurs de cof'/, col i, cof n, de ces truis équations:
cofl / 2 —col m ? 4= coln t — 1
aax cofl == blycolm = ceacoln — D
cxcofll 4~ yeof m -} scofl m — v
dont la réfolution mene enfin 4 cetre formule irrationelle
i'+ AAatyyse — DD (xrx = yy -+ 32)
V<~ BBltxxas -+ 2Qv (aaxsx — blyy - cczs)

l_-—]—- CCetxxyy = vv (ataxx —= btyy - c*z2)
XXXVIIL
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XXXVIIL Metrons pour abrérer fe vane ¥ (..) pour cette for-
muie, & l'on rouvera les valeurs fuivantes:

D (Ceevy—Bllaz) 4 Mecxv(Bas—Cyr) + Aaayz1'(...)

skl = AAutyyzs 4+ BBt xrras+ CCetuaryy

p= Dy (Aarsz—Ceoxx) + arccyy (Crx — Az2z) + Bz V(L)
colm— AAatyyss 4+ BBl*axss + CCetayy

¢ Dz (Bbdxx—Aavyy + aablsv (Ayy—Bxx) + Ceexy V' (..)
coln —

AAatyyzss + BBitrrzs + CCeltrayy
Et i nous fubftituons, ces valeurs deans I'équation différentielle

dv __ Acoll B col m Ccoln

S — — 5 I —— nous parviendrons i cette

équation i intégrer:

:T&.r (AAatyyss - BBl*xxzs - CCetxuryy) —
u

Adsayyse4-BREbrxss+CCerxryy

ABCT (aaxx+bbyy—+eczz}—ABCy (a*xx4-btyy4-c*=2)4 o

vi..)

XXXIX. Maintenant nous n'avens qu'a (ubftituer au licu dex, 3, 8
leurs vgleurs all gnées ci-defibs, qui donnent:

AAatyyas 1 BBIt xx221CCrtaayy—AA BCEIBBH YT+ CC4AY

—2ABCu(Nat + Db+ 4 )

AA mjjﬁi.{-ﬂﬂ”:ﬂﬁ-l-ﬂﬂ:r:x_y_‘}: AAaaBEHLBMYAC + CCecAB

—2ABCu(Uda+ Bl +Eco)

xx +yy+ss =2(A4+B4+Clv 4 A4+ B4 C
aaxx =— blyy -+ ccss = Yaa 4+ Bl 4 Cec
atxxy 4 bryy 4 ct3s — Hat —— Bl - Ec4

Pofons
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Pofons enfuire pour abréger,

A—t—DB+C—E; Nas—-BH—+Loc—F ; Y1t 4-Bb*-Cc'—G;
AA7aBE —+ BBLIAC 4 CCec¥PB — H
AAg*BEC — BBI*AE +— CCe*AB — K.

d'oi il senfuit K = EG — FF.

XT.. En inrroduifant ces valeurs i csufede A + B4+ C——ABC,
potre formule irrationeile fera

V(.. )= (K—2ABCGu—-2DDABCy—DDE~A4~2DF v —Gur)
& notre équarion différenticlle deviendra
2 (K — 2ABCGx) = ABCDF — ABCGy
H — 2ABCF
o - V()

I}l‘i

qui fe réduir i cetre forme,
Kdv — ABCF®du — 2ABCGudv 4—ABCGrdu

V(K—DDE—+:ABC(DD — G)« - 20Fv—Gw)
Hdu — 2 ADBCFudu
V2 Au—+-A)(2Be—+-2B)(2Cu+C)

dont il ' agitde trouver Iintégrale.

XLI. Comme le dernier membre de cette équation ne renferme
que la feule variable w, il eit évidenr que, fi I'on pouvoit trouver une
fonétion de u, par laquelle le premicr membre érant multiplié devine
inrégrable , on auroit la réfolution complette de certe équation.  J'ai -
déji expof€ une methode de trouver de rels fafteurs; & fi 'on en fait

P'application 4 cette équation propofee, ondécouvre ce facteur cher-

1 ;
ché — K —:ABCGY ou _bien,

M, de [ Acad, Tom. XIV. Z tion

fi nous divifons notre équa-
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tionparK — 2ABCGuw#, l'un & I'autre membre deviendra inté-
grable, ou conftructible par des quudratures.  Multiplions donc par
VG

le dernier membre

TABCGHR el meLrons
(H—:z2ABCTF#) de. VG

(K=zAPCGu)V (cAu—+U)(2Bu-B) (2 Cu—4-€)

de forte gue U puiffe ére repardé comme une fonction connue de la
variable #, dont nous avons déji le rapporr au tems 7.

K

dU

XLIL Pour le premier membre, en le mulripliant par
G
(KR—2ABCG«) VG’
tée en forre:
V((G—DY) (K—2ABCGw) (Ge—21)%)
acaule de K— EG — FF; & partant ce premicr membre fera

la formule radicale pourra éwre repréfen-

(K—2ABCG®)V ((G—DD) (K—:ABCGw) —(Gr—DF)?)
qui, polant K—2 ABCGu—=pp, Gv—DF—5, & G—DD =7,
pAg—qdp

rendra cette forme -~ --'—.-———, qui, pofant == ps, fe cha

P PV Frp—ggy T POI=P% BF

. ds /r
] T Ll S Pl

¢n celle-ci V=3 dont 'intégrale eft Arc. fin 7 ~ — Arc.finf -

Ec partant Pintégrale du premicr membre fera
CGv—D2F Go— f-i} F

Arc.fin f'V (h—2ABCGw) — = daxlin V' G—DD, K—2ABCGuw)

LT
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NLHL Cerre quantité cft donc égale 4 la formule inrégrale
oo f B ABCED VG
— K= ABCGw vV A u—A) 2By Cuv—- &)
& confidérant U comme un angle, notre éguation intégrale fera:
Gy =0T — {n U
V(6 —2D) K—:2ABCGwy — 7
d'ol nous tirons

VIIG—DD(K—2ABCGw) — (Gv—230F)3) __

e f
VG — D) (K— 2ABCGH) = &y,
de forte que notre formule irrationnelle réfulee
— ) \—2AD
P LE= DB =200 i

V G

XLIV. Subltitnons ces valeurs pour v, & la formule irratio-
nelle dans les expreflions atfignées ci-deflus pour les cofinus des arcs
l, m, & n; & aprés avoir fair les réductions néceflaires, nous
[XOUVErons.

_ Damax bheex(BE-CB)(G—DD) A aay2) (G-DD)
ol ==t GV K —:ABCGs Ut

Dby  ancci(CA=ACH (G—DD)
G GV(K—:z2ABCGu)

Dees  aallz(AB-BAN(G-DD) CeexryV (G—DD
G T~ GV(K—:ABCGx) VG K—2ABCGx)

Done, puisqu'on peut définiv pour un tems écoulé quelconque ¢ la
quantité %, & de celle-ci les variables x, y, %, avec la formule inté-
grale U, on connoitra aulli pour le méme tems les arcs /y m, & #; de

| Z2 forte

VGE—2ABCGr) > ¥

@H-.r =1 (G—DD)
VG(K—2ABCG «)

colm— finU4 colU

cofn— finU4

v
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forte que le probleme eft réfolu jusqu’i la détermination des’ angles
A, p, v, dont il {uffic de chercher un feul,

XLV. Mais, puisque nous avons trouvé, tant les quantitésa, 1, =,

que les arcs /, wr, m, exprimés par la feule quanteé «, & quiil
yva dt — %, la dérermination de 'angle QPA — A n’aura au-

cune difficulté par le moyen de I'équarion différentielle 4 A —

— dt(ycolm -
fin /2
raifon de chercher plurdr cer angle A, que les deux aurres u & v, il
femble qu'on fera mieux de chercher I'angle QP O, que fair 'arc PO
avec le cercle fixe PQS.  Pofons donc l'angle QPO — @; & puis-
coly colm — colB col'n
fina fin{

£
i )* Cependanr, puisqu’il o'y a point de

que nous avons déjd rrouvé fin OAP — "

col 3 colm —4— col'y col'n
fina fin/

& col OAP— , nous auronscof QP —

cof'@ cof 7 —}— col 3 colm 4 col'y colm — -:—r-, dcaufc dev—

cof / ~{— v coflm —— 2 coln  Mais nous venons de rrouver

y — %_1 ki V{G—_Ejﬁj}g{_—:hﬂﬂﬂnj inU, & pour

nous avons ¥ — E — 2ABCr.

XLVI. Que dans le tems infiniment perit d¢ le pole de rotarion
O foir rransporté en o, & rirant I'arc Ao, & la perpendiculaire Op,
nous aurons op — da; & puisque le pole O change également par
Fapport aux axes principaux, foit que nous les regardions com-
me fixes, ou que nous tenions compte de leur mouvement, con-

fidé-
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fidérons Pangle BA O, pour lequel nous avons cof BA O

H

|l

<
col 8 &inBAQ — E_U__'.I"' De I nous tircrons & BA O

4
fina’ fin o

S ¢ . 1" —_— f:' »
a cofa coly 'fﬁ'wﬁ“?, & parrant Op =

QAo —

fin @ col 3
ek CZEE ool ﬁn?- Prolongeons l'arc #O en V, &
' facoly dyfinaf
nous aurons tang A2 O — mng AOV — L:; ;u A8 ;; 1::!';:"
dd‘ ! 3 ] ﬂl 3 2
— d if" ]
&Gaﬁcﬂfﬂﬂv_}{ﬁu fina*—~— 43 fin B2 ——dy? finy?)

qui f& réduir d certe forme Qo — iu V (dx*——=dy?——da2—ds?).,
Maintenant, pour trouver Pangle P OV nous avons pour I'angle AOP

fin OAP. fin/ __ cofy colm — cof 5 col'n &

fin AOP —

fin PO T fina in PO
cofl/—claclOP__ fina? cof/—cla cf B clm—colaclycln
SEADP== fina inPO — fing fin PO
& partant
i P Dv_(-:uﬁfc['w——cl"ﬂf:ﬁ:}cf AOV—(fine* cfi—cfa clFclin—claclycli finAOV)
o fina fin PO

XLVIL Or Ooe fin POV donne le perit arc O ¢ perpendiculaire
i l'arc Po, lequel érant auth = 4@ fin PO, nous aurons

da fin POV
d¢ PO = Oo fin POV = =%, & partant

d
P nui'n‘:*ﬂi (cofyelm—cl3 cli—(fina® of '—claclcln—clacfycln) tang AOV),

L . Sub-
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— dacola cly—dyfine fivy
da col 3 '
& parceque i fina cofe +4f finf3 cf34-dy liny c¢fy —o0, nous trouverons
dplinPO? —{.ycol 5 finy—d2in3 cly)cl/+( wlinacly—dyclaliny coln
—— (43 cola finB—da fina cof5) cofx.

Or, puisque cofi m:%; colB— f—, coly :‘-} ,onaurad3n—

Subltiruons ici la valeur de tang AOV—

ydu
-1

d zd ds
S -éf, & dy finy — 222 done

- ¥- ] .

. sdy—yds__du(B:5—Cyy)__xdt(Baz—Cyy)
cycol3 fm}'—a’ﬁﬂnﬁc&:-—h# e — Pyt )

& partant, i caule de Bss —Cyy —DE—CB, nous aurons

dt (x(BE—-CB)col/ +y(CA—AE) colm+4 2 (AB—BY) coln)
= E—2ABCrt—uvv

XLVHIL Subftituons enfin pour cof /, colm & cof # leurs va-
leurs trouvées; & puisque
aaxx (BE—CD) +bbyy (CHA—AE) 4 cozz(AB—DBA) ——H+2ABCF«
bocexx (BE—CP)*——aaccyy (CA—AE) * - aablza (AB—FAU) * =
(aaxx == blyy——ceaz) (AAaayyzs ——BBbbrxss —— CCrcxayy) —
xxyyas (Aaa = Bbb —= Ceec)? — F(H — 2ABCIn)
Aaa (BE — CB) B (CA—AE ) —+ Cec (AB —BA ) —ABCF
dp(E — 2ABCy — vv) __

dt —

; F {H—-——~ s ABCFmYy {:'G— E}@ (iaU
oCrs 'aV{GG—E{;E} 2ABCGux)
+ K — sABCGH) Y

De li nous concluons:

5} f:H :;EECF#}
G

Od
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O il faue remarquer quiilya GG(E — 2ABCy — vr) =
(G—DDFF4-G{K—2ABCGH)y~G—DD) (K—2ABCGx) fin U?
— 29FV (G — DD)(EK — 2ABCGrw). finU

o TN : we_ @t (H— 3ABCF:)1V'G
j- -ip—— E— . =) ——
MNLIN. i‘u:S:i.L. il —_— . —-E G 5 & du— .tj'zdt,

notre différentiel 4@ fera ézal 4 une fraction, donr le numérareur eit
—DI(K—2ABCG)  G—4-TdUV G(G—DD) (K—2 ABCGin) finU

ABCFGdwV GG — DD
t VK — :ﬁfuc:c,'") 2 cofU
& le dénominateur:
(G-DDYFIG (K-2ABCGr) - 2DF V(G - DD) (K- 2ABCGr). in U
— (G — DO)K — 2ABCGnw) finU?
Pour abréger cerre formule, pofons V(K — 2ABCGr) = s,
& V(G — D) = 4, de forie que ABCGdue —— — sdy,

& le numdrarcer (era:
— DrssdUVY G = FhsdUG.finU — FhdsV G. cofU

& le dénominateur:

BAFF 4= Gss — 2DFAsinU — Ahss inU?®

L. Avant introduit ces valeurs abrégées, nous aurons d intégrer
ectre formule

ip — —DsrdU - FhedU inU — Fhds ol U, o
T FFhh—4=Gss—2DFhsfinU — AhssfinH?

laquelle, & caufe dedd — G — DD, feréduird

i e T DrsdU —= FhsiU inU — FhdecolU VG
¢ — (Fh=— Dsfinv)? <= GsscolU? =

dont
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dont l'intégrale eft évidemment:

- Fh — DU
O =dreuag it U vG °*
FA — DrlinU

oubien tng® = ——=7 G
Cerre formule, en refticuant pour 5 & & les valeurs fuppofles, fe ré-

duir a celle-ci:
_FVG — D9) — DinUV (K — 24ABCGx)
g == olUVG(K — 2ABCG#)

LL On peut donc trouver cetangle QFO —= @ indépendam-
ment de la quantité v, ol je n'ai pas introduit une nouvelle conftanre,
puisque le cercle fixe PQS peut &mwe éabli 4 volonté.  Done,
fuppofant cet angle @ connu, puisque nous venons de trouver
2inPO = V (E 2ABCu — vi), cette quantité eft égale 4

V((FA — DsfinU)? - GsscolU?)

G 3 & partant &
s colU V(E—2ABCG#») cofU
i in PO = — i roimind
o0V G de forte que & fin 7G ol g
K — 2ABCG (U
s PO L Ao 2A R0 ) 55

Y G(E — 2ABCx) coflp ’
DF 4 V(G — DD)(K — 2ABCG») finU
GV (E — 2ABCuw«)

Or, ayant frouvé I'angle’ QPO = @, il en faur rerrancher Pangle
APO pour avoir 'angle QPA — A.  Pour cer effer nous avons

cof PO =

__=scofim—ycolr & cof AP E.l:‘tﬁmh —ycol” colm—zcoifcole

fin APO =" PO i/ inP Ofin/

L.
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LIl. Quand j'ai < ¢ ce probléme la premiere fois, fans faire
réflexich que la quaniité aax cofl ! —— bbycolm —— ccscofn
éroir une quanticé conitante, il m'a éé impoflible de dérerminer les
arcs /, m, i malgré tous les efforts que je fis pour réfoudre les équa-
tons n®. IV, V, VI du ¢ XXXII, guoique jculle déji dérerminé les
quantités x, y & 2, parle tems#.  Auffi m'imaginai-je, que ce pro-
bléme congi en general {urpalloir les forces du calcul; & je ne cris
pas 'y réullir micux en compofant ce Mémoire. e vis donc avec
bien de la {Grprilc que la méthode que j'ai employée ici, m’a conduit
au bur propolé, laquelle mérire par cerre raifon d*auranr plus dartention,
qu’elle nous fournit un exemple, combien il eft dangereux de pronon-
cer fur I'impoflibilité de réfcudre quelque probleme, quoiqu’on y
rencontre les plus grandes difficultés, qui femblent méme furmonter
roure I'adrefle du calcul.  Par cerre railon il vaudra bien la peine de
merrre devant les yeux toures led parties de la folution de ce pro-
bléme.

PROBLEME.

Un corps folide dune figure guelcongue w'étant follicité par mucunes for,
ces, fion lui impriac un mowvement guelcongue, déterminer ln
continuation de cc mouvement,

LIIL Sile corps a un mouvement progrellif, puisqu'il demeurera
pérpetuellement le méme, qu'on 'en dépouille, en forre que {on cen-
rre d'inertie demeure en repos; & la queltion revient & dérerminer le
mouvement de rotation, ou pour chaque tems écoulé rant l'axe de
rotation que la vitefle angulaire.  Pour cer effer, il faur confidérer
les trois axes principaux du corps, quifoient1A, 1B, 1C, erpar
rapport & cux les momens d'inertie Maa, M), & Mce.  Rappor--
tons le corps 4 une fphere fixe décrite autour du centre d’ inerte du
corps I; qu'aprés le tems —= ¢ (econdes les axes principaux du corps
répondent aux points A, B, C, dans la furface de la (phere, &T'axede,
rorarion au point O, avtour duquel le corps tourne dans le fens ABGC
avec la vitelle angulaire — ¥, ‘ot ¥ mdrque langle décrit dans une fes ;
conde, -le fmus total, ou le rayon-de lai fphere, émor = 1,

Mém. de [Acad. Tom. XIV. Aa LIV.

big. 1.

Fig. 3.
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LIV. Polons pour ce rems de # ftcondds écoulé depuig le com.

mencement: 8 colAO — x; 8cofl BO — #; #colCO — 2:
bb—ce ce—aa aa—bb

& foit pour abréger s 7 =

Cela pﬂfé, il fur au commencement * — V'¥; y = VH: &

I 1

= V'€, & partant la vitefle angulaire — V(A + B + €),

du
il faur imtégrer cette équation :a‘.t_v AT2An) BBy @200,
en forte que, faifant # — o, il devienne ¥ == o. De li on aura
pour le tems indéfini # la valeur de #, & cnluire:
=V (A 4+28u); 3=V (B +2Bu); 2=V (€4 2Cu)
d'ott I'on tirera la virefle angulaire

=V (A+=DB 4+ C 2ABCuy)
puisque A — B 4 C — — ABC. Aprés ccla on connoitra
x

gifément les arcs OA, (i'.'B, OC, des formules col AO — :;

cof BO — %—; cof CO — —E, qui dérerminent la firnation de

Paxe de rotation 10 par rapport aux axes principaux du corps.

. LV. Enfuite, pour rrouver la politicn des axes principaux i I'é-

gard de la fphere fixe, ot je prends d plaific un point fixe P avec un

cercle fixe PQS, puﬁms les arcs PA — LPB—Zm PC—=n &

foir pour abréger:

A+-B+E—F; Hur—-Bl—+-Tee=F; Aot 4B EA—=G
Aﬂﬂuﬂi@ - EB!!IQ{E -—Jr-- CC:EQ‘E} e o |
AABE 4 BB YPE 4 CCeeWB — K

Qu'on cherche maintenant un arc, ou angle U, de forte que
(H — :AB’CF::}JHVG )

U R ABCE Y B A B2 Eu}{i-—i—zCﬂ
ﬂ
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qui renferme une conitante arbjrraire, outre laquelle on y introduifg

encore nne autre ;. & alors gn snras

cff-*ﬂ; x+”“;fff rm)?ﬁ:} Ef;"’r U+$’E’I.E.ﬁf%% (U
fﬂf—ﬁ’c’f“’r”}iil{&m_‘ “?i éf, Eﬁ}" U+ffé’.‘.£?/f§?§?§ v

R S O Com 20

LVI. Pour ces deux conltantes, dont 'une elt D, & lautre
renfermée dans I'arc U, il les faut prendre en forte, que pour le com-
mencement ol ¢ — o & & “— o, lesarcs [, av, », deviennent aul~
fi grands qu’ils ont é1é précifement alors.  Car, quoiqu'il y en air
trois, il foffic d'en avoir dérerminé deux, d cavfe de leur réladon
col{® —— colm? —= cola? — 1. Lnfin, pour la pofition &
{'égard du cercle P Q S, finous pofons l'angle O P Q_ = @, nous
aurons en introduifant une nouvelle conltante pour Vajufter a I'érac

initial,
FV(G—DD;— Dfinl. 1" (K—2ABCGx)
g (00— colU. ' ﬁ(h 2 ABCGu)
scolm—ycln __V{(K—2ABCG«) cofU
Gr,{'nﬁFﬂ— 4 GnDO. ﬁnfﬁwﬁnP«D_ e . cffﬂf}

Par ces formules le probleme propof¢ eft parfaitement réfolu.

Autre folution du méme Prollime.

LVII. La folution pn.::f:{.lt:nrc n'eft {i compliquée que parce
qu'elle fe rapporre en général 3 un point ixe quelconque P, &duncer-
cle fixe PQS quclmnqu-.:, d’'olt il doit y entrer un grantl nombre de
conftantes. Mais, puisque ces licux fixes font arlu.ram::s on lespeur ¢ra-
blir en forte, que nos formules deﬂwenne'm: b:au-:cmp plus -ﬁ-mpl;:

i 2
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La conftante §) dépend principalement du point P, & rien n’empé-
che, qu'on ne le prenne au commencement en forre qu'il devienne
G—DD—0, 00D = VG = V(Aa* 4+ Bi*—4-Ec*)
Alors, ayanr trouvé l'angle U comme ci-delfus, on aura par des for-
mules fort fimples

aax by cce
o 5 s, r — e,
ca['f_yﬁ, col m G col n G
& partant pour dérerminer ces arcs 4, #, #, on n'a pas méme be-
fuin de chercher 'angle U, Or pour l'angle OPQ_ = @, on aura,
en négligeant la conftante §, cetre équation tang @ — — fn-U ou
o3 4 coflJ’
bien  — — U. de forte que
(H— 2ABCFm)du1 G

¢ :"r(li»-—:ﬂﬂc{m}}*’li’lﬁ— 2 Au)(B—42Bur) €+ 2Cu)

LVIIL Mais ayanr exprimé {i commodément lesarcs /s, & », on
peut immédiatement déterminer les angles QPA — 2, Q_FB —
& QPC — v, par les premieres formules N, VII, 1111 &IX. Car,

b4 "
puisque fin / 2 — cof m * —= cof 11 2 = :”?i_: 2%

bbyy 4= cesz  F—aave
YaG T VYwu

_ G—atxx
— G

, & ycolm——zcoln —
— dt(F —4— raxy)

G — atxx
— du(Brb 4 Ccc — 2Aa0)V' G
(B4 —2 A0 )V (A2 A1) (B +-2Bu) (€4 2Cv)
Qutre cela, nous trouverons, puisque K= G{ﬁ+$+EJ_FF

aaxx—=bbyy—-ccas F .
VG — VG (ﬂ—l—ﬁ-{—{!—-: ABCu)
&

nous aurons dh — , ou bien

di—

(PO=
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V(K — 2ABCGu)
&WPO = G 4+ B - € — 2ABCwy
AraysV G
fin APO = V(K — 2ABCGx) (G — atxax)
GrV (A+B+C€ — 2ABCr) — Faax
V(K — 2ALCG#) (G — atax)
Or, pour avoir le point P, on n'a qu'i prendre au com.iencement

P4 ] _ ¢
el & col CP — r:]f—ﬁ.

& deli

& col APO —

col AP — ﬂn']/-?l—‘ cof BP = b))/

G )
LIX. 1l fera bon de voir, comment ces fimples formules don-

nées pour cof /, cof'm, coln, fatisfont aux équations N°.IV. V. & VL.
Puisque dx — A3 2dt; dy — Bradr & ds — Crxyde: les for-

anx by ___ ces
mules cof / — et col m — el & cofln — VG don-
— = — o s I
nent J!fma":-f—gﬂ'—éf; .:ﬁnﬁnm:——l?f%—r; a’r;ﬁnn:_&f/fg{t
—(ee —t)ys __ — Anayz
Or ycof # — zcolm — G =G & de
A ' —Bllxs — Crexy
méme mmﬁ—-—-::ufn:—?ﬁ : xcnﬁ:—-—_ymﬂ:w;i

d'oir I'égalité eft évidente. Mais la principale circonftance qui four-
nit cette commodité, eft que atxx —— b4yy —— c*22 eft une
quantité conftante — G, fans laquelle il n'y avroit point cof /% —j~
colm ? —— cofm*® = 1. Pour cereffer il faurobferver, quiily
a non feulement Aaa =+ Béé -~ Cce — o, mais aulli
Aat~4~Bb*—4~Cc* =0, dec forte que rant aaxx ——bbyy—~ccaz
que a*xx == b*yy - c¢* 22 font des quantités conftantes. Mais
dévelopons quelques cas particuliers.

Aa 3 e LS
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I St tous les momens a'inextie fimt froux.
&

LX. Puisquesa—/lb—ce, nousaurons A—o, B—o, C—0q,
& putant » =V ¥; y = VD, &z = VE Donc
E— V(A 4 B - €). La virelle angulaire ¥ demeurera donc
roujours la méme, & I - : de roration ne changera poinr par rapport
aux axes principaux, puisque les arcs AQ, BO, CC demeurent aufli

aal N
aVA+BE A
cof m — cof BO, & cofl w — col CO, le point fixe P tombe
enO. Dot nous voyons quel'axe de rotarion 10 demeure avfli fixe.
Concevons donc le point O en P, & l'angle QO A = A fera expri-
mé par cette équation :

. — V@B __ , .
d\— VADE =—dtV(A4-B+C)=—u#

qui eft par conléquent proportionel au tems. Tout cela revienr 4’ ce
qui elt deji connu d'ailleurs, qu'un rel corps, ol les momens d'inertie
{ont ézaux entr'eux, quelque mouvement de rotation qu'il aic regu,
le conferve tovjours uniformzment, & que i'axe de roration demeure
fixe, ou dirigé conftamment vers le méme point du Ciel.

conltans. Enfuite, 3 canfe de coli—

IL Si denx momens principaux dinertie font egaux entr'eux,

LXI. Soit donc bd— er, & nous aurons A—o; B— o e

cc

&C=2—1, owB=—C I fadu donc intégrer

tte fi ul ﬁ,il-'""" du & oA
Cerre e T - - »

ere o VA(B — 2Cu) (€ 4 2Ca)’ °°

I 4Cl’—2}+€ 1 E——_ﬁ

= ——— Arc.lin Arc. fin - —="=,

T R T = AT o7 S =

» pour
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pour faire en {orte que # évanouifle, polant ¢ — o,
done pour le tems écoulé de ¢ fecondes
v =R LS mace +oyva+ 228

¢ — B,
prenant & en forte que fin.2CIV'A —= % - ¢ & partangt

2/
cof 2 CV' Y — ;ET‘I-E%

—2VBC€ oocova + 2 & —cof2Crv ) on

Nous aurons

par conféquent

- ~4C 4C

. '
Yy — (‘B E}ﬂnCrVﬂI:-é- 2V BE. cof Cr V'Y (nC+V/9L
& de la:

a=VA; y=V(B—2Cr); +=V(C€—+-2Cu) &=V (A+B+-E)
LXIl. La vitelfle de roration demeure done roujonrs la méme,
; x V'

& puisque cof AQ = Pl 740 . 3

pal 1O, par rapport auquel le moment d'inertie eft = Muaa, les

deux autres €rant égaux entr’eux —— Mce, cer axe confervera rou-

jours la méme inclinaifon @ I'axe de rotation 10.  Enfuire, qu'on

prenne un tel point fixe P qu'ily etit au commencement ¢fP —ﬂ—;]%ﬁ,

soPB— VB &coflPC— id sh ol G =at Bt - &c*;

I'axe princi-

— VG VG’
& aprés le tems de ¢ fecondes on aura
a VA ceV ?B-—:Cu) eV (€—-2Cu)
eof’ PA_-—E cofPB=" VG cof PC== VG

de
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de forte que le point A conferve toujours la méme diftance AP du
point fixe P.  Enfin, prenant F — Hsa +— (B 4+ €)ce,

onavra dh — :;;- V{(Aat 4+ (O3 —+ €)ct), oubienle
point A tournera uniformement autour du point P.  De méme, pour
Pangle QPO = @ onaura dp — -_—g V' G, o l'angle APO
eft aulli conftant.

V'Y
Va?

& que cer arc rourne uniformement autour du point fixe P avec la vi-

tefle angulaire = V' (B 4+ € - ———) dans le fens RQ, au

LXIIL. Puisque I'arc PA eft conftant, f{on cofinus érant —

lieu de confidérer le point O, examinons 'angle PAB, dont le cofi_
colm__ 1V (B—2Cv) __—cofn —V{E_Fa.ﬂﬂ:,

nus eflt — 7 —V (B & le finus = e B 6
Le cofinus de cet annr]c ¢10it au commencement — 37 (ﬁvi EJ‘
& {on finus — =re . Done, pofant aprés le rems 2 cer
V(B -+ €) ’
ancle PAB— @, NOUS aurons Jmcﬂfw: — Cdu
) V@B C)@F2Cw
& partant dw = Ll — — Cdt V.

T V(@B —2C)(€ + 2Cu) T

[0t nous vovons que I'arc AB tourhe uniformement-autour du point
A, dans-le fens BP, avec la viteffe anguliive — CV' 9. De cetre

manie-
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maniere on fe repréfentera le plus diftinétement le mouvement du
corps, en difant que le point du corps A rourne uniformement au-
autour du point fixe P, & que cependant le corps lui méme tourne
uniformement aurour du point A.

LXIV. Puisque les poles B & C peuvent &rre pris i volonté,
pourvu qu'ils foient ¢loignés dupole A de 90°, le mouvement d'un
tel corps pourra étre repréfenté en général de cerre maniere.  Pre-
mierement, le pole A tournera autour d’un point fixe P uniforme-
ment, pendant que le corps lui méme rourne aulli uniformement au-
tour du pole A.  Enfuite, pofant 'arc AP — ¢, la vitefle angulai-
re, dont l'arc PA tourne aucour de P vers PQ, — &, & la vitefle
angulaire, dont le corps tourne autour du pole A dans le fens BP,— 4.

Les équations cof :—?—V-—g"oumngg —° Vﬂ ?if;_ E);

4
s — VB 4+ <&+ ﬂ’__f:,)&a:(:—:—- 1)V U, donnent
V(BH4-E)__aa L 08 * at. _ aa
—'[:—’Tﬂ H_&Eﬂﬂg &J_ﬂHfV(z*amgf' t i""}_-(ﬂﬂ'—'{'ﬁ';h:{g"

de forte que £: & = aa: (aa — cc)cof{.  Qui elt le rapport
entre les virefles angulaires & & 4.

Méw, de ! Acad, Tom. XIV. Bb REMAR—
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