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e S (o) iR
S DE |
RESOLVTIONE
AEQVATIONVM. CVIVSVIS GRADYVS.

An&ore
L. EVLERDO,

1.

Qnae in Algebra adhuc de refolutione aequatio-

num -funt’ tradita , ea, fi ad regulas gencrales ‘
fpedtemus , tanwm ad aequanones, guae quartum gra-
dum non fiperant , patent , neque etismnum regulae S
funt inventae , guarum ope sequationes quinti altiorisue
cuiuspiam gradus refolui’ queant : ita vt vninerfa Alge-

bra ad aequationes quaruor primorum ordinum reftrine

gatur, Hoc autem de regolis generalibus eft tenendum,

quiae ad omnes aequationes einsdem gradus fint accom-
modatae ; nam in quouis gradu dantur jnfinitae zequas

tiones , quae per dinifionem in duas pluresue aequatio-

nes graduum inferiorum refoloi poflunt, guarum id-

circo radices iunctim fumtae praecbent omnes radices

ilarom aeguationum altiorum graduum. Tum vero a

Cel. Moinraeo obferuatae funt in quouis gradu quaedam
aequationes {peciales , quae etfi per dinifionem in faco:

res refolui nequeunt, tamen earum radices affignare

liceat.

2. Ex cogmm autern  refolutione  generali 2e.
quadonum primi, fecundi, tertii et quarti gradus, cone
ftaz

[
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fat quidem, aequationts primi giadu- fine vlla. radicis
. extractione refolui poffe: at aequationum fecundi gradus
refolutio iam extra@ionem  radicis quadratac  poftulat.
Refolutio autem aequationum  terlii gradns tam  CXUras
Gionemn radicis quadratae, quam cubicae, implicat , et
guarti gradus refolutio infuper extraGionem radicis bi-
quadrause exigit. EX his autem tuto concludere licet,
refolutionem aequationis quinti gradus generalem ex-
tradionem radicis furdefolidae praeter omnes radices in-
feriores poftulare , atque in  genere radix aequationis
cuinsuils gradus p  exprimetur per formam , quae €x
omuibus figais radicalibus, tam gradus 7, quam gradoum
inferiorum, erit compofira.

3. Haec perpendens olim in Comment. Acad.
Imper. Petrop. Tomi VL coniectoram aufus fam pro-
ferre circa formas radicum coinscunque aequationis.
Propofita namgue aequationc gradus cuiustis

r"—_i—-Ax"‘h—{—Bx"‘*’-q——Cx"""* — €tc. == 0.
in qm fecundum terminum deeffe affamfi, quod qui-
dem femper ponere licet , fufpicatus fum, femper dari
aequationern vno gradu inferioris , velud

I YUy A+ - By et =0

quam illius refoluentem appellani, ita v, {i buivs con.
flent omnes radices, quae fint @, B, y, & , £ 6tCs
quaram sumerus eft #—1x ; ex iis radix illiss aequa-
- tionis ita exprimatur, vt fit: -

n " n ]
x=VYa+4-VB+Vy V-4 et
Quam
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Qmm conieéturam conﬁrmam, oﬂendens, refolationem.

equationum inferforum revera €x hac forma generali
deduci : neque etiam punc dubito, quin haec conjectus
ra veritati fic «confentanea.

" 4. Praeterquam auterm quod $nuentio aequationis
tefoluentis’, i propofita quartum gradum  tranfcendit'
fit difficillima , atque adeo in genere vires moftras ae-
que fuperare v1detm, atque ipfa propofitae -aequationis
refolutio 5 ita vt practer formas fpeciales cafibizs Moiw
Yreanis ﬁmde: tobis nibil admodam - Toppeditet: alia’
- nfiper incommoda jo illa forma obferudui , ‘quae mie
eo ioduxérmt , vt arbitrarer , aliam forte «dari formam
illi non admodum diffimilem ., ~quae -ifiis incommodis
non «flet {ubiedta , ideoque malcrem foem nobis face-
rer, in hoc arduo Algebrae opere” tandem vlterius pe-
netrmdl ‘Non parnm adtem in I:roc negouo prodetrt,
;veram formarm radicom «:musqut aequanoms :.n:cw:.elm,zsr
per[pex;ﬂm

- 4. In forma antem per '{‘uperlorem comc&uram\
ernta hoc imprimis defidero , quod omuaes aequationis
propoﬁtae radices mon fatis d1ﬁ111&e exprimantur. Edi

enim quoduis “fignum -radicale Vo tot valores - digerfos
‘_compleé’mmr,._qunt numeras 7 COIltltht vhitazes . ita

'vt i a, B £, D, ¢ etc. ommnes ‘valores formulae V ¥

,denotent pru ch feribere hceat quamhbet harum for-*

o

mularom a‘/a 6Va,c1/a BVa cfe. tamen mamf‘e—
 Ttum
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a r "’/ .]n/
fum, hanc variationem in fingulis terminis ¥'a , B,

Vv, 7 & etc. non pro lubitu conftitni poffe. Si enim.
combinatio horum terminorum cum litteris @, b ; €,
D, ¢ ctc. arbitrio noftro  relinqueretur , UM multlo
plures combinationes refultarent , quam aequatio contl-
pet radices, guarum numeius eft =n.

6. Quo igitur forma radicis x fupra exhibita
omnes aequationis radices fimul comple@atur, necefle

¢ft, vt combinationes terminorum ¥ e, VB, Vv, 8 etc.
cum litterss @ , b, ¢, D etc. certo quodam modo
circumicribantur , atque combinationes, quae ad aequa-
riones radices repraefentandas fint ineptae, excludantur.
Ex refolutione quidem aequationum tertil et quarti gra-
dus vidimus inter radices vnitatis eiusdem nominis @ ,
b, ¢, D, certum quendam ordinem conflitni debere,
fecundum quem etiam combinationes fint perficiendae,
Hunc in finem autem fimilis ordo in ipfis radicis mem-

biis Ve, 'f/ﬁ , Vo, Ve etc. erit tenendus, quo
combinatio dirigatur. Verum quia non conftat quem-
admodum in radicibus fuperiorum graduim talis ordo
fit conflitvendus, hoc fine dubio infigne eft incommo-
dum , quo forma coniecturae meae innixa laborat,

quod igitur remouere in hac differtations mihi eft pro-
pofitum.

7. Primum autem conueniet, ordinem certum in
radicibus cuivsuis poteflatis ex wvnitate conflituere y quo

fumma plerumque varietas combinarionum reflringatar.
Tom,IX, Nou.Comm. K Quem
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Qucm in finem. obferuo, i practer vnitatem alius quis

conque. valor ipfius ¥ 1 fit =@, tuo etiam 7, 0 p

a*, etc. idoneos. valores ipfius ¥ 1 exhibere : mam fi
fit a"—x erit. quogue. (%)= 1, (@) =1, ("=t , etc.
Hinc fi. rehquae radices pouanur B ¢, D, etc. quo-
niam. im: iis, repetiuntur @, 4%, 47, ctc. jam. certus. qui-
dam ordo: perfpicitur ,. quo hae htterae inter fe. difponi:
debent., Ita fi poft vnitatern,. quae femper- primvom
Jocum. tenere. cenfenda eft ,, a littera ¢ incipiamus , va-

lores. formuke ¥ 1 erunt 1, @, 0,0 ,0 .0
quorum. numerus eft 7 ;. plures. enim. 0;currerc neque-:
vant, cum. fit gt =1, @ '=qQ, a+r—g etc. fimili-
que. modo res fe. habebit, fi poft vnitatem a quauis
alia. littera B ,, vel ¢, vel D etc.. incipiamus.

§.. Hinc: ergo: meritos fifpicor;, talem: quogue Or=-
dinem in ipfis. terminis: radicem: acquationis. % expti-
mentibus inefle ;. fen. ﬁngula\ membra. radicalia. ita efle:
comparata ,, Vvt refpeé’cu, wniuscuiisque: reliquae. fiot eius,
poteftates . ﬁnguhs, antem; membris: nunc: pecefle  erit,,
coefficientes. indefinitos. tribuére.. Quare fi acquano tcr.:-a
mino. fecundo. deftituta,, fuerit .
gt At = Bar— - Cam D™, . L =
maxime probabile- videtur- radicern. quamlibet. huius. ae--
quatmms ita expnml vt {it = '

x“'Q[VqJ—I-EBVtv +@:Vrv +Q l/fu S P +£:)Vv”“**
wiY, B, C,D ec fioe quanntates vel rationa.
Jes,, vel faltem. non. § ignum radicalc 1/ ingoluant, _gnip~

pe:
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tatem  eiusque poteftates afficiat ,

pe quod tantum quanti
titas v tale fignam inuoluat.

multo minus ipfa quan

o Ex hac forma primum patet eam non plue
va membra, quam quorum numerus {it #~1, cominete
pofie : nam etiam i feriern illam ex foa indole vlterius
continuemas 5 rermini fequentes iam in praccedentibus
contenti deprehendentur :  €rit enim 1“’@’&"*"::@1’}41;
¥ ot — oV o ete. ita vt irrationalitas fignum radicale 14
inpoluens, plures diverfas fpecies non admittat , ‘quam
guarum numerns eft =7- 1. Etiamfi ergo illa feries in
shfinitum continuetor , tamen terminos eiusdem {peciei
ratione irrationalitatis addendo omnes ad terminos nu-
mero n—1 redigentur. Cum igitor iam ante videri-
mus, plores terminos in radicis expreflionem non ingre«
di ;, hinc non Jeve argumentum habetur , hanc nouam
formamn veritati plane efle confentaneam : eius autem
veritas per fequentia argumenta multo magis confirma-
bitur. : :
10. Haec expreffio quogue fponte fe extendit ad
sequationes , in quibvs fecundus terminus  mon deeft ,
dum [uperior remotionem fecundi termini exigebat , ex
guo ipfo hacc noua . magis naturalis eft acttimanda. Con-
tinuatio enim terminorum irrationaliom -?/tv Vo', Vo' etc.
etism terminos rationales Vo©, Vor inuoluic, qui ob
sequationis terminum fecundum adiici debent. Hinc ge-
n‘t'r_ulins.pronnnciare poterimns, fi aequatio completa or=
dinis cuivsque # fuerit propofita :

- AT - Axv - B 3" o a4 le ele. =0
K 2 | eius
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eius radicem exprimi huinsmodi forma :
n n n o, o ®o
x::m—}—-Q[.Vkv-—{—-EB Vo CVe' DV o 4 OV

vbi « partemy radicis rationalem exhibet , quam conflat
efe ——:A. Reliqui autem termini continent partes
irrationales radicem poteftatis » inuoluentes, quarum ,
qustenus funt diverfae , numerus excedere nequit #—1I,
omnigo vti per formam fuperiorem intelligitur.

1z. Hinc . porro: videmus, fi o fusrit eciusmodi
quantitas, Vvt ex ea radix poteftatis # adtu extrahi,

feu ¥ v vel rationaliter , vel per figna radicalia inferic-
ram poteftatum exprimi queat , tum irrationalitatem gras
dus # prorfis ex forma radicis egredi. Hoc autem me-
ceffario vfo venire debet , quoties sequatio propofira %
fiftores eft refolobilis, tum enim nulla radix figoum

k-
radicale ¥ continebit. Quare cum natura rei poftulet ,,

L] * L ﬂ -
vt his cafibus omnia figna xadicalia ¥ emanefcant, et adi
figna fimpliciora reducantur: ex formia autem foperiori
non pateat , quomodo enanefcente vno. huiusmodi figno

n . B, 1 i .
¥ a reliqua V'3,V 7, etc. evaneftant , ifta expreffio obs
hanc rationem multo magis ad aequationum. naturam ace
commodata et cenfenda,

12, Practerea vero haec forma, in quo cardo to:
tius negotii verfatur, etiamr ommnes aequationis radices

-fine vlla ambiguitate offendit: mneque enim amplius

<, P . e L
haeremus , quomodo cum omnibus fignis radicalibus ¥
» - - n . L3 - -
totidem  valores radicis ¥ 1 combinandi fint.  Si emim

‘ omnpes




AEQVATIONVM CVIVSPIS GRADVS. 77

. ' “*

omnes radices poteftatis # ex vnitate fint I, d, b,e,.
b, ew. ac ¥ » com earum quacunque (§ combinauer1ms,
n . n . =

propterea quod Vo vtique eft ¢ Vv, tam PO 1/4) ,
. . 2 1 £

¥ o', ¥ o* etc. fcribere oportebit Ve, qa Vv

0*Vo*, etc.  Terminus autem conftans @ , quia for-

s 8 o Mt o 8__

mam © V o° repraclentat, abibitin @ vV =1 obg=1,

jdeoque in omnibus radicibus nullam mutacionem fubit ,

quemadmodum reliqua membra. Quod cum ex refo-

lotione omnium aequationum per fe fit manifefium ,

hinc nounm ac fatis luculentum babemus Criteriim  ves

ritatis huius novac forrae, quae OIMNIUM AGGUALIONNIE

radices in fe compledi videtur.

13. Hinc antem porro manifeftum eft , quomo=
do vna coninsque aequationis radice cognita, reliquas
radices omnes exhiberi queant : ad hoc tanmm nofle
oporter omnes radices eiusdemn poteftatis €x  Vnitate ,

few: omnes valores ipfius V 1, quorum EuUmerus .
Ac i iftae vnitatis radices fuerint 1,4, B, ¢, b, eI,
aequationisque vna radix inuenta fit

=YV o +-PBV € Vo'g-... 81"" g™
radices reliquae erunt ; _ '

n Tn n ” .
= o+YaVe-+-Ba Vo4 €@t Vo s . L O Vo
x:m_l_g!bf/w_l_%b:i}vq_gﬁr{/wsi_ . an-—r-;‘/,vm—n.
s=o0+ YVt BD Ve +C¢’ Vo' .. Dcf"“‘iyb"““

K3 Lca
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ficque femper tot obtinentur radices, quot exponens m,
qui aequationis gradum defignat, continet vnitates,

, 14. His igitur argumentis nouwa haec radicum
forma jam_ ad fommum probabilitatis eft evetta ; atque
ad plenam certitudinem oftendendam nibil aliud requi.
titur , mifi vt regula inueniatur, cuits ope pro quanis
aequatione propofita ifta forma defioiri,, et coefficicn=
tes I, B, €, D etc. wum quntitate » affignari

queant, quod fi pracftare poffemus , haberemus fine

dubio generalem omninm acquationum  refolutionem ,
irrito adbuc omnium Geometrarum  labore requifitam.
Neque igitur equidem tantum mihi wibue , vt hanc re-
gulim me inuenire poffe credam; fed contentus -ero
Plene demonftraffe, omnivm zequationum radices certo
in hac forma efit contentas. Hoc aurern fine  dubio
plurimum fuminis foenerabitur ad refolotonem aequatiow
tum., cum cognita radicum vera forma via inveftiga=
tionis ‘Hon meaif:«:rjter facilior reddatur, quam ne ine
gredi quidem licet ,~quam din forma radicemn fierig
incognita. '

15. Quanquam autem ex ipfa aequatione propo-
fita nobis adhuc non licet radicem eius, fen coefficientes
A, B, € D erc. cum quantitate o affignare, tamen
demonftratio veritatis aeque fuccedet, i vicifim ex
affumta radice.illam sequationem , coius eft radix , eli-
ciamus. Hiec autem zequatio libera effe debet a fignis

. . -y . . . .
radicalibus ¥, quoniam aequationes, quarum radices in-
veftigantar, ex terminis. rationalibus conflare - affumi fo~

leat,
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fent. Quaeftio ergo huc reducitur;, vt huiusmodi ?eguatiq
a::m:-’r%hnfw-i—%fv’?’r@:‘?v"—’r T 4 Vot
ab irrationalitate; few fignis radicalibus: V', liberetut’ », at-
que acquatio rationalis inde. deducat_ur,, de’ qua Qemceps-
certo. affirmare poterimus , €ius radiceny efle: 1pfam:. S &
preffionem affamtam ; fimulgue ind_e. rehquas‘f radices
quac eidem aequationi. aeque conuenunt’, afligoare’ va-
lebimus. Hoc ergo modo falrem: infinitas. aequationes
exhibere poterimus , quaruir radices- nobis- erunt cogni-
tac , atque fi hae aequationes in. {& complectantur
omnium gradunm aequationes generales,, etiamy Darups
reflutio. in noftra erit poteftate:. < ‘
16. Parnm quidem a nobis praeffitanr irf vide-
bitur , fi tantsm. plares aequationes , quardm radices as~
fignari queant, exhibuerimus 5, cum- x. primis: elemen-
tis: conftet , quomodor cuitsvis gradus aequatior formari
debeat , quaer datas habeat radices ¢ fi enim quotcun~
que huvivsmodi formulie x—a, x—b; x—¢; €C in &
jnujcem multiplicentur , obtinebitur vigue: aequatio;, cu-
jus. radices futurae font x==a&, x==4&, x="¢, etc. fed
talis: acquationis formatior parumy lncrii affert: ad: refolu-
tionem. aeqmationum.  Primum autem obféruo, hoc mo-
do alias aequationes non nafti , nifi quae fint habiturze
factores ; aequationum. autemn , quae in fadores refolui
poffunt, refolutio, nulla laborat difficulrate. Haud maio-
. ris quoque momenti funt in hoc negotio: aequationes,
quae ex multiplicatione. dvarum pluriumue inferiorom:
acquationum producuntur , quarum refolotio nihil planes
prodeft ad refolationem generalem perficiendam..

L
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17. Quodfi autem ex poftra forma y=o+ YV v

- Vo' etc. ad aequationem rationalem peruenia-
mus , ea certo factores rationales non habebit: fi enim
haberer, eius radices , quae fimu! effent radices aequa-

tionum inferiorum gradonm , fignum radicale V non
implicarent. Plorimum is praeftare cenfendus eft , qui
dequationis cuiuspiam  altiorls gradus, quae in factores
refolui  nequeat , radices affignaverit: quam ob rem
etiamm Cel. Moivreo ingentes debentur gratiae, quod ex
fingulis sequationum gradious vnam exhibuerit in facto~
res irrcfolubilem, cuins radices affignari poffint ; atque
fi eius formulae lativs paterent , multo maiorem fine
dubio effent habiturae vtilitatem , dum’ contra aequatio-.
nibus in factores refolubilibus in hoc negotio nihil plape
emolumenti attribui poteft

18, Verum revertamur ad illam formam ab ir-

rationalitate figni ¥ liberandam s ac fi confuetas me.
thodos figna radicalia eliminandi confolamus , aequatio
refultans ad plorimas dimenfiones plerumque afcendere
videatur. Si enim vnicum adeffec fignum radicale, puta

— w9 Vo, sequatio rationalis ad # dimenfiones
ipfius x afcenderet , vnde ea ad multo plures dimen-
fiones afcenfura videtur, i plura eiusmodi adfint figna
radicalia ; id quod ﬁne dubio epenire deberet, fi illa
figna radicalia a & inuicem prorfis non penderent. Sed
quia omnja fint poteftates primi, oftendam, perfe@am
rationalitatem obtineri poffe, non vitra poteftarem ex-
ponentis # alcendendo, Ita filicet docebo formam

X
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i) n, o a nos n P
=+ Y Vo4 BVo +CVo4-. ... -—i—D'va
it ab nmaponalitate liberan pofie , vt aequatio rationa~
lis inde refultans poteftatern &™ bon fuperet. Prodibit
ergo aequatio huius formae :

2 Ax"" - A" - Ba™ T 4 ete. =0
cuins radix erit 1jla forma affumia : et quia radicum
huius aequationis nUErys et —n ex eadem forma
omnes huius aequationis radices atfignare poterimus.

1o. Cum hoc lam fit eximium criterium verita-
tis huius formae, tum etiam anvotafle innabit, quoniim
forma radicis # —1 quantitates arbitrarias continet , to-
tidem quoque quantitates arbitrarias in gequationem ra-
tionalem ingredi, vade perfpicuum eff, iffas quantitates
ita determinari poffe , vt acquatio vationalis inde datos
coefficientes A, A, B, C etc. obtineat , hoc eft: vt
aequatio generalis huins gradus obrineatur.  Quae deter-
minatio i ady inftitui quear , naocifcemur inde refolu-
tioicm generalem aequationum cuiuscungue gradus ; €X
guo faltem poffibilitas refolutionis hoc medo  perficien-
dae clucet. Difficulrates quidem infignes in hoc nego-
tio occurrent , quas e€o clarius agnofcemus , {i noftram
formam ad quemuis -gradum @ fimpliciffunis incipiendo,
accommodemus.  Simplicitati autem et coocinnitati ¢al-
culi confulentes , partem radicis rationalem o omitta-
mis , vt in quouis gradu ad ciusmodi aeguotiones ra-
tionales pertingamus , in quibus {ecundus terminus des
fit , quo iplo amplitudo refolutionis non refteingi -eft
cenfenda.

‘Tom. IX. Nou. Comm. . L L
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I. Refolutio aequationum fecundi
gradus.

20. Vr igitur ab aequationibus fecondi gradus
incipiamns, fit #=2, et pofitoc w=—o0, forma noftra

radicis erit :

: r=9Y Vo

quae rationalis fita dat xx =Y Yo.  Comparetur
hnec aequatio cum forma generali ferundi gradus xx=A,
deficiente fecundo termino, fitque Y YPv—A: cni vt
fatisfiat, fatuator f == 1, eritque v— A; vnde propofita’
aequatione xx —A, fi imatar Y =1, et v=A, ews
radix vna erit x =9 Vo= VA, et quia ¥V 1 duos ha-
bet valores 1 et - 1, altera radix erit r=-YYv=-VA:
quod quidem per e elt perfpicuum. '

Il. Refolutio aequationum  tertii
gradus.

21. Pofito iam n——g, forma radicis pro hoc
caf erit:

x=WVo+ DV
vnde vt aequatio rationmalis ermatur, f{umatur primo
cubus : -

£= ot 3 AAB o+ 3 AY B Vo' L B0
Fingatur jam haec aequatio cubica :
X=—Ax+4B
vnde
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ynde, pro x valorem affumtum fubftituendo, orietur quo-
que _
=AY Vo +-AB Vo +B
quae forma illi aequalis eft reddenda, aequandis ir{ter
fe tam partibus rationalibus, quam irrationaltbus, Viris-
gue fpeciei Vo et Vo' o
22, Comparatio autem terminomm rationalium
praebet :
B:alsq)__l_%:va
et ex collatione irrationalium fit:
AN=3AYDBv et AD=3YDDwv
quarum viraque dat A=39 B
Hinc fi ifta acquatio cubica fuerit propnfita :
2 =3UPBox+ Yo'+ B’
eius radix voa crit:
2= Vo+ BV
et i r, @, b finr tres radices cubicae vnitatis , duae
reliquae radices erunt:

=YaVv+Ba Vo', a=Ybyvo+ BT’

et antem =B = "V o =gt = mYs
23. Poflunt autem viciffim, fi aequatio cubica
proponatur
xX*—Ax -4 B

ex coeflicientibus A et B quantitates 9f, B et v de-
terminari, vt inde onines tres huins aequationis ra-
dices obtincantur.  Hunc autern in finem, quia tantum
duse aequationes adimplendae habentur, vna litterarum

L =2 g{

e »
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9f et QB pro lubicr alfami potet. Sit igitur =1,
ct aeqmno
=3 Y Bo=3 Bv praebet B=k; vode fit Bz
qu1 valor in- prima aquanonc Bzow4+ B v* fublitutus dat:
B—=wv -4 z—r,; fen vo=Bo—A°

wide fit o=iB+V (§ BB—E‘;A’) permde autem eft.
yter. horom duorurn valorum aflumatur.

24. Inuento autem valore ipfivs o= BV (1 BB~

_A
2AT) erit =% et BV v =}, hincque tres aequa~ -
tiones propofitag:
¥ =Ax+B
etunt radices :
e : aa
Ly=TV o4, Y Mas -y v+ ,,,, ‘fII x—EV’qJ—i—ﬂm
Cum awem fir $=iB+V (;BB—%A *) erit
. I‘? A
Vo=VEB+Y(; BB A%)) et.
A

o= VBV (BB~ ’)>~

4

bincque mafountur Hrmalae vulgaresn pro  refolutione:
aequationum cubicaruim.

IlI. Refolutio aequationum quarti

.gradus.

25 Pofito n— 4, conﬁderemus, hanc radicis
formam :

mi‘—%ll?‘v—i—élslfu +€V@
ek
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et quacramus aequationem quarti gradus cuius  haec
forma fit radix. Atque. hoc quidem cafu calculus facile

ip(titnitur, quo sprationafitates tolluntur; nam ob VI =Yv,
famatur haec aeqatio :
y—PvVo=Y v
quae quadrata dat :
xx—-zﬂixVV—i—%%v:%[%[Vv—’fr22{@:—1—@@1}@"
quae partibus irrationalibus ad eandem. partem: transias
tis fit = . _ _
3 (BB—2HYE v=2BaVo- (Y +EC) Yz
et (umts denuo quadratis prodibit haec acquatio fa=
tionalis s :
a2 (DBBH-2UC) vxx—(HB— 29[E Yov—aHPvrx
49—+ CEv)Dra--(YYAEE)w
quae ordinata abit in hanc formam:; "
2" =2(BB--2 YE wrx 44 (YA+ CC»)Bua+Y'w
~ B w4 E V-4 YBBEvu—AACE oY
=6. Huius. igitur aequationis biquadraticae radix
wna eft: '
2= NV o BV E Vo
iaIc fi radices biquadratse vnitatis ponantr 1, €, B, €,
a vt fir:

¥

v+€'1741‘

rit g°=—r=F; Q=Y —1=¢;
¢ ;-_"-—z:ff_;. =4V -1=0;
L s - wade
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vode tres religuae radices eiusdem aequationis erunt:
r=YaV o1 Bb Vo CeV ol
e UB YV - BV Chyo
s=YeVo+ BhVo - SV
27. Hiac antem vicifim - aequatio biquadrata

quaccunque ad illam fofmam rednci, eiusque radices af.
fi gnan poternnt Sit enim propofita haec aequatio:

A*—=Axx4-Bx+C
et quaeri opportet valores coefficientiom 9, 93, & cum

quantitate v, quibus inuentis fimul huius aequ.moms 1a-
dices mnorefcent Erit autem :

A=2/BB+29YE v ; B4 ’Q(Ql+€€v\%v
C=9"v B'ov+ W +4YBBEvv -2YAECCwv feu
C= AU+ ECv)'v — (BB +-29C “vo+ s YBBEvv
Illice sutem et (PP +29UC)v=1A; et YUY
-+ & (S_'v:?sg-;,; qui valores hic fmbftituti dant:
C=rpm—jAA+8YBBEv

Prima autem formula praeber 4YTv=A—-2R3 B,
qui valor denuo fubftitums dat :

C-—-m%%v IAA“}'zA%;BW ‘4‘% %”U

ita vt iam doze licterac Y et € fint eliminatae.

28. Quia hic adhuc duse incognitae B et v fi-
perfunt, valor ipfius Q% arbitrio noftro relinquitur. Sit
igimr 9= 1, et quantitas v ex fequenti aequatione
cubica dererminari debebit: B

¥ —IAV -2 CH1AA)v—5BB=o

In-
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Inuenta antem hinc radice ¥, €X prioribus aequationi-
bus quieri dcbent litterae 9 et @ Cum igitur fit:
AN+ CCv=75 e 2 Y E V=" |
erit tam addendo, quun lubtrahendo, et radicem quadra-
tam extrahendo
N+ CVo=— V(%—I—fﬂ—-l’q)) et
H-CVv=VY (5 — A 4 Vo) vnde reperietur;
:ij(B-—PzAVrv—erv)-rﬁ; (B-2AV0+40V0) et
C=3V (B4-2AVp 40Vv) —5V (3-2AVv4-40V ).

29 Cum fit ﬂ%vi@ff‘v‘:(%iEV@%ﬁ
erunt aequationis propofitae: '
=—Axx+Ba4C _
poftquum valor o inuentus flerit ex aequatione :
o' —tAV 2 CHLtAA)v—gBB=o
quatuor radices : '
I x=Voit5V(BVo-42Av—4209)
II. x:::Vq)'—;'%V(BVw—l—zAw—-q.w)
- I1I. x:——}"xv-—;—;;—,—gV(—BVw—{—zAv-—-q.rvv)
IV. a=~Vo—25V(~BY v+ 2A0-4v9)
Hocque mode, vt conftar, refolutio aequationis bi-

quadraticac ad refolutionem acquationis cubicae redu-~
citur. :

IV. Refolutio aequationum quinti
gradus.
go. Pofito =75 , erit forma noftra radicis
=Y Vo4 BVor4+V'+DV "
ac
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ac primo quaeri debet sequatio  guinti gradns, cuius
haec fatura fit radix, fen quod eodem redit; ex hic
forma figna radicalia eliminari oportet, In hoc autem
ipfo fomma occorrit difficultas, cum operatio haec eli-
minationis neutiquam eo modo , quo in aequationibus
quarti gradus fam viis, infiimi queat. . Manifeftum
quldem eft, quia omnes pote&ates ipfius x eadem figma
radicalia muoluunt fi sequatio quaefita fingatur:

. X —Ax -—{—-Bx 4+-Cx++D . o
tum fubftituendo pro & valorem affumtum ; quatuor
‘obtineri ‘aequationes-, qnarum ope quaterna figha radi.
calia eliminari liceat ; fed "tum litterae “hae affumtae
A, B C et D ﬂngulae .dlfﬁcﬂhme determlnabuntur.

:31 Hxs difﬁcultatlbus pgrpenﬁs in ahum mmdl
modum hanc operationem inflitnendi , qni ita eff com-
paratus,, Wt ad OmINeEs Iadlcum {ormas, _cuiuscunque fint
gradus, ,aequc ;pateat » et €% . iquo iﬁmul pexfplcaetur,
aequatlonem rationaler nunquam Wltrg gradum » QUi eX=
ponentc 7 mdlcatur, :eﬁ"e a{"cenﬁuram ' Hic autem mo-
dus innititar ipfi maturae -acquationum , qua fingulorum
terminorum coefficientes €x omnibus radicibus definiun-
tor. Cam igitur omnes quinque radices aequationis .,
quam quaerimus , conftent , ex iis quogue coeflicientes
ﬁngulorum terminornm eius formari poffunt per regulas
cognitas, ' Sint igltur 1, 8 b ¢ b, quinque rad*ces
furdefolidae vnitatis , feu radices huius aequationis 2’ -1
—o, ac ponendo a, B3, v, &, ¢ pIo rad‘cﬂ)us acquas
tionis, quam quaenmus, erit ;

a=9{
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a=9 Vv 7w+ eV + DV
5 23, 2 ¢ 5 Gofr &
p:%[q"lyv——%%a Vot Ea Vo -+Da Vo
5 . 15, 1 3 &
= 94b¥ v BV EY T DE Y
5:g(c‘nf’w—f—%c’f’%"+(»Sc’f/‘v'-l-@t‘v v°
sV o BV O E0 T A DYV’
‘ sz, His quinque radicibus expofitis, fi aequatio
quinti gradus has radices habens ftatuatur :
P axt A —Bi=-Cx—D=o0
hi cocfficientes ex radicibus a, {3, 7y, 0 € ita defi-
piuntor , vt it
A — fummae radicum
A — fummae prodo&orum ex binis
B — fummae produétorum eXx termis
C — fummae produorum ex quaternis
- D —produ@o ex omuibus quinis.
Quo autem hos valores facilius colligere queamus , eos
ex fummis poteftatum radicum concludamus. Sit igiturs
P—a-+p 4y 30 e
Q: az"{_ﬁ""‘i“ ’er_}‘_as_{_sa
R — a3+ﬁx+rys+53+as
S = a‘—i—ﬁ‘—l—q/’ﬂ—&‘-—]—-e'
T:as_iﬂp5+75+55+es‘

Tom. IX, Nou. Comm, M His
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His enim valoribus definitis erit, vtk nouimus :

A:P
— AP—Q
- =

AP —A R
B::____&:‘:_

I
BP —AQ Row$
C= Fake
__CP—BQ-4-AR—ASH+ T
D-——-\' +ﬁ B &

33. Tam ad valores P, Q, K, S, T inueftigarn=

dos, debemus prius radicum. vnitatis T, @, b, ¢, B
omnes poteftates. in vnam: fummany redigere ;, quae Cumpk
Gint radices aequationis z°—x =0, erit

140 +b-4+c+Dd=0

1404 -z

1+ 04 - D=o

R R e =

R e e =t
Summae poteffatum. {extarony , feptimaruny, etc. vsque
ad decimas, iterum euanefcunt, at decimarum fomma
iterum fit — 5, com fit °=1, b’=r, ¢C=r et P°=1.
Preuitatis gratia in hoc calculo poterimus. figna radica-
lia plane omittere, dummodo: deinceps recordemur, cunt
liceris 9, B, €, D coniungenda effe Vo, ¥, Vo, yv*

54, Nunc igjtur addendis radicibus @, B, Y, O, ¢
habebimus @
P=ol(1+a+6+ ¢+ BHa ') -ete. =0,
reliquis autem poteftatibus fumendis eliciemus infuper
P—o
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P—o
Q=10(AD+BE)
R=15(QUYC+YB B[O +ED)
S =20 B+ ACH D D+E D)+ 30 AADD
+PBBEE )+ 120 YBED
T=5(W+B+E€ D)+ 100 (AT D+ AB (6.'
+BE D+AB D)+ 150(UC D+ BE
+B'ECO+YBD)
Hic alia produfta mon soccurrimt , nifi quae adiungendis
fignis radicalibus poteftatem ipfins @ rationalem produ-
cunt : feu fi litterae §f vnam .dimedfionem tribvamuos,
litterae B duas, litterae @ tres et litterae §) quatwor,
in omnibus his productis numerus dimenfionnm eft per
5 dinifibilis , coefficiens .autem cuviusuis producti eft
-quintuplum €ius -coefficientis, qui eidem produ&o ex
dege conbinationum «wompetit.
‘ -35. Cum Jgitur it P—o, erit quoque A =0,
et pro reliquis coefficientibus lnbeblmus
A=—-1Q; BziR; C=-3AQ-S; et D=- ~sBQ+IARHIT,
Hinc- ergo erit:
A=—5ID+BE)
B=5AAC'+UB +BD'+ D)
==5 U B+BD+HACHCDI+5 (W'D
+BE)-5ABED
D=9+ B +C + D) -5 (U CD+UB'E
TBED+UBD) +5(9(€ D A4 YBE
+BED+UAB D)

M 2 LR




9 DE RESOLVTIONE

cum quibus terminis jam debitae poteftates ipfius ¥ con~
inngi debent, vt obt neantur eorum iufti valores.

. 86. Quodfi crgr) mutatis fignis coefficientium A
et C proponatur haec aequatio :

x ‘—Ax -4—-]3;\, -+—Cx+D
cuius coefficientes hos teneant valores :

—5(919—4—%@)
— 5 W EH UAB +BD v --E DV |
C::s(%l 251—% Do+ YEv+ED qw)*u—s(@& 53
B v+ s ABEDY
D= ﬁv+%v%@v+9v—sm@9+m%@
+BE QH%%D 045 (U B DAY %@
A AT -+ BED vv)rv

~ ernnt eins quinque radices :
L x=9Vo+ BV —l—@‘Vru "t @ V"
I s=YaVo+Ba Vo T V- DVt
HL =946V o+ BV o'+ Ep Vo' 4+ DE ¥ o°
IV. = YcVo+ %c’f/@g+,@¢’15/q;“+@?¢*fw&
V. 2=%bVo+ BT+ Ep' 7o+ Dy Vo
exiftentibus ¢, B, ¢, D praster vnitztemy reliquis quatuor

radicibus furdefolidis vmmus, guarum valores zmagmam
confiant, ;

3. Si nume vicifim ex datis coefficientibus A,

B, C, D definiri pofent quantitates 3, B, € D cem

litera @, haberetur refolutio generalis omnium  acqua-
tionim

o r

i
-~
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tionum quinti gradus. Veram in boc ipfo famma dif-
ficultas confiftit, cum pulla via pateat, litteras 9 ‘%y
¢, ©, quarum quidem vnam pro lubitn afﬁ}mere licet,
fuccedive ira eliminandi , VE aequario folum nCoguLAm:
o com datis A, B, G, D inuoluens refulter , Guac
quidem nullas radices fuperfluas complectatur.  Satis -
to autem fufpicari licet , i haec eliminatio rite admi-
piftrerur ,  tandem ad aequationen quarti gradus perug-
piri pofle, qua valor ipfius » definiatar. Si enim ae-
quatio altioris gradus prodiret , tum quoque valor ipfivs
o figna radicalia ginsdem gradus implicaret , quod ab-
{fordum videtur.  Quoniam autem multitdo termino-
rum bone laborem tam difficilem reddit, vt ne tentari
quidemn com aliquo fucceffn queat , hand abs e exit,
cafus quosdam minus geperales cuoluere , qui non ad
formulas tantopere complicatas deducant. :

8. Ad cafis ergo particulares defcenfuri , tribug-
mus literis 9, B, & D einsmodi valores , quibus
calculus in compendium reducatur ;8¢ primo quidem
fint P—=o, E=o, ¢t &) —o, vnde nancifcemur :

"~ A=o0,B=o, C=o ¢t D=9
. s el 5 5
Hinc igitur fit 9 Vo—=TFwo. Quare fi haec  propofita
foerit acquatio : '
=D
erunt huivs aequationis quingue radices :
. P . 5 S
I x=VD; 1L xa=¢VD; L x=pVD; IV.2=(VD;
i 5
‘ | Vi=9d¥D

M3 qui
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qui caf's cum per fe fit manifeftus , ab eo éxordinm
capere vifum eft , vt pateat quomodo nofira methodus
cafus cognitos in fe compledtatur.

39. Huanefcant dam duse litterarum 9f, B, ¢

et @), fi enim tres enaneftentes ponantur , quaecunquc

eac {omantur , femper ad cafim praec«edcntem deduci-
mur, Sint :gmu € et @ nihilo aequales, feu aequatio

quaeratur, cuius radix fit fatura x—g[VqJ-i-gg,Vrv at-
que obtinebimus -

A=—o; B==59B'v; C=59Y'Bv; D=YWo+HB'v*

vnde propoﬁm radix conueniet huic aequationi :
=5 YW o5 Box Y’} B

Quae aequatio fi compazetur «cum hac forma :

X :5Pxx-—1—5Qx+R
erit YP v =P ; Y Bo=0Q, wnde deducitar Q{ v

et 525@_@, 1ta vt it R__O“O“—-i—-o_

-40. Hinc «ergo deducimur :ad xefolutionem huius

;aequatioms Hpecidlis «quinti graﬁuc*

=5 P 5' Qx-i— 2o - B T
cuius ‘ob @ﬁf.w__e et BVow ::'f%f— rquinqué zadi-
ces erunt: -
L x=7v% 'li’g;
IL =7 %+ o7
I x—=F 157%0'—}- jﬁ"'ls/g—
IV. x—¢ 7?’-0—3,?”'--}— ecﬂ?%’i
Vo x= VR DT
Aequa-
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Aequtio antem haec non multumy abfimilis e.ﬁ: formu-

jae Moivreanac, et quia fe in fadtores rcfolu} non pati-

tur, eius refolutio. hic tradita €0 magls notark meretur.
L}

41. Hanc aequationem 4 fraionibus liberare
poterimus , fi ponamus. P—MN et Q=M*N, tum
enim habebitur =

2= s MNxr—~ 5 M:Nx-+ MN-- MN=
cuins radix erit x= ¥ M N-i- VMN-, et fi @ quam~
fibet aliam. radicem: furdefolidam. vnitatis. denotet , erit.
huius. aequationis: quaelibet: alix: radixs:

x—@y M N--@% MN=.
Tta fi exempli gratia. fatuatur M=——x 3 et N=2;. hi=
jns aequationis 3

F—=roxrx-t-10x+46 :

radix quectnque: et x¥—=@aV2--a"V 4 ; haecque
gequatio ita. cft comparata, vt per nullam. methodum:
cognitam: refoluir poffe: videatur:

47. Si B et ¥ fint nihile aequales.,, ad: eun.
dem. cafum: revoluimur. Fiet enim
A—o.; B=3Y'Cv ; C=5UC vv et D= 0o--"
vnde fi (fatnatur haec aequatio =
2*=5Prx+35Qx—+R
— G ey e 22 -
:st fit I:__Ql v et Q=Yg oo, erg ?ﬁ@’w’p;_
T =W v hincque fit, vt ante, R=%+5, atque:
etiam exedem reperiuntir radices. Eadem porro:etiam:
eqoatio reperitur , fice ponatur Y — o et W,—o ;; five
A=oct=0. Sinautem vel Y, ¢t ), velW et &
euanefcere:
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enanefecere afnmantur, wiringue- quidem  eadem prodit
sequatio , fed diverfa a praccedentibus cafibus , quam
ideo enwcluere conuenict. ‘

43. Sit igitr et Y=o et =0, atque hinc
confequemur fequentes valores : -

A=5YDv; Bzo, C=-5sYYDDww; et D:%[év-’.—@sfv‘"

~ Vade §i ftaruamos NDo=P; erit AzsPet C=-5FP
tum vero erit: .
DD 4F= (W'o-D' et Yo- D' =V (DD-4F%),
ideoque

Hoo=i1DA41V (DD—4P") et

o' —=:1D—1V (DD ~4P%)
Hinc i propofita fit haec zequatio:

5= 5 Px'~5PPr4+D

quaglibet eius radicum eft: | '
x=qy ({D-+1V (DD—4P%) 40V (;D-1V (DD-4P"))
atque haec eft ipfa illa aequatio cuius refclutionem Cel.
Moivraeus docuit,- |

44. Poffint antem ex forma geperali jnnumera-
biles deduci aequationes quinti ordinis , quarum radices
affignare licet , etiamfi ipfae illac aequationes: in fadto-
res refolui nequeant.  Propofita enim- aequations quinti
gradus : . S .
*—=Ax+Bx-Cx+D
cuius coefficientes habeant fequentes valores:
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A— % g k) | -
' 'B.__zmm.,.((m—-i-n)(m’g’_-—.n' k) —"-‘('712-——?1)?1‘). .
C = { &g kY- (m{mn)g® - (-1 R
- n(m=n)kyrr—kr)
—_fE 3 (g ~nnk’y - k) m'g""'—}—r:z"‘k‘) ﬂ”k'r‘)‘

- mmnk“g
kil

e R (g

glm- —n){gfF— k5 ) (mPgF—=n?ks) .5(m+u}fg3k3)
= - ﬂnnufﬂ ‘ o 2mngk

'eius radlccs fempcr a{’ﬁgmn poﬁ'unt

45, Ponatur enim bTCUitatIS gratw
T=(m'g — k) =2 (g -0 K Yy e
fitque 3 ' A

§ —(m3 i ’-‘—n’ks1L(mﬁg'3--n2 ] e i Sr# - ((m2gn*kS )=-n’k’rrj¢‘1‘
fo)d 2 AT
E __‘(‘m’g’-n’lz')rn"g3 (2m2 g fqntk3)rr4-riz- (‘m’g“ ﬂ‘WT
2 MLRT

vbi figna fuperiora pro’ valoribus P et R, inferiora pro.

Q .t S valent ;. ac quaglibe radix aequatloms erit :
bk

x__{ﬂ/k;,P-—I—*a VB+R+0 ?g‘ﬁs"-!_'a 1’, Q_

' 46. .Vt rem exemplis illuftremus, ex his formis -
fequentia formati poflunt :
I. Aequationis x*z4ox’4-70x¥-50x—98 radix ‘eft

W=V (~3 13V ) AV (~18-4-10V - 7)YV (Zx8-V7)
- Y (-3r-3V-)
Tom. IX. Nou. Comm, | N I
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I1. Aequationis x$=2625x--16600 radix eft

x:?s'q 5 (5%.1-,4,V_=.1-'o) »'1—17225-(35 41 11/10)4—1;525 (35
' —11V1 o)+17=75(-5,-—+1/'xo)

guac ‘o ‘magis funt noratn digna, quod hae aequationes:
nullo- alio modo refolni poffunt.  Simili antem - modo.
hningmodi inveftigationes ad aequatjones altiorum  gra-
duvm extendi poffunt : facileque erit, €x quonis gradu
innumerabiles acquationes per alias methodos irrefolubi-
les exhibere, quarnm huivs methodi ope non folum
vna, fed omnes plane radices exhiberi queant, '
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