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tis illgftria ac non parum recondita problemata foluen-
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METHOD O DIOPHANTEAE

ANALO’GA EN ANALYSI
INFINITORVM

AVCT L. EVLERO.

-Quan‘ta" affinifas dater amalyfin finitorym. et infinito-

rum intercedat , cum vtrique X iisdem prin-
cipiis fit nata, atque ﬁmlhbus operationibus contineatur,
nemo ignorat, qui in vtroque calculi genere vel leuiter
fuerit verfatus.  Multo latius antem hanc affinitatem
patere deprchendi, quam vulgo putari folet, et quem-

CEdittodum -1 analyfi finitorom -ex methodus, guae Dio-

phanto accepta refertur, infignem occupat locum, ita
etiam in analyfi infinitoram eiusmodi dari calenli genus
obferuani, qui methodo Diophinteac penitus fic {imilis,
fimilibusque operationibus. abfoluatur. Quanquam autem
huins smethodi in analyf infinitorom nonnulla iam pals
fim occurrunt f{pecimina, quorum deinceps mentionem
fam facturns, tamen in iis nolla certa f{olutionis via cer-
nitor, fed folutiones cafu potius ac dininatione inuentae
videntur , ita. vt in hoc calculo certa ac tuta methodus
adhuc defideretur.  Quamobrem mihi quidem nouum-
calculi genus in medium proferre videor, qui omnino
dignus fit, in quo vberius excolendo Geometrae vires
fuas exciceant.  Mihi quidem tantum contigit prima
eius fundamenta ervere, quae autem jam ad plurima fa-

da
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da. fufficinnt ; eaque hic quantupy pofero., breviter et
dilucide exponam, quo aliorom, qui in hoc. genere ela-
borare volugnint, opera promoueatur ac fiblevetur.

Vt igitar primum; indolem et natiram huins. Bo~
uase meshodi defiviam, ea ex fimilitudine methodi dio-
phanteae: commodifime petetur.  Quemadmodum enim
methodus Diophantea ad  problemata indeterminata eft
accommedaka, atque ex infinita folutionum mpultitudine
eas elicere docet , quie quantitatibus ratfonalibus conti-
peantur ; ita mow neftra methodas quogque nonuifi in~
determinata problemata compledtitur j et com diferimi-

ni, quod i —mnalyfi—finitornm—inter—quantitates—fationales-
et fardas fhatui folet, in amaly(i infinitorum diferimen in-
‘ter quantitates algebraicas ac transcendentes re{pondeat,
nome noftrze methodi vis in hoc erit pofita, vt ex
infiniea cufusque problematis folutionum copia , eae fe-
cernantur , quae . quantitatibus algebraicis contineantur.
Hoinsmodi  igiter  problemata  indeterminata methodo
noftrae funt propria, quorum f{olutio in genere conecepta
formulas transcendentes, feu integrales inuoluit, ex quibus
deinceps eos cafus elici oportet, quibus quantitates illae
transcendentes in algebraicas abeunt , few, quod ¢odem
redit, formulae illae integrales integrationem admittant.
Per exemplum tam patura huins nouae methodi,
qum eius affinitas com  methodo diophantea  clarius
clucescet.  Vti enim in methodo diophantea quaeri fo-
let, quomodo quantitates x et y inter- fé debeant efle
comparatae, vt haec formula V (xx ~-yy) fiat rationa-
lis , ita in noua noftra methodo huic fimilis erit ifta
quaeftio, qua inter quantitates variabiles x et y ea quae-
L3 ritug
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ritar  conditio , ¥t formula fpecie  transcendens
SV ([dx*~-dp?) fiar algebraica , . fen vr huins formulae
valor algebraice * exhiberi queat. - Manifeftum eft, hoc
‘problemate, quod inftar exempli atwlimus, quaeri cups
Vas algebraicas, quaze fint rectificabiles ; relatio enim in.
ter x et y, quse coordinatas cnruze denotabunt, requi-
ritur algebraica , vnde quaettio circa curnas algebraicas
verfatur , et. cum  huiss curuge arcus  indefinite . per
JV (dx4-dy) exprimatur , quoties ifta formula alge-
braica reddetur, totics ipfa curua erit re@ificabilis,

Simili modo f .omnes ese curuge algebraicae de-

Miderentur, quae fin quadrabiles, perfpicuum eft, quacftio-

nem huc redire, vt ese relationes inter quantitates vaJ
riabiles x et y aflignentur, quibus haec forn-uly integralis
Iydx integrationem admittat, atque ad valorem algebrai-

cum perducatur.

Edi amem hic potiffimpm quantitates algebraicae
fimt propofitie , perinde atque in methodo Diophantea’
quantitates rationales fpecari folent ; tamhen eo quoque
referendae . funt  eigsmodi quacfliones , qubus formulae
quaepiam_ integrales non - algebraice exprimi, fed pro-
pofitam quandam tran:scendentinm quantitatum . {peciem
implicare debent ; veluti f quacnantur  eivsmodi corpac
algebraicae, quarum re@ificario non  algebraice perfici’
queat,” fed a quadratura - circyli pendeat.  Varize enim
transcendentinm  quantitatum fpecies commodiffime Per.
quadraturas cognitarum coruarum - defignantor. - Facile
autem intelligitor, - eandem methodum, quie curuas red¥i-

- ficabiles inuenire doces » qUoque ad eas curuas, quaruim

redtifi«
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réQificatio a- data: quadratura pendeat in‘u_en'iem?as aptam
fore; id -quod-ex fequentibus clarius perfpicietur. "
. ' Huinsmodi probleina iam ante comphtl:es annos a4 Cele >,
Hermiannmcxtét propofitum, quo eiu'smgc__l:,tllrump algebx:az-
cam quaefizerat, quae:non eflet rectificabilis; fed cuivs 1‘66’61‘[‘%«
catio a quadratura datae curude penderet, quae tamen n%-'
hilo minus tot, quot lubuerit, arcus abelut‘fa‘, re&tificabi~
les haberct. - Propofitione ‘huius problematis tum tem-=
i fommus - Analyfeos promotor Tol. Bernoullius b. ni.
adeo obftupuit ,- vt mon folum :hoc problema -ab Hf"_"
gmanno folutum effe non crediderit , fed etiam fagamm‘.
tem humanam longe {uperare pronunciaverit quod qui-
dein :nemini  mirom videri debet:, cum illo tempore
mulla plaie: vllins, methodi veftigia patuiffent cuius
ope buiusmiod] -problémata tractari -poflent. . Hermannus
etiam eius folutionem per longas ambages ex quadam
Linearum- curvarum contemplatione . hauferat,” vnde primo
intuitu nihil plane emolvomenti ad prepofitum expeltare
licuerat , ita vt inopinato ad folutionem ante peruenif-
fet, quam de ipfo problemate cogitaffer.  Vifa autem
ifta Hermanni (olutione, Bermoullius etiam aliam publicauit
folutionem ex fola analyfi petitam: fed cuins fundamen-
tum tantopere eft abfconditum , Vvt divinatione potius,
quam vlla certa via, formulas fuas {olutionem continentes

eruiffe videatur. C
' Cum hoc problema non folum ob fummam, qua
implicabator,  difficultatern ,  fed  ctiam’ ob - eximium
vium, qui inde in analyfin redundare videbatur, omnium
tom  temporis Geometrarum  admirationem  excitafet,
Demo tamen quantom conftat, in certam atque ad huw
ing
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jusmodi problemdta accommodatam methodum inqui-
finit, qua nowss omnino analyfeos infinitorum quafi
campus aperiretur.  Ego .igitar longo poft interuallo
fortaffe primus de principiis- nouae huius methodi co-
fitare coepi, quorum beneficio ‘memorati illivs -probles
* amatis folutio direéte fine ambagibus sac .divinatione obti=
meri poflet. Detexi quogque regulas ‘quasdam non con-
téinnendas , qide ad nowde iftius methedi fundamenta
dacienda -idoriea funt “vifa., ‘edrumijue ope mon folum
plures problematis illivs, quod ‘erat’ agitatum, folu-
tiones -fum -adeptus, fed etiam ‘nonnulla alia einsdem
generis problemata :dedi foluta, -cuinsmodi ‘eft ‘illd.,
Cuivs  folutionern  exhibui “in /Differtatione de (duabus
Curuis algebraicis ad communem axem relatis inue-
nievdis ,  quae non fint reificabiles, fed ‘guarum
sectificatio 4 data quadratura pendeat , ‘ita “tamen vt
aimboruin :arcoum :eldein - abitiffde tefpondentium - fomma
algebraice ‘exprimi ‘poffit. Fontem ‘folutionis., \quam’ ibi
dedi., de ‘indufiria “celani , curn:mihi eflet propofitum
Prima quali  hoivs ‘methodi (elementa : feorfim explicare,
o ‘eorom ‘vius ampliffimus ¢larins perfpiciator , :neque
~ea-ad hoc ‘vnicum problema adftri@a videantur. <Fateri
quidem “ftitim cogor , ‘me leaem adhuc partem -tantum
. Huivs* iouae - methodi , ‘qudm -hic  propono , » enucleafle
verum his principiis fiabilitis, non dubito, "quin ea
miox ‘majora incrementa fit:acceptura. |
Divifio thwius methodi in partes fecundum natu-
Tam formulardm : iategraliom , quarom valores “algebraici
Aimt  efficiendi , commodiffime inftituetor. - Cum enim
{femper ‘relatio sinter ¢duas ‘quantitates variabilesx et /¥
: quaeratur
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euacrater, vt vna ploresue formulae integrales, quae has
yariabiles vna cum fuis differentialibus inuolvant , alges
bezicos -obtineant valores, huinsmodi formulas in {equen-
tes ordines diftribui conuentet: o _

" Ordo primus continebit hujusmodi formulas [ Zdx;
vbi Z cft fan@io quaccunque algebraica ambarum quan-
titatom X ct p.

Ad ordinem fecundum refero eas formulis fZ 4%,
in quibus pofito dy = pdax, littera Z eft fin&io non
folum ipfarom x et y, fed etiam iplus p. Vbi notat-
dum eft, non folum formulam [Z 4%, fed etiam hanc
fpdx—y algebraicos habere debere valores.  Huc
reducantur eae formulae integeales , in quibus ambo dif-
ferentialia d x et dy occurrunt, veluti [V (d & -dy’)
quae pofito dy—=pdx ad hanc formam jAxV (t -+ 7))
revocatur. .

Ordo porro tertius eiusmodi- comprehendet forgru-
las integrales, in quibus etiam differentialia fecundi gra-
dus infant, quae autem, ponendo dy=—pdx et dp=gqd¥x,
ad hanc formam [Z d x perducentur, vbi littera Z erit
finio quantitatnm #, y, p, et 4.  His igitur cafibug
non folum formulae fZ 4 x, fed etiam harum formula-
rom fpdx et fgdx valores algebraici effici de-
bebunz. _ -

Ordo quirtus compleéetur eas formulas integrales,
quie quantitatom x et y differentialia etiam tertii gra-
dus inuoluunt ; haeque ad formam' fZ 4 x reducentur,
pmendo dy —=pdx; dp—gqgdx et dg—rdx, vbi
quantitas Z continebit praeter quantitates ¥ et ¥ etiaml

Tom. V. Nou. Com, M . has
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has p, ¢, et 7. Hincque fimul ratio fequentivm orcSnuma
intelligitnr. -

Praeter hos ordines peculiarem claffem conftituunt
eiusmodi formulae. f' Z 4 x, inquibus Z non folum quan-~
titates algebmaicas x, v, p, g, etc. v in his ordinibus,
continet , fed etiam formulas integrales compleétitui,
veluii fi fuerit Z = [V (da -4y, fen Z=xfdx
V (x 4 pp), ita vt haec quantitas fu dxfd xV (x -+ pp)
cfficienda fit algebraica:, pro quo relatio inter quantita-

tes x et p definiri debeat.  In hoc exemplo primum

patet, cmn fit dy—pdx, valorem hnius formulae
Spdx effe debere algebraicum. Deinde etiam valorem
huiss fdx V (1 4~ pp) effe oportebit algebraicum, qui
fi. ponatur — s, tandem haec formulz fx sdx ad va-
lorem algebraicem erit perducenda , ita vt vnica haec
formula fadxfV(dat -4 J*) reduttionem harum
trivm formularum ' -

L Spda=y; U dxV Gotpp) =53 T fpsan
ad valores | algebraicos requirat.  Ex quo intelligitur,
etiam l}ﬁitlsmoﬁi formulas ad ordi :

etiam nes ante enumeratos
regocari pofle.

~Towm igitnr negotiom  nouze iy methodi ,
quam’ examini Analyflarum propono, in hoc conﬁﬂit,
vt eivgmodi relatio inter binas variabiles 2 et N inueﬂi:
getur, quae vnam plaresues- formulag integrales ,  cuiys-
modi in ordinibus fupra deferiptis fum complex,us al
gebraicas  reddat.  Hic gurem non folum probgémm

occurrunt .dnfﬁciihma » & quorum folytione equiden adhuc
10_”5‘3. fom Fomous , fed ctiam forafle eimsmodi -exco.

gitagd
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gitari poffint, quae nullam plane folutionem admittunt .
omnino vti Vi1 venire folet in problematibus ad metho-
dum Diophanteam pertinentibus. ~ Vide etiam fine du-
bio haec fimilitudo locum inueniet, vt alia problemata
folutionem generalem , alia vero tantum folutiones fpe-
ciales permittant.

Huiusmodi igitur problemata hic tantum proferam,
quorum folutionem inueni , vt hoc modo fpecimen ac
prima quafi elementa nouse methodi, quam vhetius
excolendam propono, exhibeam, quae etfi exiguam.
tantum partem huios methodi conftitvere videatur , ta—
men viam, qua viterius progredi liceat , patefacient.
Certa autem inde earum operationum ratio perfpicietur,
que direéte nihilque divinationi tribnendo ad folutiones
corum problematum, quae ante commemoraui, perducant. :

LEMMA.

x. Formula fy dx erit alebraica, fi bacc fxdy
Juerit talis, et generatim, a qua gquadratura pendebit inte-
gratio alterius formulae [y d %, ab cadem quoque alterius
Jx dy integratio pendebut.

Demontftratio eft manifefta, com fit [y dx — & ¥
—Jxdy, vnde patet, fi formula fx dy fuerit vel alge-
braica, vel datam quadraturam implicans, eandem quo-
que ‘naturam habere alteram formulam [y d x.

COROLLARILIV M.

2. Simili modo integratio hnius formufae Jyxda,
vel huius [y x"dx pendebit ab integratione huius
- M a2 Jrxdy
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Suxdy, vel huius fo®+ dy, ob fyadx=iyxx
—ifandy, vel ob fyx"dx =y A"~ g
Sfa"r'dy: vnde perfpicitur hoc lemma latiffime pate-
1e, eiusque ope formulas omnis generis, quae integrabi~
les fint reddendae, in alias transformari pofie.

SCHOLIOQN.

3. Lemma hoc, quantnmuis leve ac triviale vi-
deatur , tamen praecipuum continet fundamentum - nouae
illius. methodi , quam fum adumbraturus. Si enim pro-
pofita formula integrali quacunque Y 4 X alia detur -
SVAZ, vt fit AfYdX + BfV dZ quantitas alges

braica , maniftflum eft, harum dvarum formularom

SYdX et [V dZ rationem ita effe comparatam , vt
{i .altera fuerit “integrabilis., etiamr alternm fore integra-
bilem , et a quanam quadratura alterius integratio pen- -
deat, ab eadem quadratura etiam alterins integrationem
pendere. - Refolutio autem praecipuorum problematum
ad hanc methodum pertinentium abfoluetur ideonea. for-
‘mularum integralium, ad quas peruenitur, transformatione.

PROBLEMA =

: 4. Inuenire omnes curuas algebraicas ,’ quae fint
quadrabiles; fen eam inter- variabiles: x- et » relationem
in genere definire , ¥ formula [y dx fiat: integrabilis..

"SOLVTIO.
Si curuae abfcifit: ponatur = & et applicata or-

thogonalis =y , erit: huius curuae- area = = /[y dx, cuius
valorcm
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valorem algebraicnm cffe oportet : quod quidem facilli~
me impetratur.  Denotet enim X fonétionem quamcun-
que algebraicam  iplins x, huicque funétioni X aequalis
ponatur area [y d x, vt fit [ydx =X, erit, differen-
rialibus fumendis, y 4 x = 4 X, vnde fit y = %; fic-
ne applicata y aequabitor funéioni algebraicae ipfius %,
ex quo coruaerit algebraica , eiusque area [y 4 &, cum
fit — X, algebraice quogue exprimetur.

ALITER.
Cum fit area [ydx —=yx — fxdy, pohatar fxdy
fundioni cniconque ipfivs y, quae fit == ¥, aequalis,

: Ay . L
feu fit fxdy =Y, vode fit v — d—%,_ ita vt iam ab-
{ciffa & fouctioni algebraicac ipfius y aequetur , curuague

. dy . o -
fiat algebraica.  Pofita autem x =33, erit curtac area

N . ydY : : e
Jpde—=ya—Y =% — Y, ideogue etiam algebraica.

COROLL. 1«1 _
$. Si X in priori folutione, vel ¥ in pofteriori,
non fierit funcio algebraica ipfins x, vel y, fed tfans-
: axX d :
fcendens, ita tamen Vvt gz, Vel f—;, fiat’ fimictio algebraica,
curua quidem erit algebraica, fed elus quadratura quan-
titate transcendente exprimetur. '

COROLL. o :
6. Scilicet i in priori folutione fit X — P
-+ dex,_ exiftentibus P et Q fuictionibus algebraicis
ipfius x, ita tamen, vt fQdx fit quantitas traﬁ'fs’cendéns,
aequatio pro curua y = 5% - Q erit quider: algebruses,
M3 fed




94 DE METHODO DICPHANTEAE AN ALOGA

fed eius area fyda = P+~ fQdx a quantitate transcendente
JQdx pendebit.
COROLL 3.

7. Simili modo in.altera folutione fi ponatur ¥ —
P+ /Qdy, exiftentibus P et Q functionibus algebrajcis
ipfins y, ita tamen vt fQdy fie quantitas transcendens,
Aequatio  pro. curna x = ‘;—_—z-—}— Q_ erit algebraica, fed
arca, quae erit fydx — %r +yQ—F—fQdy aquan-
titare transcendente fQdy pendebit. |

SCHOLION.

8. Vii buius problematis folutio eft ficillima
nulloque  artificio indiger, fequens problema , quod qui~
dem alius eft naturae, adiungam , cuivs vero folutio in
aliis problematibus, quae ad hanc methodum referri (o~
lent, infignem vium pracftabir. Veluti § quaerantur curuae
algebraicae generatim non rectificabiles, quae tamen, quot
lnbuerit, habeant arcus.rectificabiles ; aliaene huing generis
quacftiones proponantur , princi pium folutionis ex fequente
problemate erit petendum, :

PROBLEMA. .

9. Invenire curuas algebraicas in genere non qua-
drabiles, fed quarum quadratora: generalis datam quantitaa
tem transcendentem inuolvat, in quibus tamen, quot lu-
buerit, areas abfolute quadrabiles affignare liceat,

SOL V.TIo.
Ex folutione praecedentis. problematis liquet, hane
quacftionem huc redire, vt ciusmodi formula. transcens
dens
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dens fQdx inueftigetur, cuius valor certis cafibus, veluti
fi ponatur ¥ =a, x—h, ¥==cetc. euanefeat, his enim
cafibus quantitas X —P—fOdx, quae in genere eft

transcendens, quippe formnlim fQdx iflqoluens, fiet al-
gcbmica , nempe — P.  Hoc vt efficiatur, ftatuatur,

JQdx=/fudx—fvdz, vbi v uls fit functio ipfius g,
qualis » eft ipfios &, ita vt formulae fz{a’x et fodz
fimilem quantitatem  transcendentem e:_;hlbeat?t, qua
JOdx contineri debet.  Sit autem & efusmodi fanctio
ipfius x, ita vt cafibus propofitis r=—a, XT=bh, X =¢ etc.
guot lubuerit, fint 2 =&, ideoque et v ==, atque per-
Jpicunm eft, his iisdem cafibus fore fvdz:jwdx, hinc-
que fOdx—o, Hunc in fitem formetur ifta Fun&;o
ipfins x. . -

8 —{a+bt-ctete Wt (ab+ac-t-be-t-ete. Ju™{abe+ et ) ¥ - etc.

guac brepitatis  gratia vocetur =8, ita vt geguatio
S = 0 praebeat radices x=—a, x==5b, x =, etc. eos i
licet ipfos valores abiffac &, quibus area abfolute qua-
drabilis refpondere deber.  Tum vero flatuatur B—x=S,
atque manife(tum eft, iisdem cafibus x—a, a—p, X I cetc.
fieri x—x, omnino vti requiti ad noftrum propofitum
offendimus. ~ Huic autem requifito generalius fatisfiet,
fi ponamus x—x=ST, dummodo ST — ¢ aljas non
pracbeat radices reales, nifi quae funt propolfitae, {cilicet
X=aq,x:=b, x—¢, etc. Haoc ob rem i S denotet
ciwsmodi fonctionem ipfins x » VL aequatio S == g alias
non habeat radices reales, nifi quae funt propefitae, fili -
Cet X¥=g, ¥==4, x=¢, etc. quod femper infinitis mo.
dis fieti poteft, tum fumatur z—x =8, fen ==y §.

Qa;
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Quo ficto, fi Judx eam quantitatem franscendentem ex-
primat, & qua curuae quadratura in genere pendere de-
bet, pro @ fibflituatur talis fon&io ipfins %, qualis # eft
ipfiss x; atque in formulis fuperioribus Ioco S Q_dx feri-

ki

batur fudx—fvdz, ita vt fit Q__u——d%z. Tum

enim fi conﬂruatur curua 1Igcb1a1ca cujns abfciffae —x-
cwds

refpondeat qpphcata y—=E - u-2%2 eius area
in genere erit [ydx - P fudx -—frudz pendebit. feis
hcet a quantitate transcendente fudux, cui aIterfL Jvdz
eft fimilis, nihilo vero minus cafibus x¥—=a, ¥==4,
x—¢, etc. eius area algebraice exprimetur, fietque [y 4x—P.
Hoc ergo modo effici pofcf’c vt curua praecife tot, quot
quis voluerit, obtineat drcas quadmbxles neque plures,

neque pauciotes.
COROLL. =

to. Cum w talis fit findio ipfius 2, qualis
eft ipfins x, ita vt v obtieawn ex #, fi loco x feri-
batur 2, fequitur etiam o talem efle functionem ipfius %
qualis z et ipfius .  Quare cum fit z=—x—+§, fe-
quitur @ obtineri ex «, §i loco & fcribatux x —-3S.

COROLL o
¥1. Quoniam igitur quantites o- refultat ex fin-
&ione #, fi loco x foribatnr x-S, ex proprictate

finGionum alias demonflrata fequitur fore
sdu srddyw | S¥diu ghdby .
L=t ey e e allwere —+ 1 PP e diE -4~ ¢tc.

pofito- elemento. 72 conftante , “fed cum haec exprethio
in . infinitum fit continuanda, plaeﬁat valorem ipfius @

a&:uah fubflitutione' definire.

EXEM-
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EXEMPLVM
‘yo. Tmuenire curyam algebraicam, clins quadr 4~
fura indgfinita pendeat & quadratura cireuli , cuius Verd
area gbfiiffee % = 4 refpondens algebraice exhibeatur .
'.‘ Vit guadratura’ curpae indefinita a quadratora Cit-
guli pendeat, ponatur y=—7V (2fx—xx), et vt pofito
e fou? me—wy Ear S=p(a—%), VO it x=x-na

gy na—M— )X, BIgU wv vl (- f o) wwie

v—=Y (2naf—2(n—1)fx—pnaai-27 (n—1)ax~(n—1)xx)
Ponawur, vt haec formula fimplicior euadat, 2f==na,
eritque 9 =Y (n(n—x)ax—(n~1)xx), €t Ob de——(n—1)dx
Jhabebitur Q:V(nam—xx)+(n—- 2 )V (lp—3 Jax—(n— 1))
Hc pro- curud’ erit- ' ‘ '-

L Jf"—"—.ﬁ;r V (rax—a 2yH{n-1)V (a(n=x)an- (=1 )20},
[area vero. grit *

. Jyds==P+fdxV (nax-xx)+(n-1) [V (n(n-1 Yax-(n-x Y ax).
“Verom: hic notanduny efty. quemadmodum integrale fud%
“jta cipt ‘ponitur, vt- euanefcat pofito ¥=—0, ita quogue
fistegrale Judz ita capi debere, vr euanefcar pofito x=—o:
‘Quamobrem ' ¥t tota area euvauefcat pofito ¥=—0, neé~
cefle eft, vt quoque fiat 2==p hoc caftn} alioguin enim

expreflio arese fydx compleCteretat quantitatetn cone

fatem  portionern areae circularis denotantem, quae ca-
fi x——a deftrueretur. Huic autem inconimodo occute
retur, fi pro S ciusinodi fimatur finctio, quae pofito ¥ ==o
' nie

emhefeat.  Sit ergo S = ¥ (a—x), et 2x T (0—),
et wr=V (2fz—~22), atque quaefito- fatisfiet tmedo folito.

Ponatur, vt expreffio fiat fimpliciffima #o==1, ¥t fit
Tom. Nou. V. Com. : N g
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2=t o=V (LE—Z) = $V(2af—xx) eritque
applicata y = o2 + V (afx—22)~ 35 V (2af = %2) -0b

axde

dz=="==: atque arca fiet ’ '
Jydx=P+fdxV (2fx—xx)~2 53 V(2af—22)
quae qualisamque P foerit fundiio ipfius x, in genere
femper a quadratura circuli pendebit, cafii autem ¥ ==«

area fiet algebraira — P

SCHOLION.

x3. Circumflantia haec ratione conflantis ad arese
expreflionem adiiciendae, ne ea ipfa fit transcendens,
in ommnibus exemplis probe eff obferuanda.  Hunc in
finem fun@io S.non folum ita accipi debebit, vt cafi-
bus “propofitis x——a, x==4, x¥—¢ etc. euanefcit, fed
etiam caft x=—o enancftere debebit. Quod quidem
per fe eft perfpicoum @ nam quia omnis curuze aream
abfciffae emnefcenti .x——o refpondentem nihilo aequa-
lem affiunimus, ideoque a transcendentibus quantitati-
bus vacuam, evidens eff, quetcunque cafus propofiti fint,
quibus aréa fiat algebraica, iis ©mper foperaddendum
effe cafum x—o, ficque findio S ita comparata efle -
debebit, vt nos Hlum cafibus x— @y X=—b, x=—¢ etc.
qui funt propofiti, d etiam cafi x—eo fiat S=o.

PROBLEMA s

14. Si Z §it fin&io quaecunque algebraica bi-
narum variabiliom x et J; defitire relationem algebrai-
cam inter x et y, vo formula- integralis fZdx algebraie
cum obtineat valorem. -

SOLVs
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SOLVTIO. ‘

Etfi problema hoc multo latins patere‘wd_e-tur,
guam primum , tamen eins folutio non eft difficilior.
Ponatur emim fZdx fanioni cuicunque algebraicae
ipfius ¥, quae fit = X acquale, eritque Zdx — dX et
7 —94%  vbi cum 2% fit quogue funckio algebraica
pfius x, habebitur aequatio algebraica jnter x et y, qui
carum relatio algebraice definietur: indeque erit per hy-
pothein [Zdx = X.

COROLL =1

rs. Si X non fit funéio algebraica ipfiss %,
fed eius quampiam inuoluat fanétionem transcendentem,
wveluti i it X — P - JQdux, ita vt ‘}% — fTE-{r—'Q, fit
nihilominus fun&io algebraica ipfus x; tum orietur cur-
.¥a algebraica hac aequatione Z = L Q exprefiy,
fed valor . integralis inde oriundus fZdx non erit alge-
‘braicus , verum functionem  transcendentem JQdx in
voluet. :

%

COROLL. 2

16. Si pro Q eiusmodi quantitatem fubftituss
mus, qualkem in problemate praecedente defcripfimus,
tum valor quidem indefinitus formulae jZdx non erit
algebraicus, fed a quadratura quapiam data  pendebit.
Hoc tamen non obflante effici poteft, vt eius valor tot
cafibus , quot lubverit , et quidem datis veluti x = g,
x—= b, x—c¢, etc. fiat algebraicus. Vbi quidem no-
tandum eft, in calculo his cafibus fiperaddendum effe
femper calum x == o.

N = SCHO-
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SCHQLION.

‘17, S igitur vnica proponatur formula integralis
#d. ‘valorem algebriicum reducenda , eaque pertinear ad
ordinem primom , tum quaeftio nulla laborat difficultate.

. Awque fimgl part opera-effici poteft, vt llivs formulae.

inregratip a data’ quadratura pendeat,  atque infiper A3
tor, quot quis voluerit, cafibus algebraicum. obtineat va-
lorem.  Antequam igitur ad formulas fequentium. ordi-
num, progrediar , einsmodj problemata proponam , qui-
bus, duae . pluresug formulze ordinis primi fimul ad valo-
1es  algebraicos fint reducendae ; it3 vt exiftentibus
V et Z_fin&ionibus, ipfarum & et ¥, valores harum,
duarum, formulawm [V dx et [Z dx vel plurinm hu-
iusmodi a]gebrau:l fint efficiendi.  Hic quidem ante
omnia, anjmaduerto, , haec problemata ih genere concepta.
mihi quidem non {olubilia videri , ' fed nonnifi fub. certis.
conditionibus , quibug fun&wnes Vet Z fint praedmae
lutionem adm;ttexc. ~Quibus. igitur cafibus. mihi qui=
dem ad foluuonem Peruemre licuerit, hic; exponam.

PROBLEMA £

1% SL P et Q. fint finGiones quaccunque ipfins:
%, Inuenire; relationem: ideoneam, inter wariabiles. a et I,

t ambae hae formulae [y Pd x et [ V2 de valores al.-.
gebraicos, adipifcantur., -
SO I;' VT T Q.
Ponatur: vtraque: formula; forfim aequalis quantitati
cuicungue: algebraicae ,, (cilicet:

Pdx=L e [y Qdn=NM,
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Hinc ergo fiet y — iad—}; el y == a,‘ifg ideogue g :—"gTr.i-
abi fist ‘L et M functiones novac cuivspiam  variabilis
Z, :Ha vt %—; Gt foncio algebraica huins variabilis 2.
©Ope .aequationis -ergo inuentae %_- :de—i valor ipfius &,
cuius_ finé@jo eft -, per z expreflus reperietur , ita vt
inde proditurum it o —— funtioni cuipiam ipfius 2.
Qua ipuenta obtinebitur quogue valor ipfius » per fun-
&ionern quampiam ipfius =z expreffus, ope formulae
= 2L vel y = -g_ﬂ&;, ficque viraque variabilis x ety
per nouam variabilem z determinabitur , idque alge~
braice ; vnde relatio inter x et y quacfita Innotefcct.
Ex his autemr valoribus erit, vti sffimfimus, [y P4 x
==L et [y Qdx—=M, vtraque fcilicet functioni alge~
braicae ipfius 2 aequahs. p

ALIA SOLVTIO
Ponatur vt ante altera formula [y P /& quantitz-
tf ‘cuipiam algebraicae L aequalis, fen [y Pdax — L.
eritque hinc y — —Pdde- , qui valor in altera formula fub~
fitutos dabit [y Qd v = [T 4L, quae. algebraica red-
denda reftat.  Tam  vero per lemma praemiffam eft

Q Lo
[¥dLl="F~[Ld &
Sicque formula fL 4. ¥ ad algebraicum valorem redu-
i debet; vbi notandum 4. % huiosmodi formam
X dx efle habitarum, vbi fit X funcio ipfius & cognita..
Pongtur ergo fL d. % fun&ioni cuicunque. ipfius .:r,.‘quae‘
fit V aequalis, erit L — d—(‘g—ﬁ functioni fcilieet ipfius.
. Inueato autenr valore iptis L erit porro [y P da
N3z - =L
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=L; fy de:-% — V atque variabilis y ita de~
finietur per &, vt fit y :%‘—m exiftente vti inuenimus
L= 4V:4d : boc ergo modo immediate, nulla
alia noua variabili in fubfidium vocata, variabilem y
per ¥ dedimus determinatam.

COROLL. =

Lo ' r9. Cum in priori folutione altera variabilis »

.. - . PY 4L
definiri debeat ex aequatione § — %%, aliera vero fit

y o=, ficque vtraque per nouam variabilem z cu-
ius L et M font fanctiones algebraicae, exprimatur,
ambae formulae integrales propofitae valores obtinebunt
algebraicos fcilicet B '

JyPdx=L et {[yQdx—=M
"COROLL o=

20. Per eandem ergo folutionem fumendis pro

L et M fin&ionibus transcendentibus ipfius 2, ita tamen
vt 5% et % fint fan&iones algebraicae , effici poterit,

'Vt integratio vtriusque formulae propofitae [y P a et
JyQdx a data quadratura pendeat; vel vt altera ft.
algebrajca, altera vero datam quadraturam inuoluat.

COROLL 3

21, Si  ambae hae formulze debeant effe  alge-
. braicae , folutio pofterior eundem praeflat vinm ; fumta
enim pro V findtione quacunque algebraica ipfiss x,
et L=4V:d ¥ quogue fimcio. algebraica  ipfius
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hd

o ar
x; tum vero fi flatvator altera variabilis ¥y = 73
erit | o
JyPdx =L et [yQdx = % — vaéu-
= £ dx = 8% —
ijdx__ o et [y Qdx o

i 2

conrRoLT. 4

: as. Sin autem in hac folutione pro V eapiatus

3 H dy
finftio transcendens ipfius &, ita tamen vt 5 fit

fin&io algebraica, ob ”—'—%ﬁ—m etiam finctionem alge-
braicam , fiet quoque L —=4V: d.‘%, ideoque etiam y
fincio algebraica ipfius x5 vnde prioris formulze [yPdx=L
valor fiet algebraicus , atque altera tantum [y Qd x
a pracfcripta quadratura 'V pendebit,

COROLL. 5.

23. Per hanc igitur alteram folutionem effici non
poteft, vt vtraque formula integralis propofita datam
guadraturam inuoluat , dum alterius valor femper repew
ritor algebraicus. Quare fi viraque debeat habere valo-
rem transcendentem , folutione priore erit vtendum.

EXEMPL VM
24. Inuenire curuas algebraicas, in quibus nome
Jolum area [y dx, fed etiam areae momentum [y x d x
ajgebraice exhiberi poffit.
Per priorem {olutionem ponatur ;
Jydx=L et fyxdx=M

TR 4
it y = j: = & vnde fit ¥ = 5% et




il

f64 DE METHODO DIOPH ANTEAE AN ALOGA

y—=dL: d(ﬁ—f), vbi pro L et M finQtiones quaes
cunque algebraicae nomae variabilis 2 accipi poflunt. Ni-
hil ergo impedit quo minus ftatuatur L—=2, et pro M
fomatur fun&io quaecanque ipfins 2, quae it —2Z, quo

facto erit x=— %% et fumto clemento 4z conflante
dz?
Y=z

Per aliwamr Qludunem  pomacn fyda L, i fip

_y__gl,;, etit [yxdyx—fxdL—=xL—[Ldx. Statuatur

iam fL dx =V fun&ioni cuicunque ipﬁus X, erit
av . av

L =%, ideoque [ydr = 5L et fyxdr—=55% — V, vn-

de pofito elemento 4 x conftante applicata y ita per

abfeiffam x definietur, vt fic y — 237

SCHOLION

25. Me non monente intelligitur , fimili modo
huivsmodi  formulas f¥ Pax et JY QA x ad valores
algebraicos reduci poffe’, fi ¥ fin&ionem quamcunque -
alterius  variabilis y defignet, dummodo P et Q fint
fin&iones ipfivs wx; determinationes enim ante pro y
fuentze nanc ipfi Y funt tribuendse.  Quin etram; fi
Y denotet fun&tionem quampiam ipfarum x et y, folutio
pari modo abfolnetur : ita redu®io harum formularum
JPdxV (xx -39 et [QdxV (xx-yy) ad va-
lores algebraicos ‘nullam habebit difficultatern , quoniam
hae formulae-fimiles enadent propofitis, {i pro ‘/(xx—l—- 77)
fcribatur vnica littera veluti . Vnde colligitar ope
huins  problematis femper binas huiusmodi  formulas
SV dx'et [Zdx ad valores algebraicos perduci pofle,
quaecungue V et Z fuerint funCtiones. ipfirum x et ¥,

‘ dummo-
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dummodo & fit fundio ipfius x tantum. Si epim
fit ifta funétio, feu 5w, loco alteris variabilis ¥
introducatyr noua o, vt Ot @ —% fen v= Z, atque
formulag reducendae erunt JoeXdx et fvdax, quaum
refolutio jam erit in promtu.  Inucfligemus vero etam
qlia formularum integralinm paria , quae fimili modo
wd valores algebraicos reduci queant, quod eueniet ﬁ
quapiam transformatione  ad  huinsmodi formas reuccarl
potuerint. .

' PROBLEMA 3.

26. Si P et Q fuerint functiones quaecunque
ipins &, inuenire relationem jdoneam inter variabiles ¥
et y, vt ambae hae formulae [P dy et JQdy valores
algebraicos adipifcantur.

SOLVTIO
Cum . per lemma praemiffum fit fPdy.=Py
—[ydP et fQdy=Qy—[ydQ, quachio huc re-
dit, vt hae duae formulae integrales [y 4P et [9dQ
valores algebraicos confequantur, quod per problema
praecedens duplici modo efficietur.
1. Statvatur enim [ydP=L et [ydQ =M

erit y = S5 = %%_, wde fit § = 2% vbi cum Z—a fit
fontio ipfics x, fi pro L et M functiones guaecunque
nouae coinsdam variabilis z affamantar, vt 5% fiat fon-
&io huins variabilis z, ex aequatione 3—3: ‘;—ﬁ quanti-
tas x per z determinabitur, ita vt x aequalis reperiatur
functioni cuidam ipfics z, Dehinc aequatio y = 35 de~

Tom, V. Nou. Com. 0 B finiet
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finiet alteram wvariabilem y per eandem z: quo faé’c@
habebitar :

JPdy=T—L et fQdy=YF -M.
II. Pro altera 'folutione fiat f de—-L vt fit

y=%, eutque altera formula fy 4Q — f32 dL—=L.

i de dp; vbi cum 31, it functio 1pﬁus &, pona=.

tur JLa. L=V funcioni cuicunque ipfius x, orietue

hinc L —d(d‘gdl’} Inventa ergo hac quantitata

‘T ::'d(df,_ 55, quae erit fanctio ipfins &, habebitar al-

tera variabilis y — &% indeque valores algebraici binarum
formularum integralium “propofitarum  erunt ; |

fPdy—Py—1L et |
JQdy=Qy—¥F 4. v, s

| COROLL g
2. Si hae formulae non debeant effe algebraicae,
fed datas quadeaturas inoluentes , eadem valebuge quae
ad problema praecedens anmotani.  Scilicer vtraque
debeat eflfe transcendens, hoc monnif per folutionens
‘priorems praeftari poterit, fin autem alterg tantaey quar-

titatem transcendentem Jmplxce,re debcar pet vtramaqus
folutionem fatisfieri poterit. ‘ '

COROLYL s
28, Hine effatt patet § formulse propofitse fug-
rint Huigsmodi £y Pdw et fQdy, redu@ionem ad valo-
res foch}mcos patf mods' perfici poff. i eniim fic
jQ_d Y=Qy~frdQ, bas duss formulss reduci
Opo£-

1
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oportebit fy Pdx et [ydQ, que non differmnt ab
iis, quae in praccedente problemate funt tractatac.

COROLL 3.

29. Intelligitur etiam, i Y denotet fundtionem
andam ipfiss », fimili modo huiusmodi binas formulas
JPYdy et fQY dy ad valores algebraicos reduci
poffe, dummodo [Y 4y integrationem admittat.  Po-
fito enim Y dy — v, formulae reducendae erunt fPdv
et fQdwv, que hic propofitis funt fimiles. At fi
JY dy fit fonétio transcendens ipfius y redudtio mode
hic expofito non fuccedit.

PROBLEMA. =

3¢. Inuenire relationem algebraicam inter varia-
biles ¥ et y, vt hae duse formulae integrales [y™x™dax
et [y*x'—'d y valores algebraicos obtineant.

SOLVTIO.

Cozequatis hif _fgrmulis inter fe fit ™y == yPx¥
vode oritur y = x ™k, Ponatur ergo :
Yl . mMy-mu JLy=Lun
J=a THE, vt fit yhoo xR g et gl g TR gl

atque formulae propofitac abibunt in has :
mLy Mg
Jx ™t TxMa et fx e Targy

Iam vero efi:

mV—Eﬂ .
-—I mv_p..
j_'x. "L M — M wilmi— TV = LUt
i A— s G, M=) _
T pa A & 'l?i\v'-—p.n.[r M .M zm e

(O ) IE
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my=pt__ ¢ . o Y-l (miit) S ot
—r . —— T A _ —_ - A 7= ~1
fio e 2 dy = Z=B ym-p gl ’J“—,g—\,\_m P

Nifi ergo fit my = ;;z'jimquo cafir haec reduétio locum
: MY—LiE :
siony habet , fi ponatur x 'm—-i —u, quae&io- perducetor
ad has formnlas : | - '
fozmdz et foa bl
quae per problema fiperius fine difficultate refoluantur.
ALITER.
Si neque # neque o fuerit == o, alia folutio fmili
modo adhiberi poteft. Scilicet cam fit
frp—da =Ty x— T a"ymdy et
fyrar—dx = [ yrar=l fay—tdy.
quacftio redit ad tas duas formulas :
farpmrdy e {2y dy
quae pofito x == j?:‘—Tz perinde étq_uc: ante fractantur.

 COROLL =
ar. Si fit vel m—=p vel # =, formolie pro-
pofitae flatim per fuperins problema reduci poffunt, fine
vlla ‘pragéuia praeparatiorie.  Cafu tamen pofferiori quo
n = v excipiendus eft calis quo # = v =0, quia 16~
du@io fipra praefripta hi¢ non fuccedit. :
COROLL =
g2. Per praccepta ergo adhuc tradita hniusmodi binas
formulae [y "da et [y ¥ d pad valores algebraicos reduci
B S

Begueunt.

COROLo
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COROLL. 3
53. Practerea vero etiam excipiuntur cafus, qui-

bus my = pn, um:n=p:v, qui ob eandem ;a—
tionem. reductionem non permittunt. Qui cafus quo 1a-
cilius cognofeantur, fit 7 = aj, et nI=ay, At formu-
mulae hoc pacto irreductibiles : ‘

[yekx®=rdx et fyFa'—tdx.

COROLL 4
4. Sit breuitatis gratia y ¥ — 2z et ¥ ' == v, eIt
‘;’5 —£¥, vnde formulae hae irreductibiles fusit.

z o du et > fRdo. ‘
Ac fi vlterius pomatur z =7, hae formulae abibunt in

'lll

[- 4
d d .. g
2 ST et HfESY ) quae fam in formulis Coroll. 2.

L

exclufis continentur,

COROLL. s

35. Reliquis igitur cafibus omnibus, qui in his
exceptionibus locum won habent , reduétio ad valores
algebraicos  femper abfolui poterit, idque duplici modo
pro vtraque {olutione hic tradita, atque vtroque modo
gemina refolutio  valebit fecundum binas problematis

fuperioris folutiones.
PROBLEMA v
_ s6. .Si P et Q fuerint finciones ipfius ., i
wenire selationent algebraicam inter x et y , vt ambae
O3 hae
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hae formulae [y ™ P dx et fy"Qdx valores algebrai-
cos obtineant,

SOLVTIO

Ponatar y == () =, feu y — Q™ PT=iy ex
hacque fubflitutione affequemur - |
i

-1 T
f]mP dx ‘:::f‘P Wiyt Qfﬂ“nzmd x’
. —n u
J7Qdx=fp M Qm—x g7 g
Iam nctandom_eft reductionem, quam intendimus,
efle fuccefluram, i haec formnla :

—_

m .
JP = Qm=ig g integrationem admitat. .
Nifi enim haec conditio locum habeat, fateor me folg-
tionem exhibere non poffe, Sj¢ igitur '

-1 m
SPm=nQn= g 5 —x :
ideoque X fun&io algebraica ipfius &,

ducendae ernnt :

Sz X et fardX, vide refultat

JRMAX =X 2™y X gm—1 g,
S X = X —nfX g*1gy
Harum autem formularum  redugio fupra
duplici modo, eft ofteng:

f‘ormuiaeque re~

iam idque
. "COROLL |
37. Si effet M=, problema congreret cum

problemite quarto, it v ncommoda, quae in hac fo-
lutione inde oritura Videntur, nihil plané noceant, Con-

ditio
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¥
L

ditio igitar, fob qua redustio pmpoﬁtarum fbrmularum

foccedit, poftulat, vt formula differentialis P'm-an—n ax
integrationem admittat,

PROBLEMA 8.

38. Si Vet Z fnt fun&ioues ipfirum x et ¥
homogeneae, atque V fun@io m dimenfionum, Z vero
fun&io n dimenfionum , inuenire relationem algebraicam
inter a et y, qua duae hae formulie :

JVdx et fZ dx reddantur integrabiles.

SOLVTIO.

Quia V et Z funt fan&iones homogenede, ita
vt ambac variabiles x et y vbique eundem dimenfionum
numerum. compleant, ibi nemape dimenfionum numerum
m, hic vero n: pomator y —/x, atque funltio V abi-
bit in x™P, et Z in x#"Q, vbi P et Q erunt functio-
nes quaniitatis £ Ita cum per hanc fubftitutionem ﬁac

V=2a"P et Z—=2x"Q,
formulac ad reducendum propofitae etunt
[Pa™dx et [Qx"d x,
vbi P et Q fint functiones alterius variabilis t cuins

ad x relationem inuefligare oportet.  Iam lme dmae
formulic ex duabus variabilibus # et & conftantes redu=

cuntur ad
JPa"dx = m_H Pamtio - [am+g P

fQ.T"d ¥ = l+l Q‘xn-{-;_“ ;,"'_'; f.lﬂ_‘-'d Q
dummo.
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dummodo neque neque -» fierit —— — I. % Quare
cum reductio ad has formulas fx™+d Pet f4*HdQ

LI ___1_ 1
reuocatur, ponatur x — (fi—%) m—ng =2 4 P r—m g Q m—n
formulaeque reduccndae erunt-
M r Hef1 Negm I M=ty
Jfz dPpr—mg Q’m—n et [z 4P rmd Qm—n
quibus  valores algebraicos. conciliare licebit; fi formula

N | Mgy et apy L

differentialis 4 Pi—m 4 Qn—n = (TQ_) n—m 4 Q abfolute fue-
rit integrabilis ; reliquis enim cafibus hacc rednétio non
ficcedit. Ponamus ergo hanc formulam effe integrabi-

lem, et cum eius integrale futurum fit fun&tio algebrai-

ca IPﬁUS t, quae fit T, ita vt habeatur

Jd Pf?;_md QﬁT——n =T
atque formulae reducendse fient :
ST = 2™ T — (mr 1) [T 2"z
S+ dT =T —(n—~1) fT2d2
Hinc cum hae formulae [T 2™d z et f'T 27d = valores al-

gebraicos obtinere debeant, hoc per problema gquartum
duplici modo efﬁcxctur ' ‘

i

CORO L L.
89. Patet. ergo  primo fi firerit vel m—— — 1
vel n—=~—1 , reduftionem per methodum propofitam
perfici non poﬁ“e Practerea vero eam quoque locum

. ?1--]-: m-+-;
non habere, vifi formula dliferentxalls d Pn—md Qm——ﬂ ab-

folute fuerﬂ: integrabilis. , :
 COROL.
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COROLL. =
40. Quodhi fherit m =, dummodo vtriusque
httemc valor non fit —=-—1, poﬁenon transformatione
mon exit opus, d formule [a"+'d P et far+id Q im-
‘mediate ope problematis quarti reduci poterunt.

EXEMPLV M
Quacratur  velatio algebraica intér % of %,

at hae formulae f 2242 op [25 (22, y)? walores  alge-

-Brajeos obtineant. |
Com hic it V=% et Z—=3= (xx-{—yyﬁ vtraque

KL

; ‘€rgo fin&io V et Z homogenea, illiusque dimenfionum
numeris m —1, hnids vero n——o, fi ponatur y = tx

fiet V— x_t ¢t Z=( +t,t) , et formulae reduce_ng

- S

dae erunt
Jt'xdx ctja’x(x—}-tt)'g'
3 ade fie
9‘ S Jttxdx—=1f .1x—~‘jxttdt
Jdx (1) = x (rtlfm g a2 dt Y (1-+18)
§ Ponatur iam x — £V (1 -+#), fietque

Sx'ndt ::fz~dt(1+tt = 2t —2 [t 2 d s

JxrdtY (x4, _fﬂdz(x—+ )= a(t-4-12") — [l dz

Sit breuvitatis gratia # ~+— $#° = «, et cum forrnulze re~

ducendae fint fr z.d 2 ct f udez, poufltur
Juzdz—L e fud=z

dL

" e S e

o,

dm
fiet w— ;3% = I3, ideoque s = ;%.

: + Tom. V. Nou. Com. P Si
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Si igitar L et M foerint funQiones quqécunquc nouge
cainsdam varigbilis 5, aequatio x— 2L dabit finctionem
ipfius § pro =z, vnde etiam u R Sf dabi.
tur per §; ac propterea pro f reperitur hinc valot in
s exprefius. . Himcque porro dabitur per s variabilis
¥x=5V @) et y =1¢ x, wde relatio inter » et
J definiri poterit. ‘

. Alwera foltio pofito fu d 2 — L dabit fu 2 . d 2
= fzdL=xsL~fLdz Slthdz:::S exiften-
te S fanctione quacunque ipfius 2, fiet L — dz, porro-
que a:ﬁ*ﬁ:t-—}— £y x::t V(I-—}—zt) et y = tx,
vide denuo relatio mter X et y reperitur.  Nam of)

dL ___ dds

— — By
=S et I gt hi valores in aequanone T2 " dz%

e
o= IEOEIT prdit dabune 1equat40nem inter & et y.

ox':
PROBLEMA o
42« 81 V et Z foerint vt ante finGiones ho-
mogeneae ipfarom x et y, illa quidem m2, haec vero
# dimenfionum , ingenire relationem 1Igebralcam inter
x et y, vt hae dume formolae j Vdx et [Zdy fians
antegmbﬂes.

SOLVTIOG,
Ponatur vt ante y == £ %, fietque V = x™D et
Z = x"Q exiftentibus P et Q fun&ionibus nouze va-

riabilis 2, et ob 4y = rdx—~xdt formulae redo-
cendae erunt :

JPamdn = ,3-_ furtim i [t P
- /=
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 fQandy=JRua™ dx—~fQuatdt At
JQtatdx= 73, Q1 Eypr— 5nd am(Qd+dQ)
vade habebimos : ‘
JQady =5 QU ar— T [xmH(2d Q- Qdb)
,'Aicjm adeo formulae ad valores gebraicos perducendae
eiunt fa™+dP et [a7(2dQ -~ Qdt), quag po-

r
tdo.—rQdt ¥ti in problema-
nendo ¥ = (—<F m—n z reducentur p

te praccedente, dum haec formyla differentialis
(189 redh mn g P fuerit integrabilis.

Vbi quidem ftervm excludendi fint cafiis, quibus vel
m— ~x vel n——1; Practerea vero notandum eft
fi it w—=n, tom vitima transforrratione ne opus qui-
dem efle, quiaformplac /2™ 4P et fam+ (tdQ -nQdt)
ftatim per problema quartum reduci poffunt.

SCHOLION.

43. Atque hi funt fere cafus, quibus duse for-
mulae integrales ordinis primi ad walores slgebraicos

methado quidem’ adhue expofita reduci poffunt.  Nul-

lom autem eft dnbium, quin haec methodus ad  maio-
rem perfectionis gradsm enehi poffit, vt etiom formu-
lac hic exclufae ad walores algebraicos reduci queant,
quod negotium aliis vberivs excoléndum relingue.  Con-
fiderctor autem  potifimum cafis harom  formularum

ydx T ryydax . \
S7: 7 et j = » qQuas geoeratim quidem nullo achac .
modo ad imegrabilitatem reducere powl, ctfi nmn eft

P = Qlﬁ:zL.iie
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difficile innumeras relationes inter x et p exhibere, quie
propolito. f{atisfaciant.  His igitur regulis pro duabus
formulis primi ordinis traditis contentus, ad tres plures-
ve formulas eiusdemn ordinis progredior, eos mupi’ugatu-
rus cafos , guibus omnes fimul methodo hadenus £Xpo-
fita ad wimes algebraicos reduci queant., qued gquidem
ea methodo, 'qua in folutione fecunda problematis 3
fom vfus, praeﬂ:m debere ammaduexto.

P’ROB’LEMA 0.
44, Si P, Q, R fint functiones guaecungue ai-

gebraicae ipfins w, inuenire. relationem. algebraicam inter
variabiles x et y, vt tres hae formulae integrales

JyPdx; fyQdx; fyRdx
Walo;es algcbralcos obtineants

SOLVTIO

Ponatur fy P dx—=1L cr1tque I Jpmans ﬁd__ atque;
duae reliqnae formulae reducendae ﬁcnt :
ij_dx,__/D‘dL—“— ~fL4 %
SyRIx=f5dL=F—fLd§

Tam vero hae' duae formule f Ldg et j Ld 3 per
problcma quartam facile refoluuntyr, quue duplici mod&

1. Priori modo. pom ‘opoItet ;.

j Ldg=Met JLIZ , hincque erit:

L= d M d. O‘m dN Vnde elicitur ﬂequatlﬁ
QP _am.

E%R"‘ﬁj N cyius, pmrnum membmm cum {it funétio.

i Pﬁus
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¢ N caplantor fun&tiones nouas va-

iphns x ro M ¢
? > P ationem & deflinietar in

riabilis w;: atque per hanc aeju

% cxgmﬂ'um, vnde porro per % dabitar
d 1y
4 ..-L..-m et ¥ = 53x
ShLL Ti Pofterjori refolutione ¥tentes ponamus

de Nyt it L= ey qui valor in tertia
d(R P)

formu]a fubfiituras pro;iLrl{cet) [Ldi = fdM fan
P

o
Popatur ergo f M d. d(RQP;) — N exiffente N finctione
A
qnacunqgue :_pﬁus.x eritque M= , a7 » vode pro M
(e XE3)

_am
snuenitor. fancio® ipfius x , qua inuenra erit L= 553y

aoi:denigque ¥ ,__i,‘i—d-% Tum vero valores algebraici
trium formularum propofitaram  erunt. S

f_dex:::TL
_,{yQ_dx-—-F--*- M
fyRAv="F - MG — N

COROLL. 1.

45. Cum in priori folutionc pro fitteris M et N+

functiones quaecungue ipfins = accipi queant, fi iis va-

lores transcendentes- tribuantar, ita tamen vt 3% et - dz

fisat funtiones algebraicae , effici poterit vt trinm for-
mularum  integralium  propofitarum dme Sy Qdx et
JyRdx a datis quadeataris pendeant.  Quod etiam
per probl. = ita expediri poterit, vt vtraque fot quet
Iubuerit cafibus nihilominus valores algebraicos adipifcatur.

Pa COROL,
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COROLL o

46. Sin autem folutienem pofteriorem adhibeamus,
quoniam voica littera N arbitrio nofiro relinquitir , fi
pro ex findtio transcendens ipfis » accipiatur ,  wning
eantum  formulae  propofitae integratio datam quadraty-
ram inuoluet , reliquae vero duge neceflario valores ale

gebraicos obtinebung,

COROLL s -
47. Patet etism £ Y foerit fan@io quaecuaque -
ipfius , fimili modo has tres formulss :
o SJYPdxy fYQdx; fYRdx |
ad valores algebraicos reduci, Quin etiam eadem re-
ductio locum habebit, fi Y fit functio quaecunque am-
barum variabiliom x et g,

PROBLEMA 11
48. Si P, Q, R fherint functiones quaecungue
algebraicae varfabilis x invenire relationem slgebraicam
inter x et y, vt hae tres formulae integrales:
JPdy; fQdy; JRdy

valores algebraicos obtineant.

SOLVTIO, :

Formulae iftee per lemmg pracmiffim * transfor-
mantur in fequentes, '
de{y =Py — fydpP
JRIy =Qy ~ fyaqQ
JRéy =Ry ~ fyar

‘ Quacliio




IN ANALYST INFINITORVM. 119

Quacﬁio ergo redit ad has tres forrnulas
JrdP; fydQ; JydR

algebmaicas efficiendas , quae cum firniles fint fis, quaé

in probl. praec. funt tractatae , refolurio nullam h’;ﬂ?ebit
difficultatem, atque 4deo duplici rmodo abf{Olui poterit,

COROLL 1.

49, Quin etiam fi ordo inter has formulas fi-
mutetur, quoniam perinde eft a quanam  earom (_)pem"-*
tio incipiatur, nouem omnino lutiones exhiberi pos.
fint. Incipiendo enim a prima ponendo _/:1/ AP =1,
folutio prior ante traditz vnam pracbet {olutionem, po-
Qerior vero doas , prout duse relique formulae fumun-
tor, vel [y dQ et Sy dR, vel ordine inuerfo [y @ R

et fy4Q, ficque hinc tres folutiones impetrantur. At~

que cum operatio a qualibet harum formularam inchoa-
ri queat, omnino nouem folutiones exhiberi poterunt,

COROLL =
go. In hac ergo methodn perinde éff , fue fors
mula quaepiam propufita fit fy Pdx five [P dy, quis
pofterior [P 4y facile ad formam prioris fy 4P redu=
citur, Hincque inpofterumn nollam amplivs difcrimen
inter duas hoiusmodi formulas conftituam , ne praeter
neceffitatem haoc tractationem prolixiorerri reddam.

COROLL g
51. Perinde ergo problema refoluctor , fi ad va-

lores algebraicos reduci debeant . Liniusthodi formulae
ternae . o

vel
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vel [yPdx; fyQdx; fRdy
vel [yPdxy fQdy; fRdy |
Superfluun ergo foret diverfa hinc problemata conflituere.

PROBLEMA 1z
52. Ad valores algebraicos reducere quatvor hu-
fusmodi formulas integrales:
JyPdx; [yQdx; [yRdz; [ySdw
- in quibus litterae P, Q, R, S denotent finGiones quass’
cunque algebraicas ipfins . :

SOLVTIO. |

Incipiatur operatio 2 quacunque harvmr quatuor

formularum  propofitarum, ponendo fy Pdx=L, vt fit

y': ;—;‘;, atque tres reliquae formulae transformabuntur
{equenti modo : :
JrQAx =fFdL="F —jL4 2
fyRa’x:fPE-dL:%-l,E —fLa ¥
fySdx=f3dL=% —fLais

Com igitar nunc ad valoges algebraicos reducendae fint

hae tres formulae: S
JLdz; JLa}; JLas
haeque congruant com iis, qme in probly 1o™ fipe
pertraciatae , refolutio erit in promiu; et quoniam hic.
nouem  diverfae folut_io.n‘es‘"ﬁlppe_dftantt‘zr,_tofidemque re-
Periantur, a quanam alia quatuor formularum .propofita-
Tum initium capiatur , omnino huivs  problematis guater,
nouem, feu 36 folutiones exhiper poterunt, '
| COROL.
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"'JCOROLL- I.
0t g, Siowyna quaedam formmlarum propofitarumn,
veloti i 7S'd 2,2 \aia: quadeatura pendere debear, e
in operatione ad finern vsque eft vefervanda, id quod
12 modis divedis ‘feri porelt.  Sin autem due formu-
Jac. datac , veld JyR dx et {9 Sdx, a datis quadra-
;unspcndcro debeant, hoc monnifi duobus modis dinerlis
ije_ﬂ,‘i,bitul'g . ’ .
4+ v CTOROLL =

$4. Hinc etiam patet, eondem {oluendi modurm

ad quinque; pluresque, quotquot propomantur, fimiles
formulas- extendi , dummodo quaelibet formula habear
fpeciem [yPdx. vel JPdy, exiftente P findtione
ipfins -x, it vt in fingulis formulis altera variabilis y
vonnifi ¥micam obtineat “dimenfionem. | "
COROLL. 3. -

~55. Quemadmodum in «cafi duarum hojusmodi
formulartim “propofitarum  reperiri  poffunt 3 folutiones
e in cafo triom formularum o olutiones ; fic in cafa

I T

‘4 Prmularum inuenivntur 4. 9 == 36 folutiones. - At-

Que -porro in cali 5 formularum 3. 36 = 180 fHlne
tiones’, .in cafu & formularum 6. 180 — 1082 folu-

tiones, et ita porro.

S I LT . .
.« .. PROBLEMA 3. .
56. Si propofitse fuerint quotcungue  hniusmodi
formulac integrales fZ dx vel JSZdy, in quibus

omnibis Z fic fin&io homogenea ipfirum x et
a . * ; tl
“*“YomdV. Nou. Com, p'Q 7 ien.
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in fingnlis idem .dimenfionum numiers #- dueprchendatur
inuenire relationem - algcbmxcam dnter x et 3, vt {ingus
laram haram formularum. valores, prodeant algﬁbralc:l,

SOLVTIO

Cﬁm Z fit finétic homogenes # dxmenﬁonnm
ipfarar x et y, fF ponatur y = ¥ x¥ ed tranfibit in
huinsmodi explc{ﬁonem 2T, exiftente! T fimctione
quapram ipfius # rantum ; 1dtsoque quaclibet formula hu-
dus generis [ Zd x reducitur fquenti medo:

J'Z dx=fT x“dx:@-;'l'x”""—-——-fx""’ dT
‘Deinde ob 'dy.= ¢ d x-t+-x &7 formulae hnius genexrs
fZ.dy fimili-modo transformabuntur ;. .
FZdy—= fT X" ftdx‘-—i—- xa"t) = fa+ T dt+fTes"dx
at fT t.x.“dx =55 T ¢ x ""“"-— -—jx"+’(Tdt+ de]

vade fet ‘ ‘
[Zdy :@;szﬂ-w— -——fx“’*"(t dT— ant)
Quare;.. quotcungue  proponantur forinulae integrales, vel

huivs fZ 4 x, Vel hoivs [ Zdy fpccm quaeftio reuo-
cabitur ad totxdem formulas iftius fpeciei fa" @ d 4

exiftente © fanctione ipfius' ¢ y quae ijoﬁto =
abeunt in fu @ 4t Q_uotcunque auteinit-huinsmodi for-

mulae fu © d't -fuerint propofitae , ésc omnes per
praecepta  haltenus - tradita ad vilores algebmcos reduci

poterunt.

_ -E,QOROL';
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CCOROLL. 1 A

+ g4, Excipi tamen debent 4i-‘eafis , -quibus fun-
Aionum Z nwmerus dimenfionum # eft =1, :fcu
# - 1 =0, quoniam his cafibys redu@iones hic _,ad_hlbltac
san fuccedunt.
I COROLL = ’
8. Patet etiam, quaccunque et quotcunque .ﬁJgﬁm;
formulae propofitac, dummodo cac omnes per fiibftitu<

tionem aut transformationem .quampiam ad huivsmodi
formas fu © d¢ reduci queant, eas omnes femper im- -

tegrabiles reddi pefle.
SCHOLTON.
$9. Vis igitor methodi ha&enus expofitac is

hoc confiftit, vt quotquot proponantur formulae integra~
les Juas varigbiles x et y inuoluentes, dummodo in fin-

gulis altera variabilis y vnicam obtineat dimenfionem. -

ciusue diffcrentiale 4y, redudtio ad valores algebraicos
femper perfici queat; hoc ergo. euenit, fi fingulae for-
sulac fuerint vel huius generis [y X dx, vel huivs fXdy,
propterea’ quod huius integratio reuocatur ad hanc fydX,
fiquidem X fit fun@io quaccunque ipfius-x.  Atque hi
funt cafus , quibus duas pluresue formuias integrales pri-
mi ordinis mihi quidem adbuc ad valores dlgebraicos
reducere contigit. Dantur vero etiam formulae fecundi
{uperiorumque  ordinum, quas facile ad formulas primi
erdinis formae [yXdx reducere licet, ex-quo, {i eius
modi formulae integrales fuperiorum ordinum occurrant,
xcfolutie problematum hactenus allatorum perinde fhc-

Q2 cedet, -
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cedet.. Eas, igitur -formulas - fuperforum  ordinum,
quae, hniosmodi Iedudhonem admittunt., hic mdxcarz,
mnuemcn \

PKGELEMA rg. |
6o. Si P fit findtie quaccungue: ipfins x;, elemen-

tumque: dx fimawr conftans, redneere 111tegrat1ene1m

pdd Pd¥ny (PA#
hmusmodl; Jormularomy mtegmhum Ersy. dx? s J e et
' 1.

mgpncre Tinins: f P _{ ad mtegratmnem fb;cmulae primi

erdinis huinsmodi IyQa’x exiftente: qunﬁhone IEﬁUS L'

SGLVTIO.

Conﬁ“dcrctun formula pnma, eague; per: lemma: ita
reducetur ;

kN ) '
Pd Bddw ___ 1’ dy; _'ydE ryddp,
Tdoa® ——Tgm —fd.}" d.:. at fﬂ’_}’ dx, — 'd:.' f dx. %
Tﬁcque‘ eritt
Pddy, __ -Bdy B, padir
.!‘—‘1 o A [

dx:. — d

At 42 S e exptc{l“ 0: dlfferenualia formae Qd %;, ideogpe:
formulz. [F72% redn@a eft ad fornulam nyg!x.

Simili modo; formula: f&cunda: reducitar =
Pd’y Pddry: - dPdidye
- Td "'"_L AxE % at:

de d,y,: d?d_y - wddp '
.[ dxl. — dzt ™ '_dx.’ +fdxz., IdﬁOqEG;

.Pﬂsj’  Rddly —dpdy 4.y ddp: AP
dxz — T — .

whii j dxzh - eft dteromy rooae [ erZx. ,
Bm; textia. formula pr@poﬁtm exit:z

J r.d?_',.
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Faty _ pdty  pdPdTy . per redudt: : praeced.

L A x¥ —— dx¥ . dx% 1 "
4T dpddy—dyddPpydsP pydtP ,
dx:’: dx ¥ fdx‘ y. €180
. Pdfy-—dPddy+dyddP—yd¥p ydé P
fra Y — qiF -+ / dzF

vbi iterum [Y5L eft formae [y Q 4 X
Hinc colligitur fore viterius. progrediendo: :: |

¥ dsy Pd#y_..dpd"y-—}-ddl"ddy—-dy]d’l’—{-—yd"l’ fydsr

HHD:‘-'" —- dx* dxs

ynde. etiam: generatim. patet, hac ratione iftius formulae:

Pary . . . ST S
Y] 7 my integrationem: reduci ad 1ntegrationem huius
x I
"

yd
formulae f i p , foreque:- femper hanc  expreffionens

ary
hmus, formae: fy Qdx, eff enim —— fin&io algebrai-

n

ca ipfius x; eiusque foco: fi ponatur Q erit ~——_;,*—Qd

COROLL. 1. )
6. Qmnes: ergo: reductiones., quae fupra circa
formulas: huivsmodi. [y Q 4'x fint ex]jibita‘-e . eodenn fuccedunt:

modo, fi. huitsmodi. formulqc( fd_ - p:oponantur i~

de: opus, non. eft: problemata praeccdcnuaa' pro: huiizs~
modi: formulis, altiorum: ordinum: refoluere:..

COROLL. =
<i _drp T,
€z. Si expreflio: T euanefcat;, 1d: erit: indicio;,
n o

. 'd " : '
Prmulam jﬂg efie: abfolute: integrabilem s ea crgo
| Q.3 his
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his cafibus in noftris problematibus jocum non habebit,

Hoc autens euenit, § P fuerit ipfius » huiwsmodi fan&ie

Pma4Brtyr +3x 4 .. 4 pa*
% d*_y )

o0 enim f- Iy

m abi'olu__te a‘dmitt@t;

LCOROLL 3 ‘
63. "Formulae ergo integrabiles curm (Gis intégmw“
libs erunt pro variis ipfius # valoribus fequentes: -
Jady—aeay
‘[(oa—f—ﬁxlddy __( o+ Bx) :_x By
JEEEEXI = (B oy )i (r3+wx)da+ﬂw
Flatatrm i o) grr oy ) S (B2 w+35t 1) 22
‘ -—}-(zy-l—dc?x) 2—6oy

SCHOLION.

64. Progrediamur ergo ad formulas ordinis

S fecundi, cum redoctioni earumn, quze funt primi ordinis,
s “fam tantum fimus immorati, quantum guidem profedtus
in hac methodo fi&i adhuc permiferunt. Quoniam
wero ad ordinem fecnadum eas retulimus formulas, in

quibus vtrivsque variabilis & et y differentialia dx et dy

infunt, ese fine dubio funt fimpliciffimae, in quibng haec

bina -differentialia  plus vna dimenfione non “obtinent,

cuivsmodi in genere eft haec formula f(V dx - Z dy),

vbi V et Z {int functiones quaecunque ipfarum x ety.

Nam i wnicum -adfit  differentisle 4y, quanquam inde

pofito dy — pdx, littera p in fanctionem ingreditur,

.tamen manifeftun eff, binas variabiles x et y efle com-

' mina-
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futabiles, atque formulas fZ 4y perinde. tractari pofle,,
ac fZ dx. Quoibus ergo cafibus huiusmodi formulis
S(Vdx--Zdy) valores algebraicos conciliase potue=
rim, explicabo.
PROBLEMA 15

65. Si VetZ denotent functiones ipfarum x'ef 7,
stmenire relationemy algebraicam inter » €t y, vt haec
formula f(V dx - Z dy) algebraicum  obtineat  vas
Yorem. o : |

SOGLVTIO

. 1. Difpiciatur primo, vtrum alters pars [V dx,
vel [Z dy, per lemma reduci poflit, vt fiat
vel JVdx=P—fQdy,
vel fZdy—=R~fSdux.
Si alterum enim ficcedit, folutlo erit facilis: priori enim
caft habebitur.
JVdx+2dy=P+[f(Z—Q)dy, polteriori vere
JW(Vdx+2Zdy)=R+Jf(V—S)dx, '
Viranis autem haec formula nullam haber difficultaters
per’ problerma 3. ‘ _

11. Si bhoc modo reduétio inueniri nequeat, indagetur
fonctio algebraica . ipflarmn x et #,.quae fit = P, vt
EL;'—Z-E?- fiat differentisle functionis. culuspiam algebrai-
cae Q ipfarum x et y, hoc enimr cafu fiet [(Vdx:
4+ Zdyy—fPdQ,quzc fumula nulla difficultate ad
integrabilitatem perducitur per problema g ‘

IIl. Saepe etim huinsmodi  fundio algebraica

iplarum x et y puta T inuveniri potelt, coius difieren-.

tiali exiftente =P d & - Qdy, fi popatuc- - . .
| SV
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.f(vgx+2dy)_T+f(V Pydx 4~ (Z—Q)dy)

vt haec formula ‘modo vel pnmo, vel fecundo, Tedudtios
nem admittat.

IV. Interdum quoque iuuabit, in locum vaius vel
ambarum varlabilium » et y vnam dnasue nmouas Z et 4
introducere, ponendis x et y aequalibus functionibus qui-
buspiam harum dvarom nouarom variabilium -2 et %, ita
vt faa fobftitutione formpla huiusmodi “obtineatur €
JVdz+2Zdy)=f(Pdt-+ Qdu), wbi JamPetQ
funt functiones - ipfarum 2 et u, gquae ahquo expolitorum
modorum reductionem admittat. :

V. GCifus adhuc fingularis <ft memorandus, qno
V et Z funt funitiones homogeneae 1pfarum x ety
cisdem ambae numeri dimenfionum, qui fit = 7

Pofito: enim y =fx fiet V—Pa™ et Z—Q4",

exiftentibus. P et Q fun&ionibos ipfins 2. Tum ob & y
—idx-+ xd1,; formula propofita transibit in hanc

f(P xdx —}-— Qra"dx ~+ Qx4

/(P4 Q1) 37 £= (P4 QD) 37— i [ (P4QY).

vnde reductio revocatur ad huivsmodi formam J&*+'S 4,
nifi-fit # =~ 1, exiftente S functione ipfius 2

SCHOLION.
66. Sufficiat has operationes in genere explicafle,

quoniam .exémpla , quae vfim quempiam memorabilem -
habere videantur, non fuccurrunt, Interim tamen no--

tandom  eft, plu-rima exempla proponi pofle, quae vek

difficulter, vel plane non, per vilam harum operstionum

reduci queant. Cuiusmodi eft, fi relatio inter ¥ et p
-quacrenda fit, vt haec formula integralis f(25% - 9-]’

4 ' | | valorem
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valorem algebraicum. obtineat, neque enim: videor, quo-
modo huic quaeftioni fatisfaciendum. fir. Quamobrem:
multo minus -talia attingo problemata;, in' guibus duae:
pliresue  Buinsmodi formulae ad: integrabilicatem perduc
débeant. © Neque etisam formulas fuperiorom. ordinom:
gefieialiter ‘pertractare: " licebit, praeter cafum: in. fequenti
problemate contentunT.

. PROBEMA 16
67. Si Z fit finc&io nullivs dimenfionis ipfarurm
£x ¢t dy, ita vt iplie quantitates finitae & et y i
eam non ingrediantur, ad integrabilivatern: reducere hang
formulam fZdx-

" SOLVTIO.

Cum formuls differentialis Z 4% ita fit compara-
£, vt practer, quantitates conftantes nomnifi differentialia
dx et dy contineat, quae propterea vnam dunenfionemny
adimplebint, cuiusmodi. funt hae formulae: %: V{(zdx®
—-bdxdy+edy"); ;ﬁiiﬂ;%” etc. ponatur dy=—pd¥,
atque formulz propofita [Z dx indvet hane {peciem

fPdyx, ita vt P fir fin@io quantitatis p tantum, oe-

que x neque y iouoluens. Efficiendura ergo erit, vt nom

folom haec formula [Pdw, fed etiam ob dy —pda

haec Jpdx, algebraicum naneifcatur valorem , quod per

problema 4. ita duplici modo - praeflabiter,  Com

enim {it . -
JZdx = JPdx = Px — fxdP

y = Jpdx = px — [xdp
Tom. V.Nou.Com. R Fiat
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Fiat primo:

fxdP = M et [fxdp — N,
eritque & = % = 3:%, vode ﬁtd? = ;‘{:f, et quia f”,‘
eft fanttio ipfius p, inde valor ipfius p erui debet, quo
inuento habebitur x = fﬁf . feu x — j—rgf » 4c deinceps
y=px— Nz qui valores praebebuat [Zdx—Px~M-.
Pro altera folutione ponatur. ‘ S
fxdP =M, w fit x = — I et fadp =[5 4 M

=M% - MZE Tam pUnaturfMddP — R fun-
&iomi iphins p cmcunque ac reperietur M = dR:d. <5
quor valore ipfius M muento, prodibit porro:

X = ip YT pa— P R,
vade ﬁthdx:::P.wa :

Vel pomtur fx dp =N, et @bx._._d ,ﬁetf'ﬁJP.__.
-—de, —-fNa’dp Stfl\?ddi,._sc
erit. N.__dS d 3;, hmcque x-__.jp e y= Pr—
ex quibus efficisur fZ 44 =P x — 577 S-S

CORGLLARIVM..

68. Simili modo folutio exhibéri poterit, {i duse
pluresiie huiusmodi formulae fZ dx proponasur “qui-
bus valores algebraici conciliarf debeant. ~ Pofftor enim
dy —pdx, praeter hanc formulam fp 4x, duse plo-

resue huinsmodi fPd &, fQdx, etc. vbi P et Q ete
fint fanctiones ipfius p, 1ntf:°'13biles erunt efficiendae, quod

per methodos fupra traditas fZ1c1lc praeftatur.

SCHO«.
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SCHOLION

69. Vi igitur finem twic disquifitioni imponam,
eximiom €ins vium in foluendis praccipuis huius  generis
problematibus, quac quidern adhuc funt agitata , often-
dam.  Verfantur autem haec problemata potifimum
circa curnas rectificabiles algebraicas, guamobrem  €X
methodis bactenus traditis plures derinabo regulas , qua-
rum ope tot, quot {ubuerit, curuas algebraicas rectifica-
biles reperire ceat, vnde fimul patebit, quomodo eius-

modi curuae algebraicae fint invenicndae, quarum inte-

jgratio a data pendeat .quadratura , ita ¥t omnia proble-
mata, quie ope cuiuspiam quadraturie fint confirudia,
facile por reQtificationem curuze algebraicae expedir] pos-
Got. Tum vero mon magis esit difficile eiusmodi curs
¥as algebraicas exhibere, quarom redtificatio indefinita a
data quadratora pendeat, quae tamen nihilo minus voum
pluresue imo praecife tot, quot lubuerit, habeant arcus
definitos algebraice aflignabiles.  Denique folutioncm
mei illius problematis de duabus curuis, in- quibus ar-
cum communi abfiffae refpondentium fumnia fiat al-
gebraica, ex ‘his principlis deducam.

PROBLEMA 14.

7%. Inuenire curuas .algebraicas redificabiles, fen
gquarumn omnes -arcus algebraice- exhiberi queant.

SOLVTIO.

Sint curmae coordinatae orthogonales x et ¥, ar-
csque his coordwnatis refpondens = 3. Primo igitoe

R 2 quaes -
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‘quacritur ‘aequatio algebraica inter w et y , deinde walar
Ipﬁﬂa z ’mde emergens -debet «effe algebraicus.  Cum
dgitnr fit 2 ]V(a’ & ~-dy’), haec formula dntegrabi-
dis erit reddenda » quod fequentibus anodis jpraeftabituz,

1.
" TPonatur 4 y.==p 4 , atque ‘hae Huae Formuilas
y==fpdx etz =fdxV{x-+pp)
:algebrdicae funt reddendae. Cum igitur it
y=px—Sxdp
R r_xpip
&=V (1) — S
fumantur :nonae .cuiusdam wariabilis % Ffun@ionés UAB.
rcungue -algebrdicae P et Q , jponaturgue

Srdp="Pet [ZLE —Q
erit-w = 1 = TP apde it
P AP=AQYV (154-pp), tideoque p = grridas
'Dabu:ur ﬁrgo p per ifunctionem quandam .ipfivs %, quas
«ob du et _du 1du0que ;dg_ quantitates .algebraicas, jdpfa werit
'algebralca p= wd;__m.), ‘X qua ‘habebitur jporro:
=G y=pa—Py etz =V (14-pp) —Q.
.Seu Mt Q= et P="V, et .quia :pofito @u wenftamts
~dudVddV, d.u g
eft d‘p‘—jd\f du ) bip— i-l/ dV d:z) thabebiturs
) ~—{4V* ——a’u’)' ‘
=T duddv
S CA 279
p=— 4av -

b
——

ek
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_ —dV{(dVr—dw) _
ez — duddV &

Pofito autem contra P —au et Q =W, wt V it fiune
d 'V '

&tio quaecungue Jpfius &, ©ob P = 'V(dw ‘d‘”;
dwddV
«t d_p..__(du, a’V‘)
d > — )
* = .-a”uddV
AV {du-dV*)
I = T duddV
_dw—dV:
=T gav

poﬁto du ‘conﬁantc(, £rit

1L
Pofito wt ante Ay—pdx, fit faxdp—=52,
ddeoque x:ﬂf, wnde fit

. :,pdp L de L pM , ‘@;@g
Viwtzs) — 7 V(crpp) ~ V(sspe) 4 (14p)
M4
Ponatur [ h_-f}fp% ——P #undtioni wcuicunque ii;aﬁus 2
AP 2 '

ietque M = 7 P(,x-ﬂfgp)?, wndc_ @rit ;porre

4aM
X =y S =P M;

My
wt z = &V (1-=pp) == V{tip) - P,
iR 3 Sew.
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Seu poﬁto 4p conflante ob dM dd; (I—i—pp) +3 pdP
V(1 4 pp) exit:

ddP 1 .
(z~+ppy —‘r-'-% a+pp3

p
adP . (2
s = 155 wranf+ PHERE Viorpny
v Appar o
Z = dp“(1+ )~+~P T p) ~+-P_.
oL

St J %J — N, et x — %;’” ), ideoqus -

N ‘ Ndp
f..'&fd[) _— j f ( ~-pp) = P V(I+pp) (,ppv ..g..pp)
N _Ndp o SO '
Ponatur [ primis — P functioni ipfivs 2, eritque
N == (E222L?2) ex quo valore erit porro:
ANV (-+pp),

X~ - P”'_V(I’i‘f’?) Petz= -11/(1+PP)""N

Pofito autem p conflante ob AN — ﬂﬁ—"—{ (14pp)

o (AT,
pddP Ci—!—-{)f)),+ 4P (2+ gpp)

= ap ap
__ ppddP(s--pp)  pdPfs -4—21?1‘5) —p -
.9, — dpz . dP - ,
o ﬁa’d”P(I+pp')§» 2dP (14 pp Y

. .
1
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Iv.
;.--'—i-—ll - , d by
Portatur 4y = gi@fa——-’, erit 42 :_.ﬂf;%i‘_’.;

Hinc fit 2 +y=fgdx et 27 == f2 5 dwe ergo
hae formulae integrabiles funt reddendae. Fonatus

fqu::—qx—-fxa’g::.q,x—m
-d x ® - edg __ =
de 2[R =F+ N
: _Tdm__gadX. oy dM
wt Gt x = 55 = Y7 5 €180 g=V %
Gint jam M et N functiones quaecunque ipfius #, et ob
d __de»dM.-:!Mda_l_t:x_ -
g == zaNvdMIN erit o
__ ,dMANYAMIN
X = gNddn—inddN
S admAN
Z -ty = Fddn—dnddnN M
—_ 2dMdNE
2~y = IRFR—INdIN N
ergy ¥ = GNAdN-dBddw Ny
et 2 — AM AN (AM4-dN) _ BT
— AN dd Bl KddN z

v.

Tisdem pofitis flat fxdq = M, vt it [, qjx = g%

M, ert x == 4, e S =5 g it 2 f oL

. 3 ___q—-—‘ T ey — 3dQ— 1
b fit 55 =Q, idsoque .M =177, quo valore
dn .

per ¢ invento, cum Q fit fin&tio ipfius g, etit X == 37 3

2y gt—M et g-y=5 =gy + 2Q fuoch

AM=T5% - g gqdQ, et

. g*3dQ e
x =25t - 220400
, £ .-I'd F
24y =L+ ’_4.-‘1;_2.9:
oy — 1249 292 v . O3
z j"""" ,L‘.‘. + di . +z Q

hince
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flmcque propteresa:

o g9(gg-er)ddG
yo= —.;-—— -

— 9974 Jdd Q. ( de,

- 2d’€_’“

VI.
Vel fiat f‘“r‘*—‘ N, vt habeatur x = %> d,l Vet fxd g
""qudN:qng-—szng Iam  ponatox
- fNgdg=Q cxiffente Q finGione quacungue ipfins g,

dg _dd a
atque  erit N=i, dN=g5; — q?

ddd. 40, . qd
ergo v = L3 — dg,etjocdg._,——&-ﬂz@

wnde fiet z 4y — LL— M2 Q

ddc_,
¢t z_.}’-—dqz

Quamobrem naucifcernus has formulas ¢

v e 94T dQ,

[ p— dg* — a4
(qq—-:)ddQ. ‘ qul
J—-( ng)tddQ,-‘ qg%,+Q’

(294~
& — 2d ]q_ + Q

Ad alias formulas inveniendas ponamus :
dx=z2pduy dy = dulpp—1)etdz = du(pp 3}
eritque :
Cx—afpduy y-ta=z [ppdu; 2— gz au
ergo quaeftio ad has duas formulas reducitar s
Jpduw=pu ﬂfzzdp [ppdu = ppu— 2fupdp.
Sit nunc judp__, 5 €t fﬁpa[p — N, erit.:

o dM _ AMA AN AN A M
== PdP'-' ldCOquep aM et dp = aNE
I0de # = ggaN-dnddn — s

Porro
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% dM AN P
Porro eft 'fpzfu = % = maioanzam — M, e
ndN’ . 0 . .
fPPd“w ) — e oaad® T 2N} CTge

2dM2dN dtﬂdwﬂ_uduil

X I Fddn—andam T 2 M; VT W daN—aNdd R
_dM{ANT4-dHE) 2 N

AQUE X = FR TN —dNddM .
:Si elementum 4 M famatur conflans, erit

2dMdN
B — 21
AN dM2 ey
J= . ddeM — 2N
\IZ
o — d—:i_N —_ 2'N

VILI.

Tn praecedente folutione ponatur, vt aute, fudp=M

Ten w—= dp, fiet fupdp._fde.__pM-fMdp
Tam fit fMdp P, efit M= d;; et ciM__-“

ddp
ande fit u= dp” atque PoOITO ;
L_pddP  dF' mam dap
R L
ot 2 o PRRT 22 o P

P
*hmcque etictuntur 1ﬂae formulae:
— padF zdl’
NI T — P
— 2paAP dP
ddp dP
P — f?”:{;é’ —’EP —-‘—z-P

I

Loco praecedentis opemtloms fiat fupdp —N,
fen w— rép’ eritque fudp"— 1, =5 +f“dp lam it
JN?P =P, ﬁetque N—= ?—E—I—’ et dN— Pﬁp 4 de

dp =
vude ﬂ-—zm-}- :;1, :"—zzy; at erit

dd
2-—1—.’)’._.19 P__I__et ,___Ejbdcll’___I___pdl"__P5

—_— =

a —— dpl

:l‘om- V Nou. Com; S " Brgo
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Er&o: . . - .

. appddP 2 pd P .
e 2PIE L TE_op
o plpp—n)ddP kAP
J = ="dp dp
; pipp—=ndd ? - 2dP
R—== dp2 o dpe

~ CORO LL.
wr. Sio redtificatio curnae. non. debeat effe. alges-

braica, fed a. data. quadiatura: pendere:, hoc: ope: regulaer

primae. ac: fecundae. facile: praeflabitur:. In: prima: enim:
regula pro. V. eiusmodii capiatar: finctio: transcendens:

ipfius %, quaer datam: quadrataram: puta: [U d'w involvat,,

ita tamen vt . fiat’ quantitas. algebraica,, fi fecunda: re—
gula vii velimus, pro P eiusmodi: finctio; transcendens
ipfius p accipi debet:. ' A
€O ROL L. 2.
we:,  Viramis- autemn: regula adhibeatut,. id: facile:

~expediri poterit. ope: probll. 2. vt. curnae. re@tificatios ine
definita non folum: 2. data: quadiatnra: pendeat; fed. vt. o
eadem, cutua tot, quot lubuerit, €Xtent: arcus, quOrum: .

longitudo algebraice. exprimi. queant..

_ SCHOLION.
© =7y, Env ergo. nouem formulas fpecie quiderm
diverfas. quibus:curuae. algebraicae, rectificabiles,. continen~

tur; verumtamem: quaelibet: earum. am- late: patet; V&

ommnes. omeino -curnas- Algebraicas, quae- fint. rectificabiles,.
compledtatur. ~Interito tamen guacddm- ins ii§. reperiun-

. wr, qme ope lenis fubftitutionis ad fe inuicem. redo-

cuntor
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enntor.  Jta folutio «quarta ad ;primam reducitnr. ponen -
do M—u—V et N—=u—V. Deinde ‘0, in fexta

ponatur -Q —Q g9, €4 redigitor ad quintam.. De his
aotern folutionibus_notandum ¢ft,

titates x, y ©t = weperiri- pofic , -cum differenfialia , inde
«climinari -queant., pro fingulis igitur folntionibns hae res
lationes finitae .ita fe habebunt: ' :

Solutio  T. dat (2 AV =4y ) -
Solutio II. dat 2V (1-4+pp)=w-py+P V(-4pp)
Solutio TII. dat 2V (v4-pp)=x-+pr-+Pp

Solutio IV. dat {24y -+M)z—y~N)=xx

Solutio V. «dat z(x +g4)==2gx+@g—3)y+2Q4§
Solutio VL «dat z(x +g4)=—=2qx+(gg—1)y +2Q
Solutio VIL dat (z4y44 N)(z—y) = (a2 M)*
SolntioVIIL dat (pp+1)z—==2px+(pp—1)y+4P
Solutio IX. -dat (pp+1)z=2px4(pp—1)y+4Pp
Hinc patet folufiones 1I et 1II in “vnam “coalelcere G
in fecunda ponatur P = g7, Vel in tertia P = 35 inde
«nim prodit haec folutio fimplicior: ‘

g (LFppdaR | pdR

- dp* dp R.
___ px+ppddR 4R
Y= "y, T dp

_ (1+pp) daR

— 7O

ex fingulis relafione |
firiiftam fen fivitis -quantitaribus expreffim interIres «(quat~ -
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Deinde . flutiones V, VI, VIIT er IX manifefto inter
fo- conueniunt; et ad VI, gude eft fimplicifima;, redeunt,
Denique folatio- IV ad primam eft reducda ita vt ram-
tum remdneant ¢ folutidnes- quae pro- dinerfis: haberk

queant ;-

(I, V)5 {1, TIyy (v, VI, VII, IX)

et (VIL),

Quatnor- igitur Kas' folationes,. principales. hic. confpedtnis
exponere conueniet, formis earnm ita parumper immes:
fatis, vt in fingulis: fit P fanctio: quaecunque- ipfits g

"SOLVTIO E -

__(dpr—apys

) o d!P (dpz — dnp.e" ﬂ
7 dbz_«fipﬁ i .
EFETge P

- (rPrm e ()

S OLVEIO I8

SOLVx
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SOLVTIO HL

=Ty ap

 plst-pp)ddP 4P

PETT T T dp
_{rFpp)7ddF

V(1 +pp)=x-+pr—+P
SOLVTIO IV
T pddP P
xr= —‘9}—;‘ — EI)
@p=n)ad® _ pd®

J =" dp dp
s=(p¢Ddd® _pap
T 2dp ip T P

(pp—-1)z=2px- (Pp— 1)y + 2P

Hincigitur, i pro P fanctiones fimpliciores ipfius 7 fubftitiiang -
yor, curuae algebraicae fimpliciores, quae fint reétificabiles,,
obtincbuntur, ac parabolicas quidem ex. III eruj obferuo,,.
fi ponatur P=A --Bp - Cp*+ Dps - etc..

et cocfficientes debite’ determinentur..

PROBLEMA 15. 7

74> Inuenire duas curuas algebraicas. ad eundetms
axem relatss ,. quarum viriusque rectificatio- 2 data: qua~
drarura pendeat, ita' tamen vtrinsque arcunm eidem ab..
fciflae refporidentiun fumina algebraice extiberi queat,

53 SOLW:
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SOLVTIO.

Sit .abfciffe communis == , et W¥nius curuie ap-.
plicata ==y, arcus ==z ; pro altera curm fit applicata
=, et arcus ——aw ; Ponatur dy._jjds,, et du—gdz,

eritque .‘ ‘
pro curma 1 'I pro curna TL
y=pr—fxdp Cw—=gqx—fxdyg
Jxpdp . fxqdy
0 A I 4/ Ry T 1 w—=xV Rk ek S
x==xV(1-4-pp) Viripp) | w=xV(x +qg) Virrad

Necefle i ergo -primo, wt formulae ,.-?“xdp«et fxdg
valores nancifcantur algebraicos , deinde v& fumma-ar-
cuum z-f-w fit pariter algebraica, tertio Wt vter-
que arcus feorfim famtus, wel, quod codem redit, arcuum
differentia 2—aw a data uquadmtura pendeat, '
Ponatur breuitatis :gratia

V(r+pp)+“v’(r+qq) =

V{e-pp) — V{r-t-gq) =
¥t {it

y=px—Jrdp, u=—yqx—fxdq

2= 20E0 1 fa(dr-4-ds); w:"’(”"—‘-’—"-—;fx(dr-ds‘)ﬁ .
o z—}—w—’ar—fxdr L |
& = w:xs_jwd.r

Eﬁicmndum ergo eft, vt hae tres formulae:

Jxdp; fxdg et fxdr fant algébraicag,
S fimblque vt formula fxd s a data quadratura pendeat,
Ad hoc ponatur fudp = L, et x = 2—; , €t |
‘ o R es [uig
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frdg=fdL. 5% =" ~JLd. 75

Jrdr=[dL.55 =" |

Jxds—=fdL. 5= ’%15‘ — fLd. 3—-;; .
Yamr ponatur JLd. §L = M, feu L :dzﬁ erlt_de a-i-;-

d
d i m? %_IM ddpeth i.,.fi_ de
= [dM aT.“—?_'—'MIj—gf d 2} = it
M i_;—gi’ fMaL'j:;f |

=T a% 45
Quod fi. iam. ad abbreviandum: feribatur:

d.ar dis

Zé'_g: - €t d_.?: =V .

Supercft, vt formula: fM 4 reddatur aIge bran:a, altera ve'

ro [Mdw a data quadratura: pendeat.. Slt €igo S Ma’p,.
— N fen M:‘j—;f, erit:

JMdy = fdN §3 =N f\]d
Sit iam P efusmodi fin&io: transcendens " quae datamy
quadraturam inuolbat, ac ponatur :: SR

N2 =P vt fir N._a,dw

quo' valore in praecedentibus fmmuli"s-_-ﬁibﬁitutﬁ,' repetien-
tur- binae curnae. algebraicae: guaefito: fatisfacientes..  Su-

matuy. .
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matur Kilicet pro ¢ functio quaecunqgue ‘ipfius ., ia vt
4 et s fiant functiones ipfius p, erunrque etiam pm et p
fonftiones ipfius p; -qure pro. P capi debebit funtio
transcendens ipfius p, quae quidem propefitam quadra-
turam inuoluat-, hocque mode N dabitur per P, wnde
deinceps veraque corua definietur.  Hinc autem cum 42

- fic functio ipfius p, alia folutio exhiberi poterit.

Scilicet ponatur: /M dlu..._ R et fMdv="7, ita
w4t R fit fin&io dlgebraica, S wyero datam quadmturani
includat, .eritque M — ji—ai s vinde it %%_ I5, €X
qua aequatione quantitas p definietur per ‘nousm varia-
bilem y, fiqdidem pro R et S -capiantur funéhenes
ipfius ¥, wnde denuo determinationes pro virague curua
inuenientur.

SCOLION

%5, Haec iam fofficere videntur, ad oftendendum
guonsque #mihi guidem in coltura huins nouse methodi
adhuc pertingere licnit ; meque dubito, quin haec {fpe-
«imina aliis anfam fint praebitura, wvires fuas ad hang
methodum ¥lterins promonendam intendendi.  Si enim
snethodus , quae Dlophamea appellari folet, quondam
ab exeellentrfﬁmra ingeniis omni {indie eft exculta haec
gerte nova methodus, quae in- quaeflionibus longe fubli-

anioribus  verfatur , aninore  attentione d:gna non ¢f
seftimandg.
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